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Πρόλογος

Αι επιστήµαι χωρίς την ϕιλολογίαν καταντώσιν εις των
ϐαναύσων τεχνών την ταπεινότητα...

Αδαµάντιος Κοραής, Προλεγόµενα, Πλουτάρχου ∆΄

∆έξου ποιος είσαι.
Το ποίηµα

µην το καταποντίζεις στα ϐαθιά πλατάνια
ϑρέψε το µε το χώµα και το ϐράχο που έχεις.
Τα περισσότερα -
σκάψε στον ίδιο τόπο να τα ϐρεις.

Γιώργος Σεφέρης, Τρία κρυφά ποιήµατα

Το ανά χείρας ϐιβλίο προέκυψε από επεξεργασία σηµειώσεων παραδόσεων των µαθηµάτων Γεωµετρία,
Ευκλείδεια Γεωµετρία, Η Γεωµετρία στο Σχολείο και Γεωµετρία και Υπολογιστές που, κατ᾿ επανάληψη
έδωσα κατά τη διάρκεια της τελευταίας εικοσαπενταετίας στο πανεπιστήµιο Κρήτης. Αν και το ϐιβλίο
προορίζεται για το σχολείο, το υλικό που διαπραγµατεύεται είναι πολύ περισσότερο από αυτό που
είναι δυνατόν να διδαχθεί στις τάξεις. Η ύλη ωστόσο εκτίθεται σταδιακά από τα απλά και εύκολα
στα πιο σύνθετα και δύσκολα ϑέµατα. ΄Ετσι, στα αρχικά κεφάλαια αποφεύγω ακόµη και τη χρήση
αρνητικών αριθµών, καθώς και τη χρήση της έννοιας του µετασχηµατισµού, ώστε το ϐιβλίο να µπορεί
να χρησιµοποιηθεί από τις πρώτες τάξεις του γυµνασίου.

Το ϐιβλίο, όπως έχει διαµορφωθεί, συντάσσεται µε τη ϕιλοσοφία του να υπάρχει ένα σύγγραµµα
για κάθε σχολικό µάθηµα. Το ϐιβλίο της Γεωµετρίας, το ϐιβλίο της Φυσικής, το ϐιβλίο της Χηµείας
κ.λπ., το οποίο να καλύπτει την ύλη των αντιστοίχων µαθηµάτων σε όλες τις τάξεις. Αν όχι για το
µαθητή, τουλάχιστον για τον καθηγητή. Και για τους δύο ωστόσο το ϐιβλίο να προσφέρει µια στέρεα
και πλήρη υποδοµή, στην οποία να µπορούν να προστρέχουν για µελέτη, εµπέδωση, αλλά και προ-
εκτάσεις. Είναι αξιοσηµείωτο το ότι, ενώ στη ξένη ϐιβλιογραφία υπάρχει πληθώρα εκδόσεων ϐιβλίων
που αναπτύσσουν την ευκλείδεια Γεωµετρία λαµβάνοντας υπόψη τις εξελίξεις από τον Ευκλείδη και
πέρα, εδώ, στην κοιτίδα της Γεωµετρίας υπάρχει ένα κενό. Ελπίζω, µεταξύ των άλλων το ϐιβλίο να
καλύψει και αυτό το κενό στην ελληνική ϐιβλιογραφία.

Στα µαθήµατα που προτείνω δεν προχωρώ σε δοµική ανάπτυξη αλλά σε µια λίγο-πολύ παρα-
δοσιακή, συνθετική µέθοδο, που αποσκοπεί στην εξοικείωση µε τις ϐασικές έννοιες και µια πρώτη
επαφή µε τα σχήµατα και τα προβλήµατα που σχετίζονται µε αυτά. Μια δοµική ανάπτυξη ϑα τόνιζε
ιδιαίτερα τα αξιώµατα και τις δοµές, αλγεβρικές και αναλυτικές, που υπόκεινται σε όλο αυτό το υλι-
κό. Τα Μαθηµατικά έχουν πλέον οριστικά περάσει από την τέχνη των υπολογισµών στην ανακάλυψη
και διερεύνηση δοµών. Ο δρόµος όµως αυτός, που αποτελεί εξέλιξη µακροχρόνια, δεν µου ϕαίνεται
καλός για το ξεκίνηµα και την εισαγωγή στη Γεωµετρία, τις έννοιες που την απασχολούν, τα σχήµατα
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και τα προβλήµατα στα οποία αυτά οδηγούν. Θεωρώ ότι ο µαθητής πρέπει πρώτα να έχει εµπειρίες,
προσλαµβάνουσες παραστάσεις µε τον απλούστερο δυνατό τρόπο χωρίς την παρεµβολή των αφηρη-
µένων δοµών, που κατά τη γνώµη µου, στο αρχικό στάδιο, ϑα δυσκόλευαν την προσέγγισή του στο
υλικό.

΄Ετσι, απλά για να έχει ο αναγνώστης ένα σηµείο αναφοράς, ϐάζω ορισµένες αρχές στα αξιώµατα
και προχωρώ γρήγορα στις λογικές συνέπειές τους, ώστε να γίνει η συνάντηση µε τα κάπως πιο σύνθετα
και ενδιαφέροντα σχήµατα όσο το δυνατόν γρηγορότερα. Μέσα στα αξιώµατα ϕιλοξενούνται πολύ
ϐασικές ιδιότητες µερικές από τις οποίες ϑα µπορούσαν κιόλας να αποδειχθούν και να µην τεθούν ως
αξιώµατα. Αυτό όµως ϑα είχε ως συνέπεια µια κάπως πιο εκτεταµένη συζήτηση τετριµµένων συνεπειών
και συµπερασµάτων, που κρίνω ότι γίνεται ανιαρή για το µαθητή και µπορεί να τον απωθήσει από το
µάθηµα.

Η συζήτηση των αρχών και η λεπτοµερής καταγραφή των απλούστερων από αυτές, από τις οποίες
συνάγονται όλες οι υπόλοιπες, είναι έργο ύστερης σοφίας και πρέπει να γίνεται µετά, αφού κανείς
αγαπήσει το υλικό. Πρώτα όµως πρέπει να δει πιο είναι αυτό το υλικό, να ξεκινήσει από την πράξη
και σιγά-σιγά, ανάλογα µε το ενδιαφέρον του και τις δυνατότητές του να προχωρήσει στη ϑεωρία.
΄Εχει λοιπόν αυτό το ϐιβλίο το χαρακτήρα της εισαγωγής, της πρώτης επαφής µε µια περιοχή γνώσης
που έχει πολλά επίπεδα.

Νοµίζω ότι ο καθηγητής µπορεί να χρησιµοποιεί το ϐιβλίο ως αναφορά και χάρτη της ύλης της
Γεωµετρίας για όλες τις τάξεις που διδάσκεται το µάθηµα. Το επί µέρους µάθηµα για κάθε τάξη, ως
διαδροµή σχεδιασµένη και οργανωµένη λεπτοµερώς στο χάρτη, µπορεί και πρέπει να υποστηρίζε-
ται και µε συνοδά ϐοηθήµατα παιδαγωγικού χαρακτήρα (πρακτικές ασκήσεις, πρόσθετες ασκήσεις,
ασκήσεις σχεδιασµού και εµπέδωσης των εννοιών, ϕύλλα εργασίας, λογισµικά, κ.λπ.). Στο ϐιβλίο
περιέχονται πολλές (πάνω από 1400) ασκήσεις, πολλές µε τη λύση τους ή υποδείξεις και µε ϑέµατα
συναφή µε την παράγραφο στην οποία εµφανίζονται. Συχνά επίσης υπάρχουν και ασκήσεις που
σχετίζονται µε τις προηγούµενες παραγράφους, ώστε να δίδεται αφορµή για µια δεύτερη ανάγνωση.

Η ϐαθύτερη επιθυµία µου είναι να επανέλθει η Γεωµετρία στο σχολείο, στη ϑέση που της αξίζει.
Και τούτο διότι η Γεωµετρία, µε τα σχήµατά της, που είναι κίνητρο και µέγιστη ϐοήθεια στην επα-
γωγική σκέψη, προσφέρει πολλά και χειροπιαστά παιδαγωγικά ευεργετήµατα. Θα αναφέρω τέσσερα
κύρια.

Το πρώτο είναι η συνειδητοποίηση ότι υπάρχουν πράγµατα µπροστά σου που δεν τα ϐλέπεις.
Υπάρχουν απλά πράγµατα, απλές σχέσεις εκτεθειµένες σε κοινή ϑέα, παρόλα αυτά αθέατες, αρχικά,
αρχίζουν να ϕανερώνονται µε κόπο και µόχθο. Οξύνεται λοιπόν η προσοχή και η παρατηρητικότητα.
Σε οποιονδήποτε αναρωτηθεί «µήπως µου ξεφεύγει κάτι;» η απάντηση είναι παντού και πάντοτε,
«πολλά». Το να µην το ϑέτεις ή να το αποφεύγεις ή να απαντάς πρόχειρα στο προηγούµενο ερώτηµα
είναι εντελώς έξω από την παιδαγωγική της Γεωµετρίας.

Το δεύτερο είναι η παντοδυναµία της λεπτοµέρειας, δηλαδή της ακρίβειας της σκέψης. Το να πα-
ϱάγεις έργο σηµαίνει να ασχοληθείς µε λεπτοµέρειες. Στη Γεωµετρία αυτό υλοποιείται µε τις ασκήσεις.
Οι προθέσεις, τα οράµατα, οι γενικότητες, είναι κενές περιεχοµένου όταν δεν είναι απόσταγµα του
οίνου των λεπτοµερειών. Οι γενικότητες είναι χαρακτηριστικό της ϱητορείας, της τέχνης των λόγων.
∆εν είναι ασύνδετα ϕαινόµενα η εξαφάνιση της γεωµετρίας από τα σχολεία και η επικράτηση της
ϱητορικής και της πολιτικολογίας.

Το τρίτο και µέγιστο είναι αυτή η ουσία της σκέψης, αλλά και του χαρακτήρα του ανθρώπου, η
συνέπεια. Τα Μαθηµατικά και πιο παραστατικά και παιδαγωγικά, λόγω των σχηµάτων, η Γεωµετρία,
είναι ο µεγάλος δάσκαλος της συνέπειας. Ξεκινάς από ορισµένες αρχές (αξιώµατα) και κτίζεις, πρακτι-
κά επ᾿ άπειρον, χωρίς ποτέ να παρεκκλίνεις από αυτές και τους απλούς κανόνες της λογικής. ΄Ετσι το
έργο είναι πάντοτε προσθετικό. ΄Ολο κάτι προστίθεται σε ένα οικοδόµηµα απόλυτου κύρους, που δεν
έχει τίποτε να κάνει µε τις προχειρότητες και τα προϊόντα κανόνων που αλλάζουν κάθε τόσο. Συχνά
ο άνθρωπος, για να ικανοποιήσει τις επιθυµίες του, αλλάζει αυθαίρετα τους κανόνες του παιχνιδιού.
∆ηµιουργεί έτσι µια κουλτούρα στην οποία είναι άλλοτε ϑύτης, όταν αυθαιρετεί ο ίδιος, και άλλοτε
ϑύµα, όταν πλήττεται από αλλότριες αυθαιρεσίες. Παράγεται έτσι ένα έργο, άλλοτε προσθετικό, άλ-
λοτε αρνητικό, αναιρετικό του προηγηθέντος έργου. Αυτή είναι η ευρέως διαδεδοµένη κουλτούρα της
µη-σκέψης, γιατί η σκέψη σχεδόν ταυτίζεται µε το Μαθηµατικό πρότυπο, την ανακάλυψη το σεβασµό
και την τήρηση κανόνων.

Το τέταρτο και εξαιρετικά κρίσιµο είναι η γνωριµία µε το γενικότατο πρόβληµα της γνώσης, την
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ισορροπία ανάµεσα στην ποσότητα και την ποιότητα. Καθώς χτίζουµε τη γνώση στη Γεωµετρία,
αποκτούµε µε ιδιαίτερη ένταση και ενάργεια την αίσθηση της ενότητας, της απειρίας των σχέσεων των
διαφόρων µερών και περιοχών της. Προκύπτει εκεί ένα Ϲήτηµα προσέγγισης, ένα Ϲήτηµα ψυχολογίας
και ϕιλοσοφίας. Πως προσεγγίζεις αυτή την ολότητα, το σώµα γνώσεων; Το ϑέµα είναι κρίσιµο και
τίθεται από τη νεαρή ηλικία. Μια σωστή ή λάθος στάση ϑεµελιώνει την εξέλιξη του µαθητή σε όλη του
τη Ϲωή. ΄Ενα µεγάλο µέρος της αποτυχίας στη γνώση οφείλεται στην παρανόηση για τη ϕύση της.

Αν δούµε την καθιερωµένη πρακτική, ϑα διαπιστώσουµε ότι η επικρατούσα στάση µοιάζει µε αυτή
του κυνηγού. Στοχεύεις τη γλώσσα, την ιστορία, τη ϕυσική, τη χηµεία κ.λπ., µαθαίνεις τα περάσµατα,
τα κρίσιµα σηµεία και πυροβολείς. ∆υστυχώς όµως οι γνώσεις δεν είναι µπεκάτσες. Οποιοδήποτε
γνωστικό αντικείµενο και αν ϑεωρήσουµε, δεν αποτελείται από µεµονωµένα στοιχεία. ∆εν είναι ένα
κοπάδι από πολλά συνηθισµένα, µαζί µε κάποια σπάνια και κάποια εξωτικά, πουλιά. Είναι ένα
σώµα σφιχτά δεµένο, συνεχές και συνεκτικό, που δέχεται ένα και µόνο τρόπο προσέγγισης, µέσω του
συναισθήµατος.

∆εν µπορείς να µάθεις κάτι που δεν το προσεγγίζεις µε γνήσιο ϑετικό συναίσθηµα. Μοιάζει το
γνωστικό αντικείµενο µε το µουσικό όργανο και, όπως δεν µπορείς να «µάθεις» 10 µουσικά όργανα
ταυτοχρόνως, έτσι δεν µπορείς να «µάθεις» και 10 γνωστικά αντικείµενα και µάλιστα, συχνά σε µια
µάταιη προσπάθεια, να τα µάθεις ταυτόχρονα. Τα 10 όργανα µπορείς να τα «ψάξεις», να τα ϐγάλεις
απ᾿ τα κουτιά τους, να τα περιεργαστείς, να δοκιµάσεις τους ήχους τους. Πρέπει όµως να διαλέξεις
και να εµβαθύνεις, να ασχοληθείς εντατικά µε ένα, να εντρυφήσεις. Αυτή είναι η χαρακτηριστική
ιδιότητα του σκεπτόµενου ανθρώπου. Μπορεί να εντρυφά, να ϐυθίζεται στο γνωστικό του αντικείµενο,
όπως ο ϐιρτουόζος του µουσικού οργάνου ϐυθίζεται στη µουσική του και έτσι, µουσικός, όργανο και
µουσική γίνονται ένα.

Αν ϑέλαµε να ορίσουµε τους γενικότατους στόχους της παιδείας, αυτός ϑα ήταν από τους πρώτους.
Η ικανότητα της εντρύφησης. Αυτή, παρόλο που αναπτύσσεται µε µια νοητική διαδικασία, έχει ϐάση
συναισθηµατική. Ο δάσκαλος, στην καθηµερινή πρακτική της τάξης, στο δηµοτικό, στο γυµνάσιο,
στο πανεπιστήµιο, συναντά ξανά και ξανά το ίδιο στερεότυπο πρόβληµα. Η αποτυχία του µαθητή δεν
οφείλεται στην έλλειψη νοητικών δυνάµεων. Οφείλεται στην ελλιπή έως ανύπαρκτη συναισθηµατική
ϐάση για το αντικείµενο της µελέτης του. Η αποτυχία του δασκάλου δεν οφείλεται στο τι είπε και τι
παρέλειψε, δεν οφείλεται στο αν κάλυψε την ύλη ή όχι. Οφείλεται στο ότι δεν αναγνώρισε τη σηµασία
της συναισθηµατικής ϐάσης, δεν την ανέδειξε, δεν την καλλιέργησε.

Από αυτές λοιπόν τις ιδέες εµφορούµενος, προχωρώ στην πρότασή µου προσφέροντας την υπο-
δοµή για την οργάνωση µαθηµάτων, απλών, όσο γίνεται πιο πολύ και όσο επιτρέπει το αντικείµενο.
Εύχοµαι ο καθηγητής, αλλά και ο ϕιλόπονος µαθητής, να διαβάσει το ϐιβλίο µε την ίδια ευχαρίστηση
και ακόµη περισσότερη από όση προσωπικά είχα την τύχη να απολαύσω επεξεργαζόµενος επί µακρύ
χρόνο το εξαίρετο υλικό. Το υλικό άριστο, διαχρονικό. Οι ατέλειες και τα λάθη δικά µου. Ευχαριστώ
ιδιαίτερα τις συναδέλφους Γεωργία Αθανασάκη, Ιωάννα Γκαζάνη καθώς και το συνάδελφο Μανόλη
Κατσοπρινάκη για πλήθος σφαλµάτων και ϐελτιώσεων που µου επεσήµαναν. Ευχαριστώ επίσης και το
∆ηµήτρη Κοντοκώστα για τις πολυάριθµες παρεµβάσεις του στα πρώτα κεφάλαια του ϐιβλίου, καθώς
και τους επιµελητές της εκδόσεως Ιωάννη Κωτσόπουλο και Ιωάννη Παπαδόγγονα, για την πολύτιµη
ϐοήθειά τους στην εξάλειψη λαθών και την επισήµανση ατελειών στο κείµενο και τα σχήµατα. Ευ-
χαριστώ επίσης τους συναδέλφους Στυλιανό Νεγρεπόντη και Γεώργιο Στάµου για τα καλά τους λόγια
και την ενθάρρυνση στο έργο µου και τον Αντώνη Τσολοµύτη για τη δηµιουργία της γραµµατοσειράς
«kerkis» που χρησιµοποιείται στο ϐιβλίο και τη ϐοήθειά του στο «latex». Τέλος, ϑέλω να ευχαριστήσω
το καταπληκτικό αυτό µελίσσι που λέγεται «Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης», που µου επέτρεψε
να συµµετάσχω στο πρωτόγνωρο έργο που επιτελεί στα ελληνικά γράµµατα.

Στο κείµενο έχω συµπεριλάβει όλες τις ϐιβλιογραφικές αναφορές που υπήρχαν εγκατεσπαρµένες
στις σηµειώσεις µου και χρησίµευαν για να ανατρέχω και συµπληρώνω το υλικό. Πιστεύω ότι ϑα
είναι χρήσιµες και σε όσους ϑέλουν να εµβαθύνουν περισσότερο ή να κάνουν συγκρίσεις µε άλλες
πηγές. Πάντοτε έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον να αναζητά κανείς και να συνοµιλεί µε πνεύµατα εκλεκτά
που προηγήθηκαν και δηµιούργησαν πάνω στο υλικό της µελέτης του.

Κοιτάζοντας πίσω, στα χρόνια του σχολείου, που µυήθηκα στη Γεωµετρία από τους εκλεκτούς
δασκάλους µου, όπως οι αείµνηστοι Παπαδηµητρίου, Κανέλος [Καν76] και Μάγειρας, ϑέλω να ση-
µειώσω, πως το ϐιβλίο δένει, ελπίζω επάξια, σε µια παράδοση που είχαµε, τότε, στον κλάδο και είχε
καλλιεργηθεί µέσω της ισχυρής παρουσίας της Γεωµετρίας στη µέση εκπαίδευση. Πολλές ασκήσεις
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του ϐιβλίου είναι από αυτές που γνώρισα στα συγγράµµατα και τις σηµειώσεις των δασκάλων που
προανέφερα, καθώς και σε αυτά των Παπανικολάου [Παπ81], Ιωαννίδη [Ιωα68α], Πανάκη, Τσαούση
[Τσα68β]. Αρκετές επίσης συνέλεξα από κλασικά συγγράµµατα της Γεωµετρίας, όπως αυτά των Lale-
sco [Lal52], Legendre [Leg37], Lachlan [Lac93], Coxeter [Cox68], [CG67], Hadamard [Had05], το
πασίγνωστο ϐιβλίο των Ιησουϊτών (F.G.M.) [Μ52], αλλά και άλλα, ων ουκ έστιν αριθµός.

Κλείνοντας τον πρόλογο ϑα αναφέρω, για τους ενδιαφερόµενους, ορισµένα ϐιβλία που περιέ-
χουν ιστορικά ϑέµατα για το αντικείµενο [Κατ13], [Cou80], [Eve63], [Hea08], [Hea31], [Dan55],
[Kno93], [Boy91], [Coo40]. Κάποιες πρόσθετες αναφορές περιέχονται στις παλαιότερες σηµειώσεις
µου ([Πάµ89]).

Στη δεύτερη έκδοση του ϐιβλίου ο όγκος των σχηµάτων και των ασκήσεων υπερδιπλασιάσθηκε
και προσετέθησαν ϑέµατα, ώστε το ϐιβλίο να δίδει µια πληρέστερη εικόνα της σύγχρονης Ευκλείδειας
Γεωµετρίας. Η αύξηση του όγκου οδήγησε και στην παράλειψη του επιθέτου «έλασσον» της πρώτης
έκδοσης. Εκτός από τις προσθήκες, έγιναν και πολυάριθµες διορθώσεις σφαλµάτων και αλλαγές ως
προς τη διάρθρωση του υλικού αλλά και την επαναφορά των επιγραµµάτων, που είχαν παραληφθεί
στην πρώτη έκδοση λόγω κάποιας εσφαλµένης επιφύλαξης για τον όγκο του ϐιβλίου. Ξεφυλλίζοντας
την πρώτη έκδοση, ένιωσα ενοχή και το ισχυρό συναίσθηµα ότι οι µικρές αυτές συνδέσεις µε τις
άλλες, µη µαθηµατικές κατευθύνσεις του στοχασµού και τους δηµιουργούς τους, είναι αναγκαίες
και εξαιρετικά πολύτιµες για να πέφτουν ϑύµατα τέτοιων επιφυλάξεων. Στις παλαιότερες σηµειώσεις
µου τις συνδέσεις αυτές συνήθιζα να τις παρεµβάλλω ακόµη και στη µέση µακροσκελών αποδείξεων
ή µετά το τέλος µιας ωραίας απόδειξης. Είχα έτσι την αίσθηση ότι είµαι και ᾿γω µαθητής και µέλος
της κοινότητας ενός αχρονικού και παγκόσµιου πανεπιστήµιου, όπου µπορώ να ακούω, να ερωτώ,
να συζητώ µε τους σπουδαίους αυτούς δασκάλους όλων των περιοχών της γνώσης. ΄Ισως κάποιοι από
τους αναγνώστες, τελικά, συγκρατήσουν στη µνήµη τους µερικά από τα πολλά σχήµατα και κάποια
από τα επιγράµµατα. Είδος σχηµάτων και αυτά εκείνης της «αθέατης γεωµετρίας» που λέει ο ποιητής.

Ηράκλειο, 16 Φεβρουαρίου 2017
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Οι ϐασικές έννοιες

1.1 Αόριστες έννοιες, αξιώµατα

Αυτό ισχύει ακόµη και για το ίδιο µας το εγώ:
το αντιλαµβανόµαστε µόνον ως εκδήλωση, όχι
ως κάτι που µπορεί να υπάρχει καθ᾿ εαυτό.

Thomas Mann, Schopenhauer

Οι έννοιες, τουλάχιστον οι µαθηµατικές, είναι σαν τις µορφές ύλης, που διασπώνται σε µόρια, αυτά σε
άτοµα που µε τη σειρά τους διασπώνται στα στοιχειώδη σωµατίδια κ.λπ. Στη γεωµετρία η διάσπαση
σε ολοένα απλούστερες έννοιες καταλήγει στις λεγόµενες αόριστες έννοιες. ΄Εννοιες που είναι τόσο
απλές και οικείες από την εµπειρία µας, ώστε δεν µπορούµε να ϐρούµε πιο απλές µε τη ϐοήθεια των
οποίων να τις περιγράψουµε ([Hel76]). Τέτοιες έννοιες στην Γεωµετρία είναι το σηµείο, το επίπεδο,
ο χώρος, η ευθεία, η έννοια του σηµείου µεταξύ δύο άλλων σηµείων και η έννοια της ισότητας δύο
σχηµάτων.

Μαθαίνουµε να χειριζόµαστε αυτές τις έννοιες ϐάσει των ιδιοτήτων τους ή αξιωµάτων που περι-
γράφουν κάποια χαρακτηριστικά τους και τα οποία αποδεχόµεθα χωρίς απόδειξη. Ξεκινάµε λοιπόν
µε τις αόριστες έννοιες. Περιγράφουµε τις ϐασικές ιδιότητες τους µε αξιώµατα και από ᾿κει και πέρα,
συνδυάζοντας τις ϐασικές ιδιότητες µε τη λογική, συµπεραίνουµε άλλες ιδιότητες, τα ϑεωρήµατα ή
προτάσεις και τα πορίσµατα (άµεσες λογικές συνέπειες των ϑεωρηµάτων). Τα µέχρις ενός σηµείου α-
ποδειχθέντα ϑεωρήµατα µαζί µε τα αξιώµατα, χρησιµοποιούνται για να συµπεράνουµε νέες ιδιότητες,
δηλαδή νέα ϑεωρήµατα.

Με τον τρόπο αυτό χτίζουµε σιγά-σιγά ένα καλά οργανωµένο και δοµηµένο πνευµατικό οικοδό-
µηµα που συγκροτεί τη γνώση µας στην Γεωµετρία. Εάν σε κάποιο σηµείο κάνουµε µια παραδοχή
λ.χ. A = B και, στηριζόµενοι στη λογική, καταλήξουµε ότι αυτό οδηγεί σε αντίφαση προς κάποιο
αξίωµα ή εν τω µεταξύ αποδειχθέν ϑεώρηµα, τότε λέµε ότι η υπόθεσή µας οδηγεί σε άτοπο και είµαστε
υποχρεωµένοι να δεχθούµε ότι ισχύει η λογική άρνηση της ιδιότητας (στο παράδειγµα A � B). Η
µέθοδος αυτή του συλλογισµού λέγεται εις άτοπον απαγωγή και χρησιµοποιείται κατά κόρον στην
γεωµετρία.

Η Ευκλείδεια Γεωµετρία εξετάζει τις ιδιότητες σχηµάτων στο χώρο και το επίπεδο και κυρίως αυτές
που σχετίζονται µε µετρήσεις. Ως σχήµα ϑεωρούµε οποιαδήποτε συλλογή σηµείων του επιπέδου (ε-
πίπεδο σχήµα) ή του χώρου (σχήµα στο χώρο). Μετράµε µήκη, γωνίες και εµβαδά. Στο χώρο µετράµε
και όγκους. Συνήθως το µάθηµα χωρίζεται σε δύο µέρη. Στο πρώτο µέρος, που ονοµάζεται επιπεδο-
µετρία, εξετάζονται ιδιότητες σχηµάτων του επιπέδου, όπως το τρίγωνο, το τετράγωνο, ο κύκλος κ.λπ.
Στο δεύτερο µέρος, που ονοµάζεται στερεοµετρία, εξετάζονται ιδιότητες των σχηµάτων του χώρου,
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όπως η πυραµίδα, ο κύβος, ο κύλινδρος, η σφαίρα κ.λπ.

Σχόλιο-1 Τα αξιώµατα που ϑα επιλέξουµε, ως ϐασικές ιδιότητες και σηµείο εκκίνησης της µελέ-
της µας, δεν είναι πραγµατικά ανεξάρτητα µεταξύ τους. Ορισµένα από αυτά είναι συνέπειες των
άλλων. Εποµένως, ϑα µπορούσαµε να ξεκινήσουµε µε λιγότερα, ανεξάρτητα µεταξύ τους, αλλά επαρ-
κή για να αποδείξουµε όλες τις υπόλοιπες ιδιότητες ως ϑεωρήµατα. Αυτό ωστόσο ϑα είχε τη συνέπεια
να χρονοτριβήσουµε σε πολύ απλές ιδιότητες, αποδεικνύοντάς τις και αυτές ως συνέπειες των λίγων
αξιωµάτων µας.

Προτίµησα λοιπόν να ενσωµατώσω κάποιες από αυτές τις ιδιότητες στα αξιώµατα, µε τη ϕιλοσοφία
ότι η αποκάλυψη πιο κρυφών ιδιοτήτων δηµιουργεί περισσότερο ενδιαφέρον από την επιβεβαίωση των
προφανών. Για µια διαφορετική πορεία, όπου εξετάζεται λεπτοµερώς το ϑέµα των αξιωµάτων, µπορεί
κανείς να δει το πολύ γνωστό ϐιβλίο [Hil03] του Hilbert 1862-1943, που είναι αφιερωµένο εξ᾿ ολοκλή-
ϱου στη συζήτηση των αξιωµάτων, την ανεξαρτησία τους και τη µεταξύ τους µη-αντιφατικότητα. Από
αυτό το ϐιβλίο προέρχονται και τα περισσότερα των αξιωµάτων της ευθείας που διατυπώνω παρακάτω.
Αντικαθιστώ ωστόσο µερικά από αυτά µε αξιώµατα από το σύστηµα του Birkhoff 1884-1944 ([Bir32]),
που εξασφαλίζουν το ότι οι ευθείες είναι, στην ουσία, αντίγραφα του συνόλου των πραγµατικών αριθ-
µών.

Ας σηµειωθεί πάντως, ότι η ϑεµελίωση της Ευκλείδειας γεωµετρίας µπορεί να γίνει και µε πολύ
λίγα αξιώµατα. Ο Hilbert, στο προαναφερθέν ϐιβλίο του, καθώς και ο Cairns 1904-1982 ([Cai33]),
δίδουν συστήµατα µε τέσσερα µόνον αξιώµατα. Ο Bachmann 1909-1982 ([Bac73]) δίδει ένα σύστηµα
πέντε αξιωµάτων. Σε όλα αυτά τα συστήµατα όµως υπεισέρχονται πιο σύνθετες µαθηµατικές δοµές
(τοπολογικοί χώροι, µετασχηµατισµοί, οµάδες κ.α.).

Σχόλιο-2 Τα στοιχεία του Ευκλείδη (περίπου 325-265 π.Χ.) ([Hei85], [Hea08]) αρχίζουν µε την
παράθεση 23 ορισµών οι 4 πρώτοι εκ των οποίων και ο τελευταίος είναι οι εξής :

(1) Σηµείον έστιν, ου µέρος ουθέν.
(2) Γραµµή δε µήκος απλατές.
(3) Γραµµής δε πέρατα σηµεία.
(4) Ευθεία γραµµή εστιν, ήτις εξ ίσου τοις εφ᾿ εαυτής σηµείοις κείται.
... ...
(23) Παράλληλοι εισίν ευθείαι, αίτινες εν τω αυτώ επιπέδω ούσαι και εκβαλλόµεναι εις άπειρον εφ᾿

εκάτερα τα µέρη επί µηδέτερα συµπίπτουσιν αλλήλαις.
Αµέσως µετά τους 23 ορισµούς ακολουθούν τα 5 Αιτήµατα, που εµείς ονοµάζουµε αξιώµατα:

1. Ηιτήσθω από παντός σηµείου επί παν σηµείον ευθείαν γραµµήν αγαγείν.
2. Και πεπερασµένην ευθείαν κατά το συνεχές επ᾿ ευθείας εκβαλείν.
3. Και παντί κέντρω και διαστήµατι κύκλον γράφεσθαι.
4. Και πάσας τας ορθάς γωνίας ίσας αλλήλας είναι.
5. Και εάν εις δύο ευθείας ευθεία εµπίπτουσα τας ενός και επί τα αυτά µέρη γωνίας δύο ορθών

ελάσσονας ποιή, εκβαλλοµένας τας δύο ευθείας επ᾿ άπειρον συµπίπτειν, εφ᾿ ά µέρη εισίν αι των
δύο ορθών ελάσσονες.

Στους ορισµούς αυτούς περιέχονται, τόσο έννοιες που εµείς περιγράψαµε ως αόριστες (1,2,4), όσο
και κανονικοί ορισµοί, όπως τους δίνουµε και σήµερα (3,23). Τα πέντε αξιώµατα του Ευκλείδη
δυστυχώς δεν επαρκούν για την απόδειξη όλων των προτάσεων που ακολουθούν στο ϐιβλίο του.
Συχνά χρησιµοποιεί κάποιες ιδιότητες που δεν προκύπτουν από τα πέντε αυτά αξιώµατα, που είναι
όµως σωστές. Απλά χρειάζεται η προσθήκη και άλλων αξιωµάτων, ώστε να προκύψει αυτό που σήµερα
λέµε πλήρες σύστηµα αξιωµάτων, το οποίο είναι ικανό να στηρίξει τις αποδείξεις όλων των ιδιοτήτων
των σχηµάτων που ανακαλύπτουµε και να τις ϐάλει σε µια λογική σειρά ([You17, σ. 36]).

Σχετικά µε το λίγο χρόνο που αναλίσκει ο Ευκλείδης στους ορισµούς και τα αξιώµατα συµφωνώ,
γιατί κατ᾿ επανάληψιν έχω παρατηρήσει ότι όταν ο µαθητής πολιορκείται µε διασαφήσεις και ανάλυση
λεπτοµερειών για έννοιες των οποίων έχει µια ϕυσική διαίσθηση, τότε αρχίζει να αµφιβάλλει και για
αυτά που ήξερε και να µπερδεύεται περισσότερο, αντί να ϕωτίζεται. Χρειάζεται λοιπόν προσοχή, ώστε
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περισσότερο να ενισχυθεί η ϕυσική του διαίσθηση για αυτά που καταλαβαίνει µε κάποιο τρόπο, παρά
να αµφισβητηθεί η διαίσθησή του και οι προηγούµενες εµπειρικές γνώσεις του.

Ακολουθώντας λοιπόν τον Ευκλείδη, δεν ϑα σταθώ ιδιαίτερα στις αόριστες έννοιες και τα αξιώµα-
τα ([You17, σ. 165], [Log80]). Θα δώσω ένα σύστηµα πλήρες, ικανό να στηρίξει όλες τις µετέπειτα
προτάσεις µας και ϑεωρήµατα. Εµπιστευόµενος, ωστόσο, τη διαίσθηση του αναγνώστη, δεν ϑα συ-
Ϲητήσω ιδιαίτερα τις αλληλεξαρτήσεις των αξιωµάτων αυτών και τις αόριστες έννοιες στις οποίες αυτά
αναφέρονται.

1.2 Ευθεία και ευθύγραµµο τµήµα

Η ευθεία γραµµή είναι κατηγόρηµα του απείρου. Επίσης ο άνθρωπος
που προαισθάνεται το άπειρο το αναπαράγει στα έργα του.

Honore de Balzac, Η Ανθρώπινη Κωµωδία

Το επίπεδο αποτελείται από σηµεία που συµβολίζοµε µε κεφαλαία γράµµατα A, B, Γ, ... ή κεφαλαία
µε τόνους A′, B′, Γ′, ... ή κεφαλαία µε δείκτες A1, A2, ... κ.λπ. Το σηµαντικότερο και ένα από τα
πιο απλά σχήµατα του επιπέδου είναι η ευθεία που συµβολίζουµε µε µικρά γράµµατα ε, ζ , η, ... ή

ε

Σχήµα 1.2.1: Ευθεία ε

γράµµατα µε τόνους ε′, ζ ′, ... ή γράµµατα µε δείκτες ε1, ε2, ... κ.λπ. Για τις ευθείες δεχόµαστε τις
εξής αρχικές ιδιότητες (αξιώµατα).

Αξίωµα 1.2.1 ∆ύο διαφορετικά σηµεία A, B ορίζουν µία ακριβώς ευθεία που συµβολίζοµε µε AB.

A B

Σχήµα 1.2.2: Ευθεία AB

Αξίωµα 1.2.2 Κάθε ευθεία έχει άπειρα σηµεία. Για κάθε ευθεία υπάρχουν άπειρα σηµεία του επιπέδου
που δεν ανήκουν σε αυτήν. Για κάθε σηµείο υπάρχουν άπειρες ευθείες που δεν διέρχονται από αυτό.

Αξίωµα 1.2.3 Κάθε ευθεία χωρίζει το επίπεδο σε δύο µέρη που λέγονται ηµιεπίπεδα, τα οποία δεν
έχουν κοινά σηµεία µε την ευθεία. Μία ευθεία που έχει δύο σηµεία A και B σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα
της ευθείας ε τέµνει την ευθεία ε (το πρώτο ϑεώρηµα παρακάτω λέει ότι υπάρχει τότε ένα ακριβώς σηµείο
τοµής της ε µε την ευθεία AB). Συχνά χρησιµοποιούµε τη λέξη µεριά της ευθείας, εννοώντας ένα από
τα δύο ηµιεπίπεδα αυτής.

A B

Σχήµα 1.2.3: Ηµιεπίπεδα οριζόµενα από µία ευθεία
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Αξίωµα 1.2.4 ∆ύο σηµεία A, B µιας ευθείας ε ορίζουν ένα ευθύγραµµο τµήµα που συµβολίζουµε
επίσης µε AB. Το AB αποτελείται από τα A, B καθώς και όλα τα σηµεία που ευρίσκονται µεταξύ
του A και του B. Τα A και B λέγονται άκρα του ευθυγράµµου τµήµατος. Τα σηµεία του ευθυγράµµου
τµήµατος, εκτός των άκρων, λέµε ότι αποτελούν το εσωτερικό του ευθυγράµµου τµήµατος. Τα υπόλοιπα
σηµεία της ευθείας AB, εκτός του ευθυγράµµου τµήµατος AB, λέµε ότι αποτελούν το εξωτερικό του
ευθυγράµµου τµήµατος.

A B

Σχήµα 1.2.4: Ευθύγραµµο τµήµα AB

Αξίωµα 1.2.5 Αν τα σηµεία A και B ευρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο της ευθείας ε, τότε και όλα
τα σηµεία του ευθυγράµµου τµήµατος AB περιέχονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο. Αν τα σηµεία A και B
ευρίσκονται σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα της ευθείας ε, τότε το σηµείο τοµής E της ευθείας ε και της
ευθείας AB ευρίσκεται µεταξύ των A και B.

ε

A

B
E

Σχήµα 1.2.5: A και B σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα της ε

Σχόλιο-1 Στο Αξίωµα 1.2.4 η λέξη µεταξύ είναι αόριστη. Θα γίνει σαφής όµως στην επόµενη παρά-
γραφο µε τη ϐοήθεια της έννοιας του µήκους του ευθυγράµµου τµήµατος.

Σχόλιο-2 Η χρήση του ιδίου συµβόλου AB για το ευθύγραµµο τµήµα καθώς και την ευθεία που
ορίζεται από τα A και B δεν πρέπει να µας παραπλανά. Κάθε ϕορά η σηµασία του συµβόλου ϑα
προκύπτει από τα συµφραζόµενα. Συχνά ϑα γράφουµε για την ευθεία ε = AB, ϑεωρώντας ότι αυτό το
σύµβολο αντιπροσωπεύει τη ϕράση η ευθεία ε που ορίζεται από τα σηµεία A και B. Συχνά επίσης
ϑα ϑεωρούµε ότι το ευθύγραµµο τµήµα AB καθορίζει µια κατεύθυνση επί της ευθείας AB και ότι το
A είναι η αρχή και το B είναι το πέρας (ή τέλος) του τµήµατος AB.

A B

A' B'

Σχήµα 1.2.6: Παράλληλες AB και A′B′

Παράλληλες ονοµάζουµε δύο ευθείες που δεν τέµνονται. Συχνά την ευθεία, στην οποία περιέχεται
ένα ευθύγραµµο τµήµα, ονοµάζουµε ϕορέα του ευθυγράµµου τµήµατος. Παράλληλα λέµε δύο
ευθύγραµµα τµήµατα των οποίων οι ϕορείς είναι ευθείες παράλληλες. Τέµνουσα της ευθείας ε λέµε
µία ευθεία ε′, διαφορετική της ε, που τέµνει την ε.

Πρόταση 1.2.1 ∆ύο διαφορετικές ευθείες ή είναι παράλληλες ή τέµνονται σε ένα ακριβώς σηµείο.

Απόδειξη : Στην Πρόταση 1.13.1 ϑα δούµε ότι υπάρχουν όντως παράλληλες ευθείες. Αν οι δύο ευθείες
ε και ε′ δεν τέµνονται, τότε είναι εξ ορισµού παράλληλες. Αν τέµνονται, τότε ϑα έχουν ένα µόνο κοινό
σηµείο A. Τούτο διότι, αν είχαν και δεύτερο σηµείο τοµής B, διαφορετικό του A, ϑα είχαµε δύο
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ε

ε'

Α

Σχήµα 1.2.7: Τεµνόµενες ευθείες ε και ε′

διαφορετικές ευθείες ε και ε′ διερχόµενες από τα δύο σηµεία A και B, που είναι αδύνατον διότι
αντιφάσκει στο Αξίωµα 1.2.1, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.2.1 ∆ίδεται ευθεία ε. ∆είξε ότι, αν το ευθύγραµµο τµήµα AB δεν τέµνει την ευθεία ε, τότε τα
σηµεία A και B περιέχονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο.

ε
Α

Β

Σχήµα 1.2.8: A, B από την ίδια µεριά της ε

Υπόδειξη : Χρήση της εις άτοπον απαγωγής. Υπόθεσε ότι το AB δεν τέµνει την ε και τα A, B περιέχονται
σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα της ε. Τότε, κατά το Αξίωµα 1.2.5, το ευθύγραµµο τµήµα AB ϑα τέµνει
την ε σε ένα σηµείο E, αντιφάσκοντας στην υπόθεση.

΄Ασκηση 1.2.2 ∆είξε ότι για κάθε σηµείο O του επιπέδου υπάρχουν άπειρες ευθείες διερχόµενες από
αυτό.

O

X Y Z
ε

Σχήµα 1.2.9: Απειρία ευθειών δια του O

Υπόδειξη : Θεώρησε µία ευθεία ε που δεν διέρχεται από το O. Κατά το Αξίωµα 1.2.2, υπάρχει µία
τέτοια ευθεία. ΄Ορισε κατόπιν τις ευθείες OX , OY , ... κ.λπ. που διέρχονται από το O και ένα σηµείο
αντίστοιχα X , Y ,..., Z της ε. Και πάλι κατά το Αξίωµα 1.2.2, υπάρχουν άπειρα σηµεία X , Y ,..., Z επί
της ε και κάθε ένα από αυτά ορίζει µια διαφορετική ευθεία που διέρχεται από το O.

1.3 Μήκος, απόσταση

Μίλησα στην αρχή για ορισµούς. Για να τελειώσω, ϑα ήθελα να πω
ότι κάνουµε ένα πολύ συνηθισµένο λάθος, όταν ϑεωρούµε πως δεν
γνωρίζουµε κάτι επειδή δεν είµαστε ικανοί να το ορίσουµε.

Jorge Luis Borges, Η τέχνη του στίχου

Τα αξιώµατα αυτής της παραγράφου συνδέουν τις ευθείες µε τους πραγµατικούς αριθµούς µέσω
της έννοιας της απόστασης δύο σηµείων, αποσαφηνίζουν την έννοια του σηµείου µεταξύ δύο άλλων
σηµείων, καθώς και την έννοια του ευθυγράµµου τµήµατος AB, που αποτελείται από όλα τα σηµεία
µεταξύ των A, B.
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Αξίωµα 1.3.1 Για κάθε Ϲεύγος σηµείων A και B ορίζεται ένας πραγµατικός αριθµός |AB| ≥ 0 που
ονοµάζουµε απόσταση των σηµείων και ικανοποιεί τις ιδιότητες |AB| = |BA| και |AB| = 0 τότε και µόνον,
όταν τα σηµεία αυτά ταυτίζονται.

Α ΒΕ

Σχήµα 1.3.1: |AB| = |AE| + |EB|

∆οθέντων δύο σηµείων A και B, λέµε ότι το σηµείο E ευρίσκεται µεταξύ των ή ανάµεσα στα A και B
(Σχήµα 1.3.1), όταν περιέχεται στην ευθεία των A, B και ισχύει

|AE| + |EB| = |AB|.

Αξίωµα 1.3.2 Για κάθε τριάδα διαφορετικών σηµείων A, B και E της ίδιας ευθείας, ένα εκ των τριών
είναι ανάµεσα στα άλλα δύο. Αν το E είναι µεταξύ των A και B, τότε |AB| = |AE|+ |EB|. Και αντίστροφα,
αν ισχύει αυτή η σχέση, τότε το E είναι µεταξύ των A και B.

B''B'
ε''ε'

δ δ

Α

Σχήµα 1.3.2: Σηµεία σε απόσταση δ από το άκρο αντικειµένων ηµιευθειών

Αξίωµα 1.3.3 ΄Ενα σηµείο A ευθείας ε χωρίζει την ευθεία σε δύο µέρη ε′ και ε′′ που έχουν µοναδικό
κοινό σηµείο το A και λέγονται ηµιευθείες µε άκρο ή αρχή το A. Για κάθε ϑετικό αριθµό δ υπάρχει
ένα ακριβώς σηµείο B′ στην ε′ µε |B′A| = δ και ένα ακριβώς σηµείο B′′ στην ε′′ µε |B′′A| = δ. Το A είναι
το µέσον του ευθυγράµµου τµήµατος B′B′′.

Εάν τα σηµεία A, B′ και B′′ περιέχονται στην ίδια ευθεία ε και ε′, ε′′ συµβολίζουν τις ηµιευθείες της
ε µε άκρο το A, λέµε ότι τα B′, B′′ είναι σε διαφορετικές µεριές του A όταν το ένα περιέχεται στην
ε′ και το άλλο στην ε′′ (Σχήµα 1.3.2). Λέµε ότι τα B′ και B′′ είναι από την ίδια µεριά του A όταν
περιέχονται και τα δύο σε µία από τις ε′ και ε′′.

Μήκος του ευθυγράµµου τµήµατος AB ονοµάζουµε την απόσταση |AB| των άκρων του. Λέµε ότι
δύο ευθύγραµµα τµήµατα AB και Γ∆ της ίδιας ευθείας ή διαφορετικών ευθειών είναι ίσα όταν έχουν
το ίδιο µήκος.

Οι δύο ηµιευθείες που ορίζονται από το σηµείο A επί της ευθείας ε λέγονται αντικείµενες. Πα-
ϱάλληλες ονοµάζουµε δύο ηµιευθείες που περιέχονται σε παράλληλες ευθείες.

Σχόλιο Το Αξίωµα 1.3.3 των ευθειών σηµαίνει ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε ευθύγραµµο τµήµα
οποιουδήποτε µήκους ϑέλουµε. Η πρακτική κατασκευή λ.χ. περιοριζόµενοι µόνο στα δύο όργανα
σχεδίασης του κανόνα (χάρακα) και του διαβήτη, όπως συνηθίζεται, είναι ένα άλλο ϑέµα που ϑα µας
απασχολήσει κατά καιρούς. Π.χ. η κατασκευή του µέσου M ενός δοθέντος ευθυγράµµου τµήµατος
AB µε τη ϐοήθεια του κανόνα και του διαβήτη απαιτεί γνώση των ιδιοτήτων του κύκλου που δεν
έχουµε µάθει ακόµη. Ωστόσο η απόδειξη της ύπαρξης του M ϐάσει των παραπάνω ιδιοτήτων είναι
απλή.

΄Ασκηση 1.3.1 ΄Εστω ότι B και E είναι δύο σηµεία στην ίδια ηµιευθεία AX µε άκρο το A. ∆είξε ότι η
|AE| > |AB| συνεπάγεται ότι το B είναι µεταξύ των A και E. Και αντίστροφα, αν το B είναι ανάµεσα στο
A και το E, τότε ισχύει η προηγούµενη σχέση.
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Α Β Ε X

Σχήµα 1.3.3: Το B ανάµεσα στο A και το E

Υπόδειξη : ΄Εστω ότι το B δεν είναι µεταξύ των A και E. Τότε ή το B ϑα ταυτίζεται µε το E και συνεπώς,
|AB| = |AE|, που είναι άτοπο, ή το E ϑα είναι µεταξύ των A και B οπότε, κατά το Αξίωµα 1.3.2, ϑα
ισχύει |AE| + |EB| = |AB|. Αυτό όµως συνεπάγεται ότι |AB| > |AE|, αντίθετα µε την υπόθεση.

΄Ασκηση 1.3.2 (∆ιπλασιασµός ευθυγράµµου τµήµατος) ∆ίδεται ευθύγραµµο τµήµα AB. ∆είξε ότι στην
ευθεία AB υπάρχουν δύο σηµεία E και Z έτσι ώστε το B να είναι το µέσον του AE και το A να είναι το
µέσον του ZB.

Α Β ΕΖ

Σχήµα 1.3.4: ∆ιπλασιασµός του AB

Υπόδειξη : Πάρε το E επί της ηµιευθείας µε άκρο το B που δεν περιέχει το A και σε απόσταση |AB|
από το B. Ανάλογα πράξε για το Z .

΄Ασκηση 1.3.3 ∆είξε ότι, για κάθε ευθύγραµµο τµήµα AB, υπάρχει ένα ακριβώς σηµείο M (το µέσον
του AB) έτσι ώστε |AM | = |MB|.
Υπόδειξη : Αν |AB| = λ, τότε το σηµείο M σε απόσταση λ/2 από το A προς τη µεριά του B, που
εξασφαλίζεται από το Αξίωµα 1.3.3, είναι το Ϲητούµενο.

΄Ασκηση 1.3.4 ∆είξε ότι, αν δύο σηµεία A και B είναι από την ίδια µεριά ευθείας ε, τότε το ευθύγραµµο
τµήµα AB δεν τέµνει την ε.

Υπόδειξη : Αν το AB έτεµνε την ε, τότε το σηµείο τοµής Γ ϑα ήταν διαφορετικό των A και B, άρα ϑα
ήταν µεταξύ αυτών και ϑα είχαµε αντίφαση στο Αξίωµα 1.2.5.

΄Ασκηση 1.3.5 ∆είξε ότι µία ευθεία ε′ είναι παράλληλος της ε τότε και µόνον, όταν ένα εκ των δύο
ηµιεπιπέδων της ε περιέχει κάθε Ϲεύγος διαφορετικών σηµείων της ε′.

Υπόδειξη : Αν υπάρχουν δύο σηµεία A και B της ε′ περιεχόµενα σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα της ε,
τότε κατά το Αξίωµα 1.2.5, η ε′ ϑα τέµνει την ε. Αντίστροφα, αν ένα από τα δύο ηµιεπίπεδα της ε
περιέχει όλα τα δυνατά Ϲεύγη σηµείων της ε′, τότε αυτή δεν µπορεί να τέµνει την ε. Αν την έτεµνε στο
σηµείο A, τότε το A ϑα όριζε δύο αντικείµενες ηµιευθείες επί της ε′ και επιλέγοντας από ένα σηµείο
σε κάθε ηµιευθεία ϑα ϐρίσκαµε δύο σηµεία της ε′ σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα της ε.

΄Ασκηση 1.3.6 ∆είξε ότι τα σηµεία B και Γ της ευθείας ε είναι από την ίδια µεριά του σηµείου A της ε,
τότε και µόνον, όταν |BΓ| = ||AB| − |AΓ||.
Υπόδειξη : Αν τα B,Γ είναι στην ίδια ηµιευθεία του A, τότε ή το B ϑα είναι µεταξύ του A και Γ, οπότε
|AΓ| = |AB| + |BΓ|, ή το Γ ϑα είναι µεταξύ των A και B, οπότε |AB| = |AΓ| + |ΓB|. Συνεπώς, και στις
δύο περιπτώσεις |BΓ| = ||AB| − |AΓ||, δηλαδή το Ϲητούµενο. Παρόµοιος συλλογισµός αποδεικνύει και
το αντίστροφο.

΄Ασκηση 1.3.7 ΄Εστω M το µέσον του ευθυγράµµου τµήµατος AB. ∆είξε ότι, αν το σηµείο mg είναι στο
εσωτερικό του AB, τότε η απόσταση |ΓM | = 1

2 ||ΓA| − |ΓB||. Εάν το Γ είναι στην ευθεία AB αλλά εκτός
του τµήµατος AB, τότε |ΓM | = 1

2 (|ΓA| + |ΓB|).
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1.4 Γωνίες

Είπε ο ∆ιδάσκαλος: ΄Οποιος δεν ϕλέγεται απ᾿ το Ϲήλο, δεν τον ϕωτίζω. ΄Οποιος δεν
πάσχει να εκφραστεί, δεν τον κατατοπίζω. Αν σε κάποιον αποκαλύψω τη µία γωνία
και δεν µου επιστρέψει µε τις άλλες τρεις, δεν του επαναλαµβάνω το µάθηµα.

Κοµφούκιος, Ανάλεκτα 7.8

∆ύο ηµιευθείες OX , OY µε κοινό άκρο O και µη-περιεχόµενες στην ίδια ευθεία, χωρίζουν το επίπεδο
σε δύο µέρη και ορίζουν µία κυρτή γωνία ή απλά γωνία και µία µη-κυρτή γωνία. Κυρτή γωνία

XO

Y

P
O

Y

X
Γωνία

Μη-κυρτή γωνία

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.4.1: Γωνία ‘XOY Μη-κυρτή γωνία ‘XOY
ή απλά γωνία λέγεται το σχήµα που συµβολίζουµε µε ‘XOY και αποτελείται από τις δύο ηµιευθείες
OX και OY µαζί µε το ένα από τα δύο µέρη του επιπέδου που λέγεται εσωτερικό της γωνίας. Το
εσωτερικό της γωνίας (Σχήµα 1.4.1-Ι) είναι το µέρος του επιπέδου που αποτελείται από τα σηµεία
P που ικανοποιούν τις δύο ιδιότητες :

1. το P και η ηµιευθεία OY είναι από την ίδια µεριά της ευθείας OX ,
2. το P και η ηµιευθεία OX είναι από την ίδια µεριά της ευθείας OY .

Το σηµείο O λέγεται κορυφή της γωνίας. Οι ηµιευθείες OX , OY λέγονται πλευρές της γωνίας .
Μη-κυρτή γωνία λέγεται το σχήµα που ορίζεται πάλι από τις ηµιευθείες OX και OY και συνίσταται
από το υπόλοιπο µέρος του επιπέδου εκτός του εσωτερικού της γωνίας ‘XOY και των ηµιευθειών που
την ορίζουν (Σχήµα 1.4.1-ΙΙ). Το υπόλοιπο αυτό µέρος του επιπέδου ονοµάζουµε εσωτερικό της
µη-κυρτής γωνίας ‘XOY , ή εξωτερικό της κυρτής γωνίας ‘XOY .
Συχνά ϑα µιλάµε για γωνίες χωρίς να κάνουµε διάκριση για το αν είναι κυρτή ή µη-κυρτή. Το ακριβές
νόηµα, δηλαδή αν πρόκειται για κυρτή ή µη-κυρτή, ϑα προκύπτει τότε από τα συµφραζόµενα. Στην
περίπτωση που οι δύο ηµιευθείες περιέχονται στην ίδια ευθεία ορίζουµε τις επόµενες ειδικές γωνίες.

180° O X Y
O

X

Σχήµα 1.4.2: Πεπλατυσµένη γωνία Μηδενική γωνία

Πεπλατυσµένη γωνία ή ευθεία γωνία ονοµάζουµε το σχήµα που αποτελείται από δύο αντικείµε-
νες ηµιευθείες. Οποιοδήποτε από τα δύο ηµιεπίπεδα που ορίζει η ευθεία OX µπορεί να ϑεωρηθεί
εσωτερικό ή εξωτερικό της πεπλατυσµένης γωνίας.

Μηδενική γωνία ονοµάζουµε το σχήµα που αποτελείται από δύο ταυτιζόµενες ηµιευθείες OX και
OY . Θεωρούµε ότι η γωνία αυτή δεν έχει εσωτερικό, ενώ ολόκληρο το επίπεδο πλην της OX ϑεωρείται
το εξωτερικό αυτής της γωνίας.

Πλήρη στροφή ή πλήρη γωνία ονοµάζουµε το σχήµα που αποτελείται από δύο ταυτιζόµενες
ηµιευθείες OX και OY (Σχήµα 1.4.3). Εδώ ως εσωτερικό της γωνίας ϑεωρούµε ολόκληρο το επίπεδο
πλην της OX , ενώ δεν υπάρχει εξωτερικό.
Οι ϐασικές ιδιότητες (αξιώµατα) των γωνιών είναι οι εξής :
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O X

Y

Σχήµα 1.4.3: Πλήρης στροφή

Αξίωµα 1.4.1 Για κάθε γωνία (κυρτή ή µή) ‘XOY ορίζεται ένας αριθµός |‘XOY | = |‘YOX | ≥ 0 που λέγεται
µέτρο της γωνίας σε µοίρες . Ισχύει |‘XOY | = 0 τότε και µόνον όταν η γωνία είναι η µηδενική.

α
Χ

Υ

Ρβ

Ο

ω Χ
ω

Β

Ο

Α

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.4.4: ΄Ισες γωνίες εκατέρωθεν της OX |‘XOY | = |‘XOP | + |‘POY |
Αξίωµα 1.4.2 Για κάθε αριθµό ω µε 0 < ω < 180◦ υπάρχουν δύο ακριβώς ηµιευθείες OA, OB στις δύο
πλευρές της ευθείας OX έτσι ώστε οι γωνίες ‘XOA και ‘XOB να ικανοποιούν |‘XOA| = |‘XOB| = ω (Σχήµα
1.4.4-Ι). Η πεπλατυσµένη γωνία έχει µέτρο 180 µοίρες.

Εκ παραδόσεως το µέτρο ω σε µοίρες συµβολίζεται µε ω◦. ΄Ετσι γωνία 30◦ σηµαίνει γωνία 30 µοιρών.
Το 1/60-οστό της µοίρας λέγεται πρώτο της µοίρας ή λεπτό και συµβολίζεται µε ένα τόνο. Το
1/60-οστό του λεπτού λέγεται δεύτερο της µοίρας και συµβολίζεται µε δύο τόνους. ΄Ετσι, 30◦23′11′′
συµβολίζει το µέτρο που ισούται µε 30 + 23

60 +
11

3600 µοίρες.

∆ύο γωνίες ‘ABΓ και ÷A′B′Γ′ λέγονται ίσες, τότε και µόνον, όταν τα µέτρα τους είναι ίσα: |‘ABΓ| =
|÷A′B′Γ′|.
Σχόλιο-1 Συχνά, στα επόµενα, ϑα παραλείπουµε τις απόλυτες τιµές και για δύο ίσες γωνίες ϑα
γράφουµε απλά ‘ABΓ =÷A′B′Γ′, αντί για |‘ABΓ| = |÷A′B′Γ′|.
Αξίωµα 1.4.3 Για κάθε σηµείο P στο εσωτερικό της γωνίας ‘XOY (κυρτής ή µη-κυρτής), τα µέτρα των
γωνιών ‘XOY , ‘XOP και ‘POY ικανοποιούν τη ‘XOY =‘XOP +‘POY. Σε κάθε τέτοια περίπτωση λέµε ότι η
γωνία ‘XOY είναι το άθροισµα των γωνιών ‘XOP και ‘POY. Συχνά για να δηλώσουµε µια τέτοια σχέση
ϑα παραλείπουµε τα απόλυτα και ϑα γράφουµε ‘XOY =‘XOP +‘POY.
∆ύο γωνίες, που έχουν κοινή κορυφή και µία πλευρά επίσης κοινή και µή τεµνόµενα αντίστοιχα
εσωτερικά (όπως οι ‘XOP και ‘POY του σχήµατος 1.4.4), λέγονται εφεξής. Χωρίζοντας µία µη-κυρτή
γωνία σε δύο µέρη, µέσω ενός σηµείου στο εσωτερικό της, και χρησιµοποιώντας το προηγούµενο
αξίωµα, ϐλέπουµε ότι οι µη-κυρτές γωνίες έχουν µέτρο ω > 180◦. Το αξίωµα εξασφαλίζει επίσης την
ύπαρξη της διχοτόµου, που είναι ηµιευθεία διερχόµενη από την κορυφή της γωνίας και τη χωρίζει
σε δύο ίσες (εφεξής) γωνίες.

΄Ασκηση 1.4.1 (΄Υπαρξη ∆ιχοτόµου) ∆είξε ότι για κάθε γωνία ‘XOY υπάρχει µία ακριβώς ηµιευθεία OZ
στο εσωτερικό της που τη χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες‘XOZ,‘ZOY µε |‘XOZ | = |‘ZOY | = |‘XOY |/2.

Γωνία δύο ευθυγράµµων τµηµάτων AB και AΓ, που έχουν κοινό άκρο το σηµείο A, λέµε τη γωνία
που σχηµατίζεται από τις αντίστοιχες ηµιευθείες AB και AΓ (Σχήµα 1.4.5-Ι).
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Β
Α

Γ

(Ι)

Α

Δ

ω

ω
ω

ω Β

Γ

Ο

(ΙΙ)

Σχήµα 1.4.5: Γωνία τµηµάτων AB και AΓ ΄Αθροισµα ίσων γωνιών

΄Ασκηση 1.4.2 Βρες τη διχοτόµο µιας πεπλατυσµένης γωνίας ‘XOY. ∆είξε ότι το µέτρο µιας πλήρους
στροφής είναι 360 µοίρες.

΄Ασκηση 1.4.3 Ξεκινώντας από γωνία ‘AOB µέτρου ω, κατασκευάζουµε ίσες µε αυτήν εφεξής προς το

ίδιο µέρος ‘BOΓ,‘ΓO∆, κ.λπ. Για ποια µέτρα ω η διαδικασία αυτή µετά από ν ϐήµατα ορίζει γωνία ‘AOΩ,
της οποίας η πλευρά OΩ συµπίπτει µε την αρχική OA (Σχήµα 1.4.5-ΙΙ);

΄Ασκηση 1.4.4 ΄Εστω γωνία ‘XOY µε µέτρο |‘XOY | = α και P σηµείο στο εσωτερικό της γωνίας. ∆είξε
ότι |‘XOP | < α. Αντίστροφα δείξε ότι για κάθε ϑετικό & < α υπάρχει σηµείο P εσωτερικό της γωνίας έτσι
ώστε |‘XOP | = &. ∆είξε ακόµη ότι όλα αυτά τα σηµεία P περιέχονται σε ηµιευθεία µε άκρο το O.
΄Ασκηση 1.4.5 ΄Εστω ότι τα σηµεία A και B περιέχονται στο εσωτερικό της κυρτής γωνίας ‘XOY. ∆είξε
ότι και κάθε σηµείο του ευθυγράµµου τµήµατος AB περιέχεται στο εσωτερικό της γωνίας ‘XOY . ∆είξε ότι
η ανάλογη ιδιότητα δεν ισχύει για µη-κυρτές γωνίες.

Ο

Υ

Ρ

Ζ

Χ' Χ

Η
ω

Σχήµα 1.4.6: Σηµεία στο εσωτερικό γωνίας ‘XOY
΄Ασκηση 1.4.6 ∆ίδεται κυρτή γωνία ‘XOY και σηµείο P επί της αντικείµενης ηµιευθείας OX ′ της OX,
καθώς και σηµείο Z της ηµιευθείας OY. ∆είξε ότι κάθε σηµείο H της ηµιευθείας PZ ευρισκόµενο εκτός
του ευθυγράµµου τµήµατος PZ περιέχεται στο εσωτερικό της γωνίας ‘XOY .
Υπόδειξη : Εκ κατασκευής το H περιέχεται στην µεριά της ευθείας OY στην οποία περιέχεται και η
OX . Επίσης τα Z,H περιέχονται από την ίδια µεριά της ευθείας OX διότι το σηµείο τοµής P της ZH
µε την OX είναι εκτός του ευθυγράµµου τµήµατος ZH .

Σχόλιο-2 Το Αξίωµα 1.4.2 των γωνιών σηµαίνει ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε οποιαδήποτε
γωνία ϑέλουµε και από τις δύο µεριές µιας ηµιευθείας. ΄Οπως όµως και για ευθύγραµµα τµήµατα
έτσι και για γωνίες, η πρακτική κατασκευή συγκεκριµένης γωνίας µε τη ϐοήθεια του κανόνα και του
διαβήτη, όταν αυτό είναι εφικτό, όπως λ.χ. η γωνία 60 µοιρών, είναι ένα διαφορετικό Ϲήτηµα και ϑα
χρειαστούν και πάλι ιδιότητες του κύκλου για να µπορέσουµε να δικαιολογήσουµε την κατασκευή.

Σχόλιο-3 Αξίζει τον κόπο να παρατηρήσει κανείς ορισµένες κοινές ιδιότητες µεταξύ γωνιών και ευθυ-
γράµµων τµηµάτων, ιδιαίτερα όσον αφορά τις έννοιες µεταξύ, διαδοχικές και µέτρο. Το σχήµα 1.4.7
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Σχήµα 1.4.7: Αντιστοίχιση ευθυγράµµων τµηµάτων - γωνιών

δείχνει πόσο ϕυσιολογική είναι αυτή η συσχέτιση. Από ένα σταθερό σηµείο O εκτός της σταθερής
ευθείας ε και για κάθε ευθύγραµµο τµήµα AB αυτής κατασκευάζεται η γωνία ‘AOB. Μέσω αυτής της
αντιστοίχισης ευθυγράµµων τµηµάτων - γωνιών οι έννοιες που ανέφερα µεταφέρονται από την ευθεία
στις γωνίες µε κορυφή το O. ΄Ετσι το AΓ είναι το άθροισµα των AB και BΓ και η αντίστοιχη γωνία‘AOΓ είναι το άθροισµα των ‘AOB και ‘BOΓ. Το B είναι µεταξύ των A και Γ και ανάλογα η OB είναι
µεταξύ των OA και OΓ, σε δύο διαδοχικά ευθύγραµµα τµήµατα αντιστοιχούν εφεξής γωνίες κ.ο.κ.

Με την ευκαιρία του σχήµατος 1.4.7 µπορούµε να ϑέσουµε αµέσως δύο προβλήµατα, τα οποία,
όµως, για να λύσουµε ϑα πρέπει πρώτα να µάθουµε να χειριζόµαστε κάποια εργαλεία (δες για τη
λύση τους τις ΄Ασκησεις 3.9.7 και 3.8.11).

Πρόβληµα 1.4.1 Υπόθεσε ότι στο σχήµα 1.4.7 η γωνία ‘AOB έχει σταθερό µέτρο |‘AOB| = α και περι-
στρέφεται περί το O. Για ποια ϑέση της γίνεται το µήκος του αντιστοίχου ευθυγράµµου τµήµατος AB
ελάχιστο ;

Πρόβληµα 1.4.2 Υπόθεσε ότι στο σχήµα 1.4.7 το τµήµα AB γλιστρά πάνω στην ευθεία ε χωρίς να
αλλάζει το µήκος του. Για ποια ϑέση του AB γίνεται η αντίστοιχη γωνία ‘AOB µέγιστη ;

1.5 Γωνιών είδη

Νόµοι, στην πιο πλατιά σηµασία, είναι οι αναγκαίες σχέσεις που πηγάζουν από τη ϕύση
των πραγµάτων και, µε την έννοια αυτή, όλα τα όντα έχουν τους νόµους τους.

Montesquieu, Το πνεύµα των νόµων, 1748

∆ύο τεµνόµενες στο σηµείο O ευθείες OX και OY ορίζουν τέσσερις γωνίες. Οι γωνίες αυτές ανά
δύο σχηµατίζουν Ϲεύγη κατά κορυφήν γωνιών, δηλαδή γωνιών εκ των οποίων έκαστη έχει ως πλευ-

O
X

YX'

Y'
ω4

ω3

ω2
ω1

Σχήµα 1.5.1: Γωνίες δύο ευθειών

ϱές τις προεκτάσεις της άλλης (Σχήµα 1.5.1). Για τις δύο πεπλατυσµένες ’XOX ′ και ’YOY ′ έχουµε
180◦ = |’XOX ′| = |‘XOY | + |’YOX ′|. Επίσης 180◦ = |’YOY ′| = |‘YOX | + |’XOY ′|. Επειδή |‘XOY | = |‘YOX |
συµπεραίνουµε ότι οι κατά κορυφήν γωνίες ’YOX ′ και ’XOY ′ είναι ίσες. Ανάλογα δείχνουµε και ότι οι‘XOY και ÷X ′OY ′ είναι ίσες. Αποδείξαµε συνεπώς την :
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Πρόταση 1.5.1 Κατά κορυφήν γωνίες είναι ίσες.

∆ύο γωνίες που έχουν άθροισµα µέτρων 180◦ λέγονται παραπληρωµατικές. Στο προηγούµενο σχή-
µα κάθε Ϲεύγος διαδοχικών γωνιών αποτελείται από παραπληρωµατικές γωνίες. Ορθή λέγεται µία
γωνία πού έχει µέτρο 90◦. Προφανώς µία ορθή είναι ίση µε την παραπληρωµατική της. Προεκτείνο-
ντας τις πλευρές µίας ορθής γωνίας στο σηµείο O, δηλαδή ϑεωρώντας και τις αντικείµενες ηµιευθείες
των πλευρών, ορίζουµε τέσσερις ορθές γωνίες γύρω από το σηµείο αυτό, που ανά δύο είναι ή κατά
κορυφήν ή παραπληρωµατικές.

Ο

Σχήµα 1.5.2: Κάθετες ευθείες

΄Ετσι δύο ευθείες που τέµνονται στο σηµείο O και σχηµατίζουν µία (από τις τέσσερις) γωνίες ορθή ϑα
σχηµατίζουν και τις υπόλοιπες ορθές. ∆ύο τέτοιες ευθείες λέγονται κάθετες. Οξεία λέγεται µία γωνία

οξεία αμβλεία
ΧΟ

Υ

Χ
Ο

Υ

Σχήµα 1.5.3: Οξεία και αµβλεία γωνία

‘XOY της οποίας το µέτρο |‘XOY | < 90◦. Αµβλεία λέγεται µία γωνία της οποίας το µέτρο |‘XOY | > 90◦.
Προφανώς αν µία γωνία είναι οξεία τότε η παραπληρωµατική της ϑα είναι αµβλεία και τούµπαλιν.
Λέµε ότι η γωνία α είναι µεγαλύτερη/µικρότερη της γωνίας & αν ισχύει κάτι ανάλογο για τα µέτρα
τους : |α| < |&| (αντίστοιχα |α| > |&|). Προφανώς κάθε αµβλεία είναι µεγαλύτερη της ορθής που µε
τη σειρά της είναι µεγαλύτερη κάθε οξείας. Συµπληρωµατικές λέγονται δύο γωνίες των οποίων τα

Ο
Υ''Υ'

ΧΧ'
Υ

αβ
αβ

Χ

Υ

Χ'

ΧΥ

Χ'(Ι) (ΙΙ) (ΙΙΙ)

ΟΟ

Σχήµα 1.5.4: Παραπληρωµατικές, Συµπληρωµατικές, Γωνίες µε κάθετες πλευρές

µέτρα α, & έχουν άθροισµα α + & = 90◦ (Σχήµα 1.5.4-ΙΙ). Προφανώς συµπληρωµατικές γωνίες είναι
οξείες και οι δύο.

΄Ενα σηµείο X ′ στο εσωτερικό µιας ορθής γωνίας ‘XOY ορίζει δύο συµπληρωµατικές γωνίες α =’XOX ′, & =’X ′OY .

Πρόταση 1.5.2 ∆ύο γωνίες’XOX ′ και’YOY ′ που έχουν τις πλευρές τους αντίστοιχα κάθετες είναι ή ίσες
ή παραπληρωµατικές (Σχήµα 1.5.4-ΙΙΙ).

Απόδειξη : Εάν οι OY και OY ′ είναι προς το ίδιο µέρος της OX ′ τότε οι γωνίες α =’XOX ′ και α′ =’YOY ′
είναι ίσες ως έχουσες κοινή συµπληρωµατική γωνία &. Εάν οι OY και OY ′′ είναι σε διαφορετικά
µέρη της OX ′ τότε η αντικείµενη ηµιευθεία OY ′ της OY ′′ σχηµατίζει παραπληρωµατική της γωνίας
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α′ = ’YOY ′′ και είναι από το ίδιο µέρος της OX ′ µε την OY , άρα κατά το προηγηθέν 180◦ − α′ = α,
ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.5.1 Από σηµείο A ευθείας ε διέρχεται µία ακριβώς ευθεία ζ κάθετος στην ε.

ε

ζ

Α

Σχήµα 1.5.5: Κάθετος ζ της ε

Απόδειξη : ΄Αµεση συνέπεια του Αξιώµατος 1.4.2, κατά το οποίο υπάρχει µία ακριβώς γωνία 90 µοιρών
µε κορυφή στο A, µία πλευρά ταυτιζόµενη µε την ε και περιεχόµενη σε ένα από τα δύο ηµιεπίπεδα
της ε, ο.ε.δ.

1.6 Τρίγωνα

Καθαρογραµµένα µες στα ϕρούτα : ο κύκλος, το τετράγωνο
Το τρίγωνο και ο ϱόµβος
΄Οπως τα ϐλέπουν τα πουλιά, να γίνει απλός ο κόσµος
΄Ενα σχέδιο Πικασσό
Με γυναίκα, παιδάκι και ιπποκένταυρο.

Οδυσσέας Ελύτης, Τα ετεροθαλή

Το τρίγωνο, µετά την ευθεία και τη γωνία, είναι το απλούστερο σχήµα του επιπέδου. Παρά την απλό-
τητά του έχει άπειρες ιδιότητες και αποτελεί αντικείµενο µελέτης γνωστών και άγνωστων Μαθηµατικών
όλων των εποχών. Τα µέχρι τώρα συµπεράσµατα είναι τόσα πολλά, που συγκροτούν ειδικό κλάδο της
γεωµετρίας, τη λεγόµενη Γεωµετρία του τριγώνου ([Καπ96], [Gal13], [Lal52], [Yiu13]).

Τρίγωνο λέγεται το σχήµα που ορίζεται από τρία σηµεία A, B και Γ, µη περιεχόµενα σε µία και
µόνον ευθεία, καθώς και τα ευθύγραµµα τµήµατα που τα ενώνουν. Τα τρία αυτά σηµεία λέγονται

A

B Γ
β γ

α

a

bc

A

B Γ

Χ

Υ

Ζ
Ω

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.6.1: Τρίγωνο Εσωτερικό και εξωτερικό τριγώνου

κορυφές του τριγώνου. Τα ευθύγραµµα τµήµατα που ορίζονται από δύο κορυφές του τριγώνου
λέγονται πλευρές του τριγώνου. Γωνίες του τριγώνου ονοµάζουµε τις (κυρτές) γωνίες που σχη-
µατίζονται σε κάθε κορυφή του από τις πλευρές του τριγώνου µε αρχή αυτήν την κορυφή. τα µήκη
των πλευρών παριστάνονται συνήθως µε τα λατινικά γράµµατα

a = |BΓ|, b = |ΓA|, c = |AB|



14 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΟΙ ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

και τα µέτρα των γωνιών του τριγώνου µε τα µικρά Ελληνικά

α = |‘BAΓ|, & = |‘ΓBA|, γ = |‘AΓB| ή απλά µε α = Â, & = B̂, γ = Γ̂.

Τους συµβολισµούς αυτούς ϑα χρησιµοποιώ συχνά και στα επόµενα κεφάλαια.
Λέµε ότι οι γωνίες ‘ABΓ, ‘BΓA, ‘ΓAB είναι αντίστοιχα απέναντι των πλευρών AΓ, BA και ΓB. Το

άθροισµα των µηκών των πλευρών
σ = a + b + c,

λέγεται περίµετρος του τριγώνου. Το τ = σ/2 ονοµάζουµε ηµιπερίµετρο του τριγώνου
΄Ενα τρίγωνο λέγεται : (1) οξυγώνιο, (2) αµβλυγώνιο, (3) σκαληνό, όταν αντίστοιχα, (1) έχει όλες

τις γωνίες του οξείες, (2) έχει µία γωνία αµβλεία, (3) έχει πλευρές µε διαφορετικά µήκη.
∆ύο τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ λέµε ότι είναι ίσα, όταν έχουν ίσες αντίστοιχες πλευρές (a = a′,

b = b′, c = c′) και αντίστοιχα ίσες γωνίες (α = α′, & = &′, γ = γ′).
Οι ϐασικές ιδιότητες (αξιώµατα) του τριγώνου είναι οι εξής :

Αξίωµα 1.6.1 Κάθε τρίγωνο χωρίζει το επίπεδο σε δύο µέρη το εσωτερικό και εξωτερικό (Σχήµα
1.6.1-ΙΙ). ∆ύο σηµεία X και Y , περιεχόµενα στο εσωτερικό του τριγώνου, ορίζουν ευθύγραµµο τµήµα XY
που περιέχεται εξ ολοκλήρου στο εσωτερικό του τριγώνου. ∆ύο σηµεία X και Z, περιεχόµενα το ένα στο
εσωτερικό και το άλλο στο εξωτερικό του, ορίζουν ευθύγραµµο τµήµα XZ το οποίο ή περιέχει κορυφή
του τριγώνου ή τέµνει µία ακριβώς πλευρά του τριγώνου σε εσωτερικό της πλευράς σηµείο Ω.

B

A

Γ'

Γ

B'

A'

Σχήµα 1.6.2: Τρίγωνα µε αντίστοιχες πλευρές ίσες

Αξίωµα 1.6.2 (Ισότητας δύο τριγώνων) ∆ύο τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ που έχουν αντίστοιχες πλευρές
ίσες (|AB| = |A′B′|, |BΓ| = |B′Γ′|, |ΓA| = |Γ′A′|) είναι ίσα. ∆ηλαδή έχουν και τις αντίστοιχες γωνίες ίσες.
Μάλιστα απέναντι από αντίστοιχα ίσες πλευρές ϑα ευρίσκονται ίσες γωνίες (Σχήµα 1.6.2).

A

B Γ

X
Y

ε

A

B Γ

Δ

EZΧ

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.6.3: Αξίωµα του Pasch Τοµή απέναντι πλευράς

Αξίωµα 1.6.3 (Του Pasch (1843-1940)) Αν µία ευθεία ε τέµνει µία πλευρά AB του τριγώνου και δεν
διέρχεται από µία κορυφή του, τότε ϑα τέµνει και µία από τις άλλες πλευρές (Σχήµα 1.6.3-Ι).

Σχόλιο-1 Το αξίωµα για το εσωτερικό και εξωτερικό του τριγώνου είναι µια από τις περιπτώσεις που
ανέφερα στην αρχή του κεφαλαίου. Συνάγεται από τα υπόλοιπα αξιώµατα, συνεπώς ϑα µπορούσε να
αποδειχθεί ως ϑεώρηµα. Η απόδειξη ωστόσο περιέχει λεπτοµέρειες στις οποίες δεν κρίνω σκόπιµο να
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εµπλακεί ο µαθητής. ΄Ετσι το ϐάζω εδώ ως αξίωµα.

Το τελευταίο Αξίωµα 1.6.3 ϕαίνεται αυτονόητο, ωστόσο η ιδιότητα που εκφράζει δεν συνάγεται α-
πό τα προηγούµενα αξιώµατα. Η χρησιµότητά του ϕαίνεται και από την επόµενη πρόταση καθώς και
την άσκηση που ακολουθεί. Οι δύο αυτές προτάσεις παρατίθενται απλώς για να δώσουν µια γεύση
των λεπτοµερειών που πρέπει να προσέξει κανείς, αν ϑέλει να αποδείξει όλους τους ισχυρισµούς του
ϐάσει των αξιωµάτων. ΄Ενα πλήθος παρόµοιων «αυτονόητων» προτάσεων µπορεί να δει κανείς στα
[Efi80, σ.42-84], [Bel07].

Πρόταση 1.6.1 Εάν το ∆ είναι ένα εσωτερικό σηµείο του τριγώνου, τότε η A∆ τέµνει την απέναντι
πλευρά BΓ του τριγώνου (Σχήµα 1.6.3-ΙΙ).

Απόδειξη : Πάρε σηµείο E στο ευθύγραµµο τµήµα A∆. Θεώρησε κατόπιν το τρίγωνο AB∆ και την
τέµνουσα ΓE. Κατά το Αξίωµα 1.6.3 η ευθεία ΓE ϑα συναντά και µία δεύτερη πλευρά του τριγώνου
AB∆. Επειδή η πλευρά B∆ αυτού του τριγώνου είναι εκτός της γωνίας ‘XΓA, η ΓE ϑα συναντά την AB
σε ένα σηµείο Z . Θεώρησε τότε το τρίγωνο BΓZ και την ευθεία AE που συναντά την πλευρά του ΓZ .
Κατά το 1.6.3 η AE ϑα συναντά και µία άλλη πλευρά του τριγώνου που δεν µπορεί να είναι η BZ ,
διότι τότε η AE ϑα συνέπιπτε µε τη BZ . ΄Αρα η AE, που είναι η ίδια µε την ευθεία A∆, ϑα συναντά την
πλευρά BΓ του τριγώνου BΓZ , που είναι και πλευρά του τριγώνου ABΓ, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.6.1 ∆ίδεται ευθεία ε. ∆είξε ότι η σχέση µεταξύ δύο σηµείων A και B: {τα A και B περιέχονται
στο ίδιο ηµιεπίπεδο της ε} είναι µεταβατική. ∆ηλαδή αν τα A και B είναι στο ίδιο ηµιεπίπεδο και τα B
και Γ είναι επίσης στο ίδιο ηµιεπίπεδο τότε και τα A και Γ είναι στο ίδιο ηµιεπίπεδο.

Α Β

Γ

ε
Ε Ζ

Σχήµα 1.6.4: Το νόηµα του αξιώµατος 1.6.3

Υπόδειξη : Υπόθεσε ότι τα A, B είναι στο ίδιο ηµιεπίπεδο και ότι τα B, Γ επίσης στο ίδιο ηµιεπίπεδο
όµως ότι τα A, Γ δεν είναι. Τότε (Αξίωµα 1.2.5) υπάρχει σηµείο E της ευθείας ε επί του AΓ και µεταξύ
των A και Γ. Με άλλα λόγια η ε τέµνει την AΓ. Επειδή η ε δεν περιέχει τα A, B, Γ και τέµνει τη µία
πλευρά του τριγώνου (AΓ), ϑα τέµνει κατά το Αξίωµα 1.6.3 και µία από τις άλλες δύο. Αν τέµνει τη
BΓ σε σηµείο Z , έχουµε άτοπο διότι τότε τα B, Γ ϑα είναι σε διαφορετικές πλευρές της ε. Αν τέµνει
την AB, ϑα έχουµε ανάλογο άτοπο. ΄Αρα η AΓ δεν µπορεί να τέµνει την ε.

ΓB Δ

A

M

Χ

Υ

εξ. δ
ιχοτό

μος

διχοτόμοςύψ
ος

διάμεσος

Σχήµα 1.6.5: ∆ιάµεσος, ∆ιχοτόµος, ΄Υψος

∆ιάµεσος του τριγώνου λέγεται το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει µια κορυφή του µε το µέσον της
απέναντι πλευράς. ∆ιχοτόµος του τριγώνου λέγεται το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει µια κορυφή
µε την απέναντι πλευρά του και χωρίζει τη γωνία της κορυφής σε δύο ίσες γωνίες. Συχνά ονοµάζουµε
διχοτόµο και ολόκληρη την ευθεία ή ηµιευθεία που διχοτοµεί τη γωνία του τριγώνου. Εξωτερική
γωνία του τριγώνου λέγεται µία παραπληρωµατική γωνίας τριγώνου, λ.χ. της Â, που προκύπτει
προεκτείνοντας µία από τις πλευρές του τριγώνου, λ.χ. την AΓ (δηλαδή ϑεωρώντας την ευθεία AΓ),
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οπότε προκύπτει η ‘BAX (σχήµα 1.6.5). Εξωτερική διχοτόµος τριγώνου λέγεται η διχοτόµος µιας
εξωτερικής γωνίας του. ΄Υψος του τριγώνου λέγεται το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει την κορυφή
του τριγώνου µε ένα σηµείο της απέναντι πλευράς της και είναι κάθετο στην πλευρά αυτή (την ύπαρξη
του ύψους ϑα εξασφαλίσουµε λίγο αργότερα στην § 1.12). ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, οι τρεις διάµεσοι
του τριγώνου διέρχονται από κοινό σηµείο (Θεώρηµα 2.8.1), οι τρεις διχοτόµοι διέρχονται από άλλο
κοινό σηµείο (Θεώρηµα 2.2.2) και τέλος τα τρία ύψη διέρχονται και αυτά από τρίτο κοινό σηµείο
(Θεώρηµα 2.8.2).

Οι διάµεσοι, τα ύψη και οι διχοτόµοι (εσωτερικές και εξωτερικές) τριγώνου αναφέρονται συχνά ως
δευτερεύοντα στοιχεία του τριγώνου.

Σχόλιο-2 Συχνά η γνώση των µηκών τριών από αυτά τα στοιχεία αρκεί για την ακριβή κατασκευ-
ή του τριγώνου. Για παράδειγµα, στην ΄Ασκηση 2.13.11, ϑα δούµε ότι το τρίγωνο κατασκευάζεται
εύκολα, όταν γνωρίζουµε τα τρία µήκη |AY |, |A∆| και |AM |, ύψους, διχοτόµου και διαµέσου από την
ίδια κορυφή. Συνήθως, στις κατασκευές τριγώνων απαιτούµε τη χρήση αποκλειστικά και µόνον του
κανόνα και του διαβήτη ([Pet01], [Adl06], [Eve63, σ. 183]).

΄Ενα, σχετικά σύνθετο, πρόβληµα είναι να αποδείξουµε ότι µια ορισµένη κατασκευή µε χρήση
µόνο του κανόνα και διαβήτη είναι αδύνατη (§ 2.4). Για παράδειγµα, η κατασκευή του τριγώνου από
το ύψος |AY | και διάµεσο |AM | από την ίδια κορυφή, αλλά διχοτόµο από µιαν άλλη κορυφή και όχι
την A, αποδεικνύεται αδύνατη ([Fur37, σ. 38]).

Φυσικά, το να µην κατασκευάζεται το τρίγωνο µε τα συγκεκριµένα δεδοµένα µέσω κανόνα και
διαβήτη, δεν σηµαίνει ότι το τρίγωνο δεν κατασκευάζεται µε άλλα µέσα ή ότι δεν υπάρχει. ΄Ετσι, για
παράδειγµα, δοθέντων τριών ϑετικών αριθµών, υπάρχει ακριβώς ένα τρίγωνο που έχει αυτούς τους
αριθµούς ως µήκη των διχοτόµων του. Ωστόσο το τρίγωνο αυτό δεν µπορεί να κατασκευασθεί µε τον
κανόνα και το διαβήτη ([MP94], [Oxm08]).

΄Ασκηση 1.6.2 ∆είξε ότι η εσωτερική και εξωτερική διχοτόµος µιας κορυφής τριγώνου είναι κάθετες
ευθείες.

1.7 Η ισότητα σχηµάτων

Μπαρµπαγιάννη
Μακρυγιάννη
πάρε µαύρο γιαταγάνι
κι έλα στη Ϲωή µας πίσω
το στραβό να κάνεις ίσο.

Νίκος Γκάτσος

΄Ενα σηµείο, µία ευθεία, µία ηµιευθεία, ένα ευθύγραµµο τµήµα, ένα τρίγωνο, είναι σχήµατα. Γε-
νικότερα, σχήµα (του επιπέδου) ονοµάζουµε οποιοδήποτε συγκεκριµένο σύνολο σηµείων του. Αυτά
που εξετάσαµε µέχρι τώρα είναι τα απλούστερα σχήµατα. Στα επόµενα µαθήµατα ϑα γνωρίσουµε
άλλα πιο σύνθετα σχήµατα και ϑα µελετήσουµε ιδιότητές που ισχύουν για καθένα από αυτά και είναι
οι ίδιες για τα λεγόµενα ίσα σχήµατα.

Κάθε σχήµα έχει έναν κανόνα που καθορίζει πότε είναι ίσο µε ένα άλλο. Τα ευθύγραµµα τµήµατα
έχουν το µήκος τους. Είναι ίσα τότε ακριβώς, όταν έχουν το ίδιο µήκος. Οι γωνίες το ίδιο. ΄Εχουν
και αυτές το µέτρο τους. Είναι ίσες όταν έχουν ίσα µέτρα. Στα τρίγωνα, η ισότητα περιλαµβάνει
περισσότερα στοιχεία. Ο ορισµός τις ισότητας απαιτεί από δύο τρίγωνα να έχουν ίσες αντίστοιχες
πλευρές και ίσες αντίστοιχες γωνίες. Το Αξίωµα 1.6.2 δίδει το ϐασικό κριτήριο ισότητας τριγώνων.
Λέει ότι, όταν δύο τρίγωνα έχουν αντίστοιχες πλευρές ίσες, τότε είναι ίσα. ∆ηλαδή και οι αντίστοιχες
γωνίες τους (οι απέναντι από τις ίσες πλευρές) ϑα είναι και αυτές ίσες. Παρακάτω (§ 1.9) ϑα δούµε
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και άλλα κριτήρια ισότητας τριγώνων. ΄Οσο πιο πολύπλοκο είναι το σχήµα, τόσο περισσότερα στοιχεία
του πρέπει να συγκρίνουµε για να καταλήξουµε ότι είναι ίσο µε ένα άλλο.

Ο Ευκλείδης στα στοιχεία του δεν χρονοτριβεί στην ανάλυση της έννοιας της ισότητας. Υιοθετεί
µια απλοϊκή έννοια ισότητας κατά την οποία δύο σχήµατα είναι ίσα, τότε και µόνον όταν µπορούµε να
µετατοπίσουµε το ένα και να το τοποθετήσουµε πάνω στο άλλο έτσι ώστε τα δύο σχήµατα να συµπέσουν
ακριβώς. Τι ϑα πει όµως µετατοπίσουµε; Η έννοια της µετατόπισης είναι σύνθετη. Θεµελιώνεται µε τη
γενική έννοια του Μετασχηµατισµού και ειδικότερα της Ισοµετρίας, για την οποία ϑα µιλήσουµε πολύ
αργότερα (§ 7.1).

Αρχικά ϑεµελιώνουµε την ισότητα δίνοντας για κάθε σχήµα τον κανόνα του, δηλαδή πότε ακριβώς
είναι ίσο µε ένα άλλο. Ωστόσο δεν ϐλάπτει να σκεφτόµαστε και µε τον τρόπο του Ευκλείδη. Στο
επίπεδο, δύο σχήµατα που είναι ίσα µε τον κανόνα ισότητάς τους, είναι ίσα και κατά την έννοια του
Ευκλείδη, µέσω µετατόπισης και σύµπτωσης. Και αντίστροφα αν µπορούν να τοποθετηθούν, ώστε να
συµπέσουν, τότε είναι ίσα και µε τον κανόνα που δίνουµε σε κάθε περίπτωση. Το πρόβληµα είναι
ότι, για να αποδείξουµε αυτήν την ισοδυναµία, πρέπει να µελετήσουµε διάφορα Ϲητήµατα, που η κα-
ταγραφή τους, σε αυτό το σηµείο, ϑα δηµιουργούσε κάποιες δυσκολίες κατανόησης. Περιοριζόµαστε
λοιπόν στην παραδοχή αυτής της αρχής του Ευκλείδη. Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι το επίπεδο είναι
σαν µια πλαστική διαφάνεια και τα σχήµατα µπορούν να κοπούν από το µέρος που έχουν αρχικά
σχεδιασθεί και να µετατεθούν στο µέρος που είναι το άλλο σχήµα, να τοποθετηθούν πάνω σε αυτό
και να συµπέσουν. Πολύ αργότερα, στην § 7.5, που τη συνιστώ για µια δεύτερη ανάγνωση, γίνεται η
αυστηρή ϑεµελίωση της ισότητας.

A

B

Γ

A*

B*
Γ*

Σχήµα 1.7.1: ΄Ισα αλλά διαφορετικά προσανατολισµένα

Σηµειώνω µια ιδιαιτερότητα της έννοιας της ισότητας, που ϕανερώνεται στο σχήµα 1.7.1 και έχει να
κάνει µε το λεγόµενο προσανατολισµό των σχηµάτων. Τα δύο τρίγωνα είναι ίσα µε τη δική µας έν-
νοια. ΄Εχουν όµως την ιδιαιτερότητα ότι η διαδοχή A→ B → Γ είναι κατά τη ϕορά του ϱολογιού, ενώ
η διαδοχή A∗ → B∗ → Γ∗ είναι αντίθετη της ϕοράς του ϱολογιού. Το τρίγωνο ABΓ λέγεται αρνητικά
προσανατολισµένο, ενώ το A∗B∗Γ∗ λέγεται ϑετικά προσανατολισµένο. Για να κάνουµε το ABΓ να
συµπέσει µε το A∗B∗Γ∗, µε την έννοια της µετατόπισης, πρέπει να το κόψουµε και να το γυρίσουµε
από την πίσω µεριά, µε τον τρόπο που γυρίζουµε µια σελίδα και πάµε στην από πίσω της. Τα πράγ-
µατα γίνονται λίγο πιο σύνθετα στο χώρο, όπου παρουσιάζεται το ανάλογο ϕαινόµενο και εκεί δεν
υπάρχει κάτι έξω από το χώρο για να κάνουµε αυτό το αναποδογύρισµα του προσανατολισµού. Εκεί
η έννοια της ισότητας µε τον τρόπο που την ορίζουµε, για κάθε σχήµα ξεχωριστά, δεν είναι ισοδύναµη
µε την έννοια της σύµπτωσης (δες λ.χ. το σχόλιο στην § 9.2 και σε µια δεύτερη ανάγνωση την πλήρη
περιγραφή της ισότητας στο χώρο στην §12.5). Ο τρόπος λοιπόν που χειριζόµαστε την ισότητα είναι
πιο ασφαλής από αυτόν της µετατόπισης, όσο δεν µπαίνουµε στις λεπτοµέρειες του ακριβούς ορισµού
αυτής της έννοιας.

Σχόλιο-1 Για ορισµένα σχήµατα η ισότητα µε την έννοια της µετατόπισης είναι προφανής. ΄Ετσι,
λ.χ. δύο οποιεσδήποτε ευθείες α και & είναι ίσες, µε την έννοια, ότι η α µπορεί να µετατοπισθεί και
να τοποθετηθεί επί της &, έτσι ώστε οι δύο ευθείες να συµπέσουν. Παρόµοια δύο τεµνόµενες ευθεί-
ες α και &, που σχηµατίζουν µεταξύ τους µία γωνία µέτρου ω, συγκροτούν ένα σχήµα που είναι ίσο
µε το σχήµα δύο άλλων ευθειών α′ και &′, που σχηµατίζουν µεταξύ τους µία γωνία του ιδίου µέτρου ω.

Σχόλιο-2 Και ένα σχόλιο για την ορολογία. Συχνά για την ισότητα δύο σχηµάτων που έχουν γω-
νίες, κορυφές ή άλλα παρόµοια χαρακτηριστικά, κάνουµε αντιστοιχίσεις µεταξύ των κορυφών τους
ϐάζοντας σε αντίστοιχες κορυφές το ίδιο γράµµα µε κάποιο δείκτη ή τόνο ή άστρο ή άλλο σηµάδι.
΄Ετσι, όταν λέµε ότι τα τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ είναι ίσα διότι έχουν αντίστοιχες πλευρές ίσες, εν-
νοούµε ότι η πλευρά AB είναι αντίστοιχα ίση προς την A′B′, η BΓ προς τη B′Γ′ κ.λπ. Τον κανόνα
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αυτό ακολουθούµε και στα σχήµατα του χώρου. Το να µπορούµε να ϐάλουµε τα ίδια γράµµατα
στα υποψήφια για ισότητα σχήµατα είναι το πρώτο ϐήµα για να αποδείξουµε την ισότητά τους, που
συνήθως ανάγεται στην ισότητα αντίστοιχων και απλούστερων στοιχείων τους.

A

B

Σχήµα 1.7.2: ΄Ενα απλό σχήµα

΄Ασκηση 1.7.1 Το σχήµα 1.7.2 αποτελείται από ένα ευθύγραµµο τµήµα AB µήκους δ και τις ευθείες
που είναι κάθετες σε αυτό στα άκρα του. ∆είξε ότι κάθε ευθύγραµµο τµήµα A′B′, του ιδίου µήκους δ,
ορίζει ανάλογα ένα σχήµα ίσο προς το προηγούµενο µε την έννοια της µετατόπισης.

Υπόδειξη : Λόγω της ισότητας των µηκών, το τµήµα A′B′ µπορεί να µετατοπισθεί ώστε να συµπέσει µε
το AB. Τότε, κατά το Αξίωµα 1.4.2, ϑα συµπέσουν και οι κάθετες προς το A′B′ στα άκρα του µε τις
αντίστοιχες κάθετες του AB στα άκρα του.

1.8 Το ισοσκελές και το ορθογώνιο τρίγωνο

Είδε µε τα δικά του µάτια ότι το ϕεγγάρι είναι στρογγυλό
΄Ηταν επίσης σίγουρος ότι η γη είναι τετράγωνη,
∆ιότι ταξίδεψε πενήντα µίλια και δεν ϐρήκε
Σηµάδι να δείχνει κάπου ότι είναι κυκλική.

Lord Byron, Don Juan, canto V

Στην Γεωµετρία, όπως και σε όλα τα Μαθηµατικά, µετά από έναν ορισµό µιας γενικής κατηγορίας,
είναι χρήσιµο να εξετάσουµε κάποιες ειδικές περιπτώσεις. ∆εν είναι σπάνιο, κάποια γενική ιδιότη-
τα που ϑέλουµε να αποδείξουµε, να προκύπτει ευκολότερα σε µια ειδική περίπτωση και η ειδική
απόδειξη να δείχνει και το δρόµο για τη γενική. ΄Αλλοτε πάλι, οι ιδιότητες της ειδικής κατηγορίας
ϐοηθούν στην διατύπωση και απόδειξη ιδιοτήτων της γενικής ή τη διάψευση κάποιας γενικής εικα-
σίας. Τα ισοσκελή και τα ορθογώνια τρίγωνα είναι ειδικές περιπτώσεις τριγώνων, που τις συναντάµε
στις διατυπώσεις και αποδείξεις πληθώρας γενικών ιδιοτήτων σε όλα τα κεφάλαια της γεωµετρίας.

Β Γ

Α

Γ

Α

Β

Σχήµα 1.8.1: Το ισοσκελές και το ορθογώνιο τρίγωνο

Ισοσκελές λέγεται το τρίγωνο που έχει δύο πλευρές ίσες. Οι δύο ίσες πλευρές λέγονται σκέλη και η
τρίτη πλευρά ϐάση του ισοσκελούς. Η κορυφή στην οποία συντρέχουν τα σκέλη λέγεται κορυφή του
ισοσκελούς.
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Ορθογώνιο τρίγωνο λέγεται το τρίγωνο που έχει µία γωνία του ορθή. Οι πλευρές που ορίζουν αυτήν
τη γωνία λέγονται κάθετες πλευρές του ορθογωνίου. Η πλευρά που είναι απέναντι από την ορθή
γωνία λέγεται υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου.

Θεώρηµα 1.8.1 Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο (|AB| = |AΓ|) οι παρά τη ϐάση γωνίες (στα B και Γ) είναι
ίσες.
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Β Γ

Α

Μ

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.8.2: Το ϑεώρηµα του ισοσκελούς Η µεσοκάθετος του AB

Απόδειξη : Θεώρησε τα δύο τρίγωνα ABM και AMΓ που σχηµατίζονται ϕέρνοντας την AM, όπου M το
µέσον της ϐάσης BΓ (Σχήµα 1.8.2-Ι). Τα δύο αυτά τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους αντίστοιχα ίσες :
|AB| = |AΓ| εξ υποθέσεως, |BM | = |MΓ| διότι το M είναι µέσον της BΓ και τέλος την AM κοινή. Κατά
το Αξίωµα 1.6.2 των τριγώνων τα δύο αυτά τρίγωνα ϑα είναι ίσα, άρα και οι γωνίες τους στα B και Γ
ϑα είναι αντίστοιχα ίσες ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.8.1 Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο (|AB| = |AΓ|) η ευθεία που ενώνει την κορυφή του µε
το µέσον M της απέναντι πλευράς διχοτοµεί τη γωνία της κορυφής. (∆ες την ΄Ασκηση 1.9.8 για το
αντίστροφο).

Πόρισµα 1.8.2 Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο (|AB| = |AΓ|) η ευθεία που ενώνει τη κορυφή του µε το
µέσον M της απέναντι πλευράς είναι κάθετος στην ϐάση και χωρίζει το τρίγωνο σε δύο ίσα ορθογώνια
τρίγωνα (AMB και AMΓ) (∆ες τη ΄Ασκηση 1.9.10 για το αντίστροφο).

Μεσοκάθετο του ευθυγράµµου τµήµατος AB ονοµάζουµε την ευθεία που είναι κάθετος στο µέσον
του ευθυγράµµου τµήµατος (Σχήµα 1.8.2-ΙΙ). Το προηγούµενο πόρισµα µπορεί επίσης να διατυπωθεί
στην επόµενη µορφή.

Πόρισµα 1.8.3 Για κάθε ισοσκελές τρίγωνο ABΓ µε ϐάση AB, η κορυφή του Γ ευρίσκεται επί της
µεσοκαθέτου του ευθυγράµµου τµήµατος AB.

Ισοδύναµη επίσης είναι και η διατύπωση:

Πόρισµα 1.8.4 Κάθε σηµείο P που ισαπέχει από τα σηµεία A και B ευρίσκεται επί της µεσοκαθέτου
του ευθυγράµµου τµήµατος AB.

΄Ασκηση 1.8.1 Υποθέτοντας ότι δύο ευθείες κάθετες στην ίδια ευθεία δεν τέµνονται (ϑα το δείξουµε
αργότερα στο πόρισµα 1.10.8), δείξε ότι: ∆οθέντων τριών διαφορετικών σηµείων {A, B,Γ} στην ίδια
ευθεία ε, δεν υπάρχει σηµείο X, το οποίο να ισαπέχει από τα τρία αυτά σηµεία.
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1.9 Κριτήρια ισότητας τριγώνων

Είναι λάθος το ότι η ισότητα είναι νόµος της ϕύσης. Η ϕύση δεν παράγει
ισότητες. Η ανώτατη αρχή της είναι διάταξη και εξάρτηση.

Vauvenargues, Αρχές και Στοχασµοί

Εκτός από το ϐασικό Αξίωµα 1.6.2 ισότητας τριγώνων που αναφέρεται και ως ΠΠΠ-κριτήριο (πλευρά-
πλευρά-πλευρά κριτήριο) ισότητας, ισχύουν και άλλα δύο κριτήρια ισότητας που προκύπτουν ως
ϑεωρήµατα ϐάσει του ΠΠΠ-κριτηρίου. Αυτά αναφέρονται ως ΠΓΠ-κριτήριο ισότητας (πλευρά-γωνία-
πλευρά κριτήριο) και ΓΠΓ-κριτήριο ισότητας (γωνία-πλευρά-γωνία κριτήριο).

A

B

Γ A'

Β'

Γ'

Σχήµα 1.9.1: ΠΓΠ κριτήριο

Πρόταση 1.9.1 (ΠΓΠ-κριτήριο) ∆ύο τρίγωνα ABΓ, A′B′Γ′, που έχουν δύο αντίστοιχες πλευρές ίσες
(|AB| = |A′B′|, |AΓ| = |A′Γ′|) και τις περιεχόµενες σε αυτές γωνίες επίσης ίσες (|‘BAΓ| = |÷B′A′Γ′|), είναι
ίσα.

Απόδειξη : Τοποθέτησε τη γωνία A′ πάνω στην A έτσι ώστε να συµπέσουν οι ηµιευθείες AB και A′B′
καθώς και οι AΓ και A′Γ′ (Σχήµα 1.9.1). Αυτό είναι δυνατόν λόγω της υποτιθέµενης ισότητας των
γωνιών στα A και A′ αντιστοίχως. Λόγω της επίσης υποτιθέµενης ισότητας των µηκών |AB| = |A′B′|,
ϑα συµπέσουν και τα B και B′ (σύµφωνα µε το Αξίωµα 1.3.3) και για τον ίδιο λόγο ϑα συµπέσουν και
τα Γ και Γ′. Συνεπώς, ϑα συµπέσουν και οι πλευρές BΓ και B′Γ′ και εποµένως, τα µήκη τους ϑα
είναι ίσα |BΓ| = |B′Γ′|. Η αλήθεια της πρότασης προκύπτει εφαρµόζοντας το ΠΠΠ-κριτήριο, ο.ε.δ.
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Α' Γ'

Σχήµα 1.9.2: ΓΠΓ-κριτήριο

Πρόταση 1.9.2 (ΓΠΓ-κριτήριο) ∆ύο τρίγωνα ABΓ, A′B′Γ′ που έχουν δύο αντίστοιχες γωνίες ίσες

(|‘ABΓ| = |÷A′B′Γ′| και, |‘BΓA| = |÷B′Γ′A′|) και τις περιεχόµενες σε αυτές πλευρές επίσης ίσες (|BΓ| = |B′Γ′|)
είναι ίσα.

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την προηγούµενη. Τοποθέτησε τα τρίγωνα έτσι ώστε να
συµπέσουν οι BΓ και B′Γ′, καθώς και οι γωνίες στα B, B′ και Γ, Γ′ (Σχήµα 1.9.2). Αυτό είναι
δυνατόν λόγω του αξιώµατος 1.4.2. Τότε ϑα συµπέσουν οι ευθείες BA, B′A′ καθώς και οι ΓA, Γ′A′,
άρα ϑα συµπέσουν και οι τοµές τους που ορίζουν αντίστοιχα τα A και A′. Από αυτήν τη σύµπτωση
έπεται ότι |BA| = |B′A′| και |ΓA| = |Γ′A′|. Η αλήθεια της πρότασης προκύπτει εφαρµόζοντας πάλι το
ΠΠΠ-κριτήριο, ο.ε.δ.

Πρόταση 1.9.3 Αν το τρίγωνο έχει δύο γωνίες του ίσες τότε είναι ισοσκελές.
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1.18 Σχόλια και ασκήσεις κεφαλαίου

Ακόµη και αν όλα είναι γνωστά, η ϕροντίδα του ανθρώπου δεν είναι
ακόµη πλήρης. ∆ιότι το ϕαγητό και µόνο δεν ϑα τον κρατήσει υγιή.
Πρέπει να κάνει ασκήσεις. ∆ιότι η τροφή και οι ασκήσεις, ενώ έχουν
αντίθετες ποιότητες, συνεργάζονται για την παραγωγή της υγείας.

Ιπποκράτης

΄Ασκηση 1.18.1 Προσδιόρισε τις γωνίες ενός ορθογωνίου και ισοσκελούς τριγώνου. Είναι ποτέ δυνατόν
σε ένα τέτοιο τρίγωνο τα ίσα σκέλη να περικλείουν µιαν άλλη γωνία διαφορετική της ορθής;

΄Ασκηση 1.18.2 ∆είξε ότι το ύψος ενός ισοσκελούς και ορθογωνίου τριγώνου από την κορυφή της
ορθής γωνίας είναι το µισό του µήκους της υποτείνουσας. Και αντίστροφα, αν το ύψος ενός ορθογωνίου
τριγώνου από την κορυφή της ορθής γωνίας είναι ίσο µε το µισό της υποτείνουσας, τότε το τρίγωνο έχει
τις δύο κάθετες πλευρές ίσες.

Α

Β Γ
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Σχήµα 1.18.1: Ισόπλευρο τρίγωνο Ισότητα όλων των πλευρών

΄Ασκηση 1.18.3 ∆είξε ότι τα µέσα των πλευρών ενός ισοπλεύρου τριγώνου ABΓ ορίζουν τέσσερα ίσα
ισόπλευρα τρίγωνα (Σχήµα 1.18.1-Ι).

΄Ασκηση 1.18.4 Στις πλευρές ενός ισοπλεύρου τριγώνου κατασκευάζουµε προς τα έξω ίσα ορθογώνια
τρίγωνα (Σχήµα 1.18.1-ΙΙ). ∆είξε ότι σε µια τέτοια κατασκευή δεν είναι ποτέ δυνατόν τα µήκη των πέντε
πλευρών που προκύπτουν να είναι ίσα.

΄Ασκηση 1.18.5 Εάν στο σχήµα 1.18.1-ΙΙ υποθέσουµε ότι τα µήκη {|A∆|, |∆B|, |BΓ|, |ΓE|, |EA|} είναι ίσα,
τότε προσδιόρισε τις γωνίες στα {A, B,Γ,∆, E}.

΄Ασκηση 1.18.6 Εάν σε ορθογώνιο τρίγωνο η µία οξεία γωνία είναι διπλάσια της άλλης, τότε το τρίγωνο
έχει γωνίες 90◦, 60◦ και 30◦ και η µία κάθετος είναι διπλάσια της υποτείνουσας.

΄Ασκηση 1.18.7 ∆ίδεται ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ µε κάθετες πλευρές |AΓ| > |AB|, διάµεσο AM και
ύψος AY από το A. ∆είξε ότι η γωνία ‘YAM = & − γ (δες άσκηση 2.14.15 για το αντίστροφο).
΄Ασκηση 1.18.8 Σε τυχόν τρίγωνο ABΓ πάρε τα σηµεία ∆, E στην ϐάση BΓ έτσι ώστε ‘BA∆ = Γ̂ και‘EAΓ = B̂. ∆είξε ότι το τρίγωνο ∆AE είναι ισοσκελές.
΄Ασκηση 1.18.9 ∆οθεισών δύο τεµνοµένων ευθειών α, & και σηµείου P, να αχθεί διά του P ευθεία ε
έτσι ώστε οι τρεις ευθείες α, &, ε να σχηµατίζουν ισοσκελές τρίγωνο.

΄Ασκηση 1.18.10 ∆οθέντων δύο σηµείων A, B και ευθείας ε να αχθούν δύο ευθείες α, &, αντίστοιχα,
διά των A, B, έτσι ώστε οι τρεις ευθείες α, &, ε να σχηµατίζουν ισόπλευρο τρίγωνο.
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Σχήµα 1.18.2: Υπολογισµοί γωνιών

΄Ασκηση 1.18.11 Στην κάθετη πλευρά AB ενός ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου ABΓ και προς τη

µεριά του Γ κατασκευάζουµε ισόπλευρο AB∆ (Σχήµα 1.18.2-Ι). Βρες το µέτρο της γωνίας‘B∆Γ. Παρόµοια
προσδιόρισε το µέτρο της’B∆′Γ, όπου το ∆′ είναι το συµµετρικό του ∆ ως προς AB. Τέλος προσδιόρισε
και τη γωνία των (προεκτάσεων των) των ευθειών {AΓ, B∆}.

΄Ασκηση 1.18.12 Στην υποτείνουσα AB ενός ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου ABΓ και προς τη µεριά

της ορθής κατασκευάζουµε ισόπλευρο AB∆ (Σχήµα 1.18.2-ΙΙ). Βρες το µέτρο της γωνίας‘B∆Γ.
΄Ασκηση 1.18.13 ∆είξε ότι, αν τα τρία σηµεία A, B, Γ ικανοποιούν τη |BΓ| = |BA|+ |AΓ| τότε περιέχονται
σε µία ευθεία.

΄Ασκηση 1.18.14 ∆είξε ότι για κάθε ευθεία ε, σηµείο A εκτός αυτής και ϑετικό αριθµό δ, υπάρχουν το
πολύ δύο ευθύγραµµα τµήµατα AB µε B επί της ε, µήκους |BA| = δ.

΄Ασκηση 1.18.15 Μπορεί να χωρισθεί ένα σκαληνό τρίγωνο µε µία ευθεία σε δύο ίσα τρίγωνα;

΄Ασκηση 1.18.16 Με πόσους τρόπους µπορεί να χωρισθεί µε µια ευθεία ένα ισόπλευρο τρίγωνο σε δύο
άλλα ίσα τρίγωνα;

΄Ασκηση 1.18.17 Σε τρίγωνο µε ϐάση a = |BΓ|, δείξε ότι b+ c−a < 2|A∆|, όπου ∆ οποιοδήποτε σηµείο
της ϐάσης.

΄Ασκηση 1.18.18 ∆είξε ότι, οποιοδήποτε ευθύγραµµο τµήµα EZ, περιεχόµενο εξ ολοκλήρου στο εσω-
τερικό τριγώνου ABΓ, είναι µικρότερο της µεγαλύτερης πλευράς του τριγώνου.

΄Ασκηση 1.18.19 Η A∆ είναι διχοτόµος του τριγώνου ABΓ, που έχει την πλευρά |AB| > |AΓ|. ∆είξε
ότι |A∆| < |AB|. Κατόπιν ϑεώρησε το σηµείο E της AB, έτσι ώστε |AE| = |A∆|. ∆είξε ότι η γωνία ‘∆EB
είναι πάντοτε αµβλεία και προσδιόρισε το µέτρο της συναρτήσει των γωνιών του τριγώνου. ∆είξε τέλος
ότι |B∆| > |Γ∆|.

΄Ασκηση 1.18.20 Στο ορθογώνιο, στο A, τρίγωνο ABΓ, µε άνισες καθέτους, οι AY , A∆ και AM είναι
αντίστοιχα το ύψος, η διχοτόµος και η διάµεσος. ∆είξε ότι η A∆ είναι και διχοτόµος της γωνίας ‘YAM.
΄Ασκηση 1.18.21 Στις πλευρές (ηµιευθείες) γωνίας’XOX ′ ορίζουµε σηµεία A, B της OX και A′, B′ της
OX ′, έτσι ώστε |OA| = |OA′| και |OB| = |OB′|. ∆είξε ότι το σηµείο τοµής ∆ των ευθειών AB′ και A′B είναι
επί της διχοτόµου της γωνίας’XOX ′.
΄Ασκηση 1.18.22 ∆οθέντων τριών µη συνευθειακών σηµείων προσδιόρισε ευθεία από την οποία τα τρία
σηµεία να απέχουν την ίδια απόσταση (τρεις λύσεις).

΄Ασκηση 1.18.23 ∆οθέντων δύο ίσων ευθυγράµµων τµηµάτων AB, AΓ, να ϐρεθεί σηµείο ∆ επί δοθείσης

ευθείας ε έτσι ώστε οι γωνίες‘A∆B και‘A∆Γ να είναι ίσες.
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΄Ασκηση 1.18.24 ∆είξε ότι, για κάθε σηµείο ∆ της πλευράς BΓ τριγώνου ABΓ , διαφορετικό από τα B
και Γ, υπάρχει ευθεία ∆X που αποτέµνει από τις ευθείες των άλλων πλευρών τρίγωνο µε γωνίες ίσες
µε αυτές του ABΓ . ∆είξε ότι, για κάθε τέτοιο ∆, υπάρχουν τέσσερις διαφορετικές ευθείες ∆X που έχουν
αυτή την ιδιότητα.

΄Ασκηση 1.18.25 Την κορυφή A τριγώνου ABΓ ενώνουµε µε µ διαφορετικά σηµεία της απέναντι πλευ-
ϱάς. Την κορυφή B ενώνουµε επίσης µε ν διαφορετικά σηµεία της απέναντι πλευράς. Πόσα συνολικά
τρίγωνα περιέχονται στο δηµιουργούµενο σχήµα;

Υπόδειξη : (µ+1)(ν+1)(µ+ν+2)
2 .

΄Ασκηση 1.18.26 Το τρίγωνο ABΓ έχει πλευρές |AΓ| > |AB| και επί της πλευράς AΓ παίρνουµε σηµείο
B′, έτσι ώστε |AB′| = |AB|. ∆είξε ότι η γωνία’B′BΓ = &−γ

2 . ∆είξε επίσης ότι η γωνία αυτή ισούται µε την
γωνία µεταξύ της διχοτόµου και του ύψους του τριγώνου από το A.

΄Ασκηση 1.18.27 ∆είξε ότι, για κάθε σηµείο X, µη περιεχόµενο στις τεµνόµενες στο σηµείο O ευθείες
{α, &} και κάθε ευθεία γ, διερχόµενη από το X, η γ τέµνει τουλάχιστον µία από τις δύο ευθείες {α, &}.

΄Ασκηση 1.18.28 Αν Y , ∆, M συµβολίζουν αντίστοιχα τα ίχνη στην BΓ του ύψους, διχοτόµου και
διαµέσου του τριγώνου ABΓ, δείξε ότι το ∆ είναι πάντα µεταξύ των Y και M. ∆είξε επίσης ότι, αν δύο
από αυτά τα ίχνη συµπίπτουν, τότε συµπίπτουν και τα τρία και το τρίγωνο είναι ισοσκελές.
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Σχήµα 1.18.3: ‘A∆B = α + & Κατασκευή σηµείου M

΄Ασκηση 1.18.29 Στις πλευρές ΓA, ΓB τριγώνου ABΓ επιλέγουµε αντίστοιχα σηµεία E και Z και

ϕέρνουµε τις διχοτόµους των γωνιών ω =‘ΓAZ και φ =‘EBΓ που τέµνονται στο σηµείο ∆. ∆είξε ότι, για
τις γωνίες α =‘AEB και & =‘AZB, ισχύει α + & = 2‘A∆B.
Υπόδειξη : ΄Εστω ότι η Γ∆ χωρίζει τις γ = ‘AΓB και ‘A∆B, αντίστοιχα, σε δύο µέρη γ1, γ2 και χ1, χ2
(Σχήµα 1.18.3-Ι). ∆ες ότι α + & = 2γ + ω + φ, χ1 = γ1 +

ω
2 , χ2 = γ2 +

φ
2 .

΄Ασκηση 1.18.30 Να ϐρεθεί σηµείο M επί της πλευράς AB τριγώνου ABΓ , έτσι ώστε |MA| + |AΓ| =
|MB| + |BΓ|.
Υπόδειξη : Πάρε AA′ ίσο µε AM στην προέκταση της ΓA και BB′ ίσο µε BM στην προέκταση της ΓB
(Σχήµα 1.18.3-ΙΙ). Το µήκος |ΓA′| = |ΓB′| είναι γνωστό και ίσο µε την ηµιπερίµετρο του τριγώνου. Τα
τρίγωνα AA′M και BB′M είναι ισοσκελή και κατασκευάζονται από τα δεδοµένα.

΄Ασκηση 1.18.31 ∆είξε ότι, εάν το τρίγωνο ABΓ περιέχεται εξ ολοκλήρου στο τρίγωνο A′B′Γ′, τότε
κάθε πλευρά του ABΓ είναι µικρότερη της µεγαλύτερης πλευράς του A′B′Γ′ και κάθε πλευρά του
A′B′Γ′ είναι µεγαλύτερη της µικρότερης του ABΓ.

΄Ασκηση 1.18.32 Υπάρχει ευθεία τέµνουσα όλες τις πλευρές τριγώνου ABΓ υπό την ίδια γωνία ω;



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Κύκλος και πολύγωνα

2.1 Ο κύκλος, η διάµετρος, η χορδή

Οι πιο πολλοί Ϲουν, είτε ϕυσικά είτε διανοητικά είτε ηθικά, σε
ένα πολύ περιορισµένο κύκλο του συνόλου των δυνατοτήτων
τους. Κάνουν χρήση ενός πολύ µικρού µέρους της συνείδησης
και των ψυχικών τους δυνάµεων εν γένει. Μοιάζοντας πολύ µε
εκείνον που απ᾿ όλες τις δυνατότητες του σώµατός του, συνηθίζει
να χρησιµοποιεί και να κινεί µόνο το µικρό του δάχτυλο.

William James, Γράµµα στον Lutoslawski

Μετά την ευθεία και τα παράγωγά της, δηλαδή τα ευθύγραµµα τµήµατα, τις τεθλασµένες και τα
πολύγωνα, ο κύκλος είναι η απλούστερη καµπύλη που, όπως και η ευθεία, έχει σε όλα τα σηµεία
της µία οµοιογένεια αλλά, σε αντίθεση µε την ευθεία, δεν εκτείνεται στο άπειρο. Η ευθεία και ο
κύκλος είναι επίσης τα σχήµατα για τα οποία διαθέτουµε απλούστατα όργανα σχεδίασης, τον κανόνα
και το διαβήτη. Εάν είχαµε κάποιο τρίτο, εξίσου απλό, εργαλείο σχεδιασµού µιας άλλης κατηγορίας
καµπύλων, σίγουρα ϑα συγκαταλέγαµε και αυτή την κατηγορία στη στοιχειώδη ευκλείδεια γεωµετρία.

Κύκλος ακτίνας ρ λέγεται το σχήµα του επιπέδου που αποτελείται από όλα τα σηµεία X που α-
πέχουν από ένα σταθερό σηµείο O απόσταση ρ. Το σηµείο O λέγεται κέντρο του κύκλου. Ακτίνα
OX του κύκλου ονοµάζουµε και το ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα το κέντρο O και το σηµείο του κύκλου

ρ

Α ΒΟ
ε

Ο

Χ

κ

Σχήµα 2.1.1: Κύκλος κ(O, ρ), ∆ιάµετρος AB

X . Συχνά επίσης συµβολίζοµε αυτόν τον κύκλο µε O(ρ) ή µε κ(O, ρ). Εσωτερικό του κύκλου ονοµά-
Ϲουµε το σύνολο των σηµείων Y των οποίων η απόσταση από το κέντρο O είναι µικρότερη της ακτίνας :
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|OY | < ρ. Εξωτερικό του κύκλου ονοµάζουµε το σύνολο των σηµείων Z των οποίων η απόσταση από
το κέντρο O είναι µεγαλύτερη της ακτίνας : |OZ | > ρ. Από το Αξίωµα 1.3.3 των ευθειών, συνάγεται
ότι κάθε ευθεία ε που διέρχεται από το κέντρο του O, συναντά τον κύκλο σε δύο σηµεία ακριβώς A
και B. Τέτοια σηµεία του κύκλου ονοµάζονται αντιδιαµετρικά και το ευθύγραµµο τµήµα AB, που
ορίζεται από αυτά, ονοµάζεται διάµετρος του κύκλου. Προφανώς, το µέσον κάθε διαµέτρου είναι το
κέντρο O και το µήκος της είναι διπλάσιο της ακτίνας |AB| = 2ρ. ∆ύο κύκλοι είναι/λέγονται ίσοι,
όταν οι ακτίνες τους είναι ίσες. Χορδή κύκλου λέγεται ένα ευθύγραµµο τµήµα AB, του οποίου τα

Ο

Α Β

Ο

Α Β
Γ

(I)
(II)

Σχήµα 2.1.2: (α) Χορδή κύκλου, (&) Κοινά σηµεία χορδής και κύκλου

άκρα είναι επί του κύκλου. Η διάµετρος είναι µια ειδική περίπτωση χορδής. Κάθε χορδή AB που δεν
είναι διάµετρος ορίζει, µαζί µε το κέντρο O του κύκλου, ένα ισοσκελές τρίγωνο AOB (Σχήµα 2.1.2-Ι),
τα σκέλη του οποίου έχουν µήκος ρ.

Πρόταση 2.1.1 Μια χορδή AB δεν περιέχει άλλα σηµεία του κύκλου εκτός των άκρων της A και B.

Απόδειξη : Αν η χορδή περιείχε ένα ακόµη σηµείο Γ του κύκλου (Σχήµα 2.1.2-ΙΙ), τότε το BOΓ ϑα
ήταν ισοσκελές και το A ϑα ήταν στην προέκταση της ϐάσης του, άρα, κατά το Πόρισµα 1.10.7 ϑα
ίσχυε ρ = |OA| < |OΓ| = ρ που είναι άτοπο, ο.ε.δ.

Πόρισµα 2.1.1 Το κέντρο του κύκλου περιέχεται στην µεσοκάθετο πάσης χορδής αυτού.

O

A

B B

A

O

(I) (II)

Σχήµα 2.1.3: Μέσον χορδής Μέσα παραλλήλων χορδών

Απόδειξη : Προφανώς, αφού το κέντρο ισαπέχει από τα άκρα της χορδής (Σχήµα 2.1.3-Ι), ϑα περιέχεται
στην µεσοκάθετο αυτής (Πόρισµα 1.9.1), ο.ε.δ.

Πόρισµα 2.1.2 Η κάθετος από το κέντρο προς τη χορδή κύκλου διέρχεται από το µέσον αυτής.

Πόρισµα 2.1.3 Τα µέσα παραλλήλων χορδών κύκλου περιέχονται στην διάµετρο την κάθετη στις
χορδές αυτές.

Απόδειξη : Φέρνουµε από το κέντρο του κύκλου κάθετη προς µία τέτοια χορδή (Σχήµα 2.1.3-ΙΙ). Αυτή
ϑα περνά από το µέσον της χορδής και ϑα είναι και κάθετος σε όλες τις παράλληλες χορδές, άρα ϑα
διέρχεται και από το µέσον αυτών (Πόρισµα 2.1.2), ο.ε.δ.
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Πόρισµα 2.1.4 Κάθε διάµετρος του κύκλου είναι άξονας συµµετρίας του.

Πόρισµα 2.1.5 Το κέντρο του κύκλου είναι και κέντρο συµµετρίας του.

΄Ασκηση 2.1.1 ∆είξε ότι ένας άξονας συµµετρίας του κύκλου, περνά αναγκαστικά από το κέντρο του.
∆είξε επίσης ότι, ένα κέντρο συµµετρίας του κύκλου συµπίπτει αναγκαστικά µε το κέντρο του.

Πρόταση 2.1.2 Το µήκος χορδής κύκλου ακτίνας ρ είναι µικρότερο ή ίσο του µήκους 2ρ της διαµέτρου.
Εάν η χορδή έχει µήκος 2ρ τότε συµπίπτει µε διάµετρο του κύκλου.

Απόδειξη : Αν O είναι το κέντρο του κύκλου και δ = |AB| το µήκος της χορδής και τα σηµεία A, B,
O δεν είναι στην ίδια ευθεία, τότε σχηµατίζεται τρίγωνο ABO. Το τρίγωνο αυτό είναι ισοσκελές και τα
σκέλη του έχουν µήκος ρ. Συνεπώς, κατά την τριγωνική ανισότητα, δ = |AB| < |OA|+ |OB| = 2ρ. Αυτή
η ανισότητα επίσης συνεπάγεται ότι δεν µπορεί η χορδή να έχει µήκος 2ρ και τα σηµεία A, B και O
να µην είναι στην ίδια ευθεία. Τούτο αποδεικνύει το δεύτερο ισχυρισµό, ο.ε.δ.

Θεώρηµα 2.1.1 Για κάθε τριάδα σηµείων A, B και Γ, µη περιεχοµένων στην ίδια ευθεία, υπάρχει ένας
και µοναδικός κύκλος διερχόµενος από αυτά.
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Σχήµα 2.1.4: Περιγεγραµµένος κύκλος (ABΓ) ΄Ισες χορδές και ίσα ισοσκελή τρίγωνα

Απόδειξη : Οι µεσοκάθετοι των ευθυγράµµων τµηµάτων AB και BΓ αντίστοιχα τέµνονται σε σηµείο O
(Σχήµα 2.1.4-Ι). Αν δεν ετέµνοντο, τότε ϑα ήταν παράλληλες και από το B ϑα είχαµε τις κάθετες BM,
BN σε δύο παράλληλες, άρα ταM, N και B συνευθειακά, που είναι άτοπο. Από την πρώτη µεσοκάθετο,
έχουµε (Πόρισµα 1.9.1) ότι |OA| = |OB| και από τη δεύτερη µεσοκάθετο ότι |OB| = |OΓ|. Συνάγεται
λοιπόν ότι και |OA| = |OΓ|, άρα το O είναι και επί της µεσοκαθέτου του ευθυγράµµου τµήµατος AΓ.
Με άλλα λόγια, δείξαµε ότι οι τρεις µεσοκάθετοι στις πλευρές του τριγώνου ABΓ διέρχονται από το
ίδιο σηµείο O, το οποίο ισαπέχει από τις κορυφές του |OA| = |OB| = |OΓ| = ρ. Συνεπώς, ο κύκλος
µε κέντρο O και ακτίνα ρ διέρχεται από τις κορυφές του τριγώνου. Το ότι ο κύκλος αυτός είναι
µοναδικός, προκύπτει µε το ίδιο επιχείρηµα. Κάθε άλλος κύκλος που ϑα περνούσε από τις κορυφές
του τριγώνου ABΓ, ϑα είχε το κέντρο του επί της µεσοκαθέτου των πλευρών του τριγώνου, αφού αυτές
ϑα ήσαν τότε χορδές του κύκλου (Πόρισµα 2.1.1). Εποµένως, το κέντρο του και η ακτίνα του ϑα
συνέπιπταν µε τα αντίστοιχα του κύκλου που ϕτιάξαµε προηγουµένως, ο.ε.δ.

Πόρισµα 2.1.6 Για κάθε τρίγωνο ABΓ, υπάρχει ένας και µοναδικός κύκλος, που διέρχεται από τις
κορυφές του.

Τον κύκλο του προηγουµένου πορίσµατος ονοµάζοµε περιγεγραµµένο κύκλο του τριγώνου ή πε-
ϱίκυκλο. Το κέντρο αυτού του κύκλου λέγεται περίκεντρο του τριγώνου και, όπως είδαµε στην
απόδειξη παραπάνω, συµπίπτει µε το σηµείο τοµής των µεσοκαθέτων των πλευρών του τριγώνου.
Συχνά τον κύκλο που διέρχεται από τρία µη συνευθειακά σηµεία A, B και Γ συµβολίζουµε µε (ABΓ).
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΄Ασκηση 2.1.2 ∆είξε ότι, ίσες χορδές AB και A′B′ στον ίδιο κύκλο µε κέντρο O, ορίζουν ίσα (ισοσκελή)
τρίγωνα AOB και A′OB′ (Σχήµα 2.1.4-ΙΙ).

Πόρισµα 2.1.7 Αν σηµείο A ϐλέπει το ευθύγραµµο τµήµα BΓ υπό ορθή γωνία, δηλαδή |‘BAΓ| = 90◦,
τότε περιέχεται στον κύκλο µε διάµετρο BΓ.

Απόδειξη : Αν το BΓ ϕαίνεται υπό ορθή γωνία από το A, τότε, κατά το Πόρισµα 1.15.18, η διάµεσος
από το A επί τη BΓ ϑα είναι το ήµισυ αυτής. Συνεπώς, τα σηµεία A, B και Γ ϑα είναι στον κύκλο µε
διάµετρο BΓ, ο.ε.δ.

Πόρισµα 2.1.8 Για κάθε σηµείο A του κύκλου µε διάµετρο BΓ, η γωνία‘BAΓ είναι ορθή. Ισοδύναµα :
µία διάµετρος ϕαίνεται από κάθε σηµείο του κύκλου (πλην των άκρων της) υπό ορθή γωνία. Αντίστροφα,
αν µία χορδή κύκλου ϕαίνεται από ένα σηµείο του υπό ορθή γωνία, τότε είναι διάµετρος του κύκλου.
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Σχήµα 2.1.5: ∆ιάµετροι ϕαίνονται υπό ορθή γωνία, Προβολή σε ευθεία

Απόδειξη : Πράγµατι, αν η BΓ είναι διάµετρος και το A σηµείο του κύκλου (διαφορετικό των B και Γ),
τότε δηµιουργούνται τα ισοσκελή τρίγωνα OAB και OAΓ µε γωνίες στην ϐάση αντίστοιχα τις γωνίες &
και γ του τριγώνου ABΓ (Σχήµα 2.1.5-Ι). Το άθροισµα των (εξωτερικών) γωνιών των δύο ισοσκελών στο
O είναι 2& + 2γ = 180◦ (Πόρισµα 1.15.2), άρα & + γ = 90◦, που δείχνει ότι το ABΓ είναι ορθογώνιο
στο A. Αντίστροφα, αν η χορδή BΓ ϕαίνεται υπό ορθή γωνία από το A, τότε, κατά το προηγούµενο
πόρισµα, το A ϑα είναι στον κύκλο µε διάµετρο BΓ, ο οποίος έχοντας τρία κοινά σηµεία µε το δοθέντα
(τα A, B και Γ), ϑα πρέπει να συµπίπτει µε αυτόν, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 2.1.3 ∆είξε ότι, από δύο χορδές κύκλου α και &, η µεγαλύτερη απέχει τη µικρότερη απόσταση
από το κέντρο.

΄Ασκηση 2.1.4 ∆είξε ότι, αν τρία σηµεία X, Y και Z είναι επί κύκλου κ, τότε και τα συµµετρικά τους
X ′, Y ′, Z ′ (ως προς άξονα ή σηµείο) ϑα είναι επί κύκλου κ′ που είναι ίσος µε τον κ.

΄Ασκηση 2.1.5 Ποιος είναι ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων κύκλων κ που διέρχονται από δύο στα-
ϑερά σηµεία A και B;

΄Ασκηση 2.1.6 ΄Εστω ότι A και B είναι δύο σταθερά σηµεία και ε ευθεία διερχόµενη διά του B. ΄Ε-
στω επίσης M η προβολή του A επί της ε. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του M καθώς η ευθεία ε
περιστρέφεται περί το B.

Υπόδειξη : ΄Οταν η ε δεν συµπίπτει µε την AB ή την κάθετο αυτής στο B, τότε το τρίγωνο ABM (Σχήµα
2.1.5-ΙΙ) είναι ορθογώνιο µε σταθερά υποτείνουσα AB, άρα κατά το προηγούµενο πόρισµα το σηµείο
M ϑα είναι επί του κύκλου µε διάµετρο AB.

΄Ασκηση 2.1.7 ∆ίδονται δύο συγκεντρικοί κύκλοι α και &. ∆είξε ότι, ευθεία ε τέµνουσα και τους δύο
κύκλους, ορίζει ευθύγραµµα τµήµατα AB, Γ∆, περιεχόµενα µεταξύ των κύκλων, που είναι ίσα.

΄Ασκηση 2.1.8 ∆ίδεται ευθεία ε και δύο σηµεία A, B εκτός αυτής. Να ϐρεθεί σηµείο Γ της ευθείας, το
οποίο να ισαπέχει από τα A και B. ΄Εχει το πρόβληµα πάντοτε λύση;
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2.2 Κύκλος και ευθεία

΄Ορος απαραίτητος για την ευτυχία είναι η δραστηριότητα : ο άνθρωπος πρέπει ν᾿
ασχολείται µε κάτι και, ει δυνατόν, να δηµιουργεί ή, τουλάχιστον, να µαθαίνει κάτι.

Arthur Schopenhauer, Παραινέσεις και πρακτικές αρχές

Εξετάζουµε σε αυτή την παράγραφο τη σχετική ϑέση µιας ευθείας και ενός κύκλου. Το κλειδί είναι η
απόσταση του κέντρου του κύκλου από την ευθεία. Αυτή η απόσταση, συσχετιζόµενη µε την ακτίνα
του κύκλου, καθορίζει αν ϑα έχουµε ένα, δύο ή κανένα κοινό σηµείο των δύο σχηµάτων.
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Σχήµα 2.2.1: Τοµή ευθείας και κύκλου Τοµή κύκλου και ηµιευθείας

Πρόταση 2.2.1 Μια ευθεία AB περιέχει το πολύ δύο σηµεία ενός κύκλου.

Απόδειξη : ∆είχνουµε ότι µία ευθεία δεν µπορεί να περιέχει τρία ή περισσότερα σηµεία. Πράγµατι,
αν η ευθεία είχε τρία κοινά σηµεία A, B και Γ µε τον κύκλο, τότε ένα από τα τρία ϑα ήταν µεταξύ των
δύο άλλων, τα οποία ϑα όριζαν µία χορδή του κύκλου (Σχήµα 2.2.1-Ι). ΄Ετσι ϑα είχαµε χορδή που ϑα
περιείχε και τρίτο σηµείο του κύκλου. Κάτι που αποκλείσαµε µε την Πρόταση 2.1.1, ο.ε.δ.

Πόρισµα 2.2.1 Κάθε ηµιευθεία µε άκρο που συµπίπτει µε το κέντρο του κύκλου τέµνει τον κύκλο σε
ένα ακριβώς σηµείο (Σχήµα 2.2.1-ΙΙ).

Εφαπτόµενη του κύκλου λέγεται µία ευθεία που έχει ένα και µόνο κοινό σηµείο µε αυτόν. Το σηµείο
αυτό λέγεται σηµείο επαφής του κύκλου και της ευθείας.
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Σχήµα 2.2.2: Εφαπτόµενη κύκλου Ευθείες διά του σηµείου A του κύκλου

Θεώρηµα 2.2.1 Μία ευθεία που έχει µόνο ένα κοινό σηµείο A µε κύκλο είναι κάθετη στο A στην ακτίνα
OA του κύκλου.

Απόδειξη : ∆ιά της εις άτοπον απαγωγής. Αν δεν ήταν κάθετη, τότε έστω OB η κάθετη και όρισε το Γ
επί της ευθείας έτσι ώστε το B να είναι το µέσον του AΓ (Σχήµα 2.2.2-Ι). Τότε τα τρίγωνα OBA και
OBΓ ϑα ήταν ορθογώνια και ίσα, ως έχοντα την OB κοινή τις BA και BΓ ίσες και τις περιεχόµενες
γωνίες ‘OBA και ‘OBΓ ίσες ως ορθές. Τότε το OAΓ ϑα ήταν ισοσκελές και ϑα είχαµε |OΓ| = |OA| = ρ,
δηλαδή το Γ ϑα ήταν επί του κύκλου και η ευθεία ϑα είχε και άλλο κοινό σηµείο µε τον κύκλο εκτός
του A, άτοπο, ο.ε.δ.
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Πόρισµα 2.2.2 ΄Ολες οι ευθείες που διέρχονται από σηµείο A κύκλου, εκτός της καθέτου της ακτίνας
OA στο A, τέµνουν τον κύκλο σε ένα δεύτερο σηµείο B. Η κάθετος αυτή είναι η µία και µοναδική
εφαπτόµενη του κύκλου στο A (Σχήµα 2.2.2-ΙΙ).
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Σχήµα 2.2.3: Τοµή ευθείας και κύκλου Εγγεγραµµένος του τριγώνου κύκλος

Πόρισµα 2.2.3 ∆οθείσης ευθείας ε και σηµείου O εκτός αυτής, ο κύκλος O(ρ) τέµνει την ευθεία τότε
και µόνον, όταν ρ > |OB| όπου το B είναι η προβολή του O επί της ε (|OB| είναι η απόσταση του σηµείου
O από την ευθεία ε). ΄Οταν ρ = |OB|, τότε ο κύκλος εφάπτεται της ευθείας στο B. Τέλος όταν ρ < |OB|,
ο κύκλος δεν τέµνει την ευθεία (Σχήµα 2.2.3-Ι).

Θεώρηµα 2.2.2 Οι τρεις διχοτόµοι των γωνιών τριγώνου ABΓ διέρχονται από κοινό σηµείο I που είναι
το κέντρο κύκλου I(r) εφαπτοµένου ταυτόχρονα και στις τρεις πλευρές του.

Απόδειξη : ΄Εστω I το σηµείο τοµής των δύο διχοτόµων του τριγώνου και συγκεκριµένα των διχοτόµων
των γωνιών B̂ και Γ̂ (Σχήµα 2.2.3-ΙΙ). Θα δείξουµε ότι και η τρίτη διχοτόµος της γωνίας Â διέρχεται
από το I. Πράγµατι, κατά την Πρόταση 1.15.16 οι αποστάσεις του I από τις πλευρές της γωνίας B̂:
IE και IH ϑα είναι ίσες. Παρόµοια και οι αποστάσεις του I από τις πλευρές της γωνίας Γ̂: IE και IZ
ϑα είναι ίσες. Συνεπώς, οι τρεις αποστάσεις : IE, IH και IZ ϑα είναι ίσες µεταξύ τους, άρα ακτίνες
του κύκλου µε κέντρο I και ακτίνα r = |IE|. Η ισότητα των αποστάσεων IH και IZ από τις πλευρές τις
γωνίας Â δείχνει ότι το I ευρίσκεται και επί της διχοτόµου της γωνίας Â (Πρόταση 1.15.16). Η καθε-
τότητα των πλευρών στα άκρα των ακτίνων αυτών του κύκλου δείχνει (2.2.2) ότι ο κύκλος εφάπτεται
και στις τρεις πλευρές του τριγώνου, ο.ε.δ.

Το σηµείο I που εξασφαλίζει το προηγούµενο ϑεώρηµα, λέγεται έγκεντρο του τριγώνου. Ο κύ-
κλος µε κέντρο το I, που εφάπτεται των τριών πλευρών του τριγώνου, λέγεται εγγεγραµµένος κύκλος
του τριγώνου. Η ακτίνα του r = |IE| = |IZ | = |IH | ισούται µε την απόσταση του I από µία οποιαδήποτε
από τις πλευρές του. Σηµείωσε ότι, από την ισότητα των ορθογωνίων τριγώνων EIΓ, ZIΓ, προκύπτει
ότι |ΓE| = |ΓZ | και ανάλογα |BE| = |BH |, |AH | = |AZ |.
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Σχήµα 2.2.4: Πολλαπλάσια γωνίας ω
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΄Ασκηση 2.2.1 Στις πλευρές γωνίας ‘XOY ορίζουµε εναλλάξ σηµεία A, B, Γ, . . . σε ίσες αποστάσεις
|OA| = |AB| = |BΓ| = . . . . ∆είξε ότι, στα ισοσκελή τρίγωνα που προκύπτουν, οι γωνίες στη ϐάση είναι ω,
2ω, 3ω, . . . , όπου ω = |‘XOY |, (Σχήµα 2.2.4). Μπορούµε να κατασκευάσουµε άπειρα τέτοια τρίγωνα;
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Σχήµα 2.2.5: Ελάχιστη χορδή διά σηµείου Εφαρµογή της συµµετρίας

΄Ασκηση 2.2.2 ∆είξε ότι η ελάχιστου µήκους χορδή XY κύκλου κ(O, ρ) που διέρχεται από σταθερό
σηµείο M (διαφορετικό του O) στο εσωτερικό του κύκλου, είναι η κάθετη AB στην OM (Σχήµα 2.2.5-Ι).

Υπόδειξη : Το τρίγωνο OMN έχει υποτείνουσα |OM | > |ON |, άρα το ισοσκελές OAB έχει µικρότερη
ϐάση από αυτήν του ισοσκελούς OXY (΄Ασκηση 2.1.3).

Συχνά η απόσταση |OM |, του µέσου της χορδής από το κέντρο, αναφέρεται ως απόστηµα της χορδής.

΄Ασκηση 2.2.3 ΄Εστω κύκλος κ και σηµείο M. ∆είξε ότι, τα συµµετρικά X ′ των σηµείων X του κύκλου
κ ως προς M, περιέχονται σε κύκλο κ′ ίσο προς τον κ.

΄Ασκηση 2.2.4 ΄Εστω κύκλος κ, σηµείο M και ευθεία ε. Κατασκεύασε ευθύγραµµο τµήµα AB µε άκρα
αντίστοιχα στον κ και την ε και µέσον το M (Σχήµα 2.2.5-ΙΙ). Πότε το πρόβληµα (δεν) έχει λύση;
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Σχήµα 2.2.6: Τρεις εφαπτόµενοι κύκλοι Ελαχιστοποίηση διαµέτρου

΄Ασκηση 2.2.5 Κατασκεύασε κύκλους κ, λ, µ που ανά δύο εφάπτονται και έχουν αντίστοιχα κέντρα
στις κορυφές A, B και Γ τριγώνου (Σχήµα 2.2.6-Ι). ∆είξε ότι η ηµιπερίµετρος τ του τριγώνου και οι
αντίστοιχες ακτίνες x, y, z αυτών των κύκλων ικανοποιούν τις ισότητες (µε a = |BΓ|, b = |ΓA|, c = |AB|):

τ = 1
2 (a + b + c), y = 1

2 (c + a − b) = τ − b,
x = 1

2 (b + c − a) = τ − a, z = 1
2 (a + b − c) = τ − c.
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΄Ασκηση 2.2.6 Στην προηγούµενη άσκηση, δείξε ότι τα σηµεία επαφής των κύκλων A′, B′, Γ′ είναι επί
των πλευρών του τριγώνου ABΓ, του οποίου το έγκεντρο I συµπίπτει µε το περίκεντρο του A′B′Γ′.

΄Ασκηση 2.2.7 Τα A και B είναι σταθερά σηµεία της ευθείας α, το Γ µεταβλητό σηµείο της ευθείας &
κάθετης στην α στο σταθερό σηµείο της O (Σχήµα 2.2.6-ΙΙ). Για κάθε κύκλο κ διερχόµενο από τα A, B,
Γ ϑεωρούµε το αντιδιαµετρικό του Γ′. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του Γ′ και η ϑέση του κύκλου για
την οποία το µήκος |ΓΓ′| γίνεται ελάχιστο.

΄Ασκηση 2.2.8 ∆είξε ότι, το σηµείο I επί της διχοτόµου A∆ τριγώνου ABΓ είναι το σηµείο τοµής των

διχοτόµων, τότε και µόνον, όταν |B̂IΓ| = 90◦ + |”BAΓ|2 .

2.3 ∆ύο κύκλοι

Λυπούµαι που στη διάλεξη χρειάσθηκε να προσθέσω µια µεγάλη δόση
τετραδιάστατης γεωµετρίας. ΄Οµως δεν απολογούµαι. ∆ιότι αληθινά, δεν είµαι εγώ
υπεύθυνος που η ϕύση, από την πιο ϑεµελιώδη άποψη, είναι τετραδιάστατη.

A. N. Whitehead, Η έννοια της Φύσης

Εξετάζουµε εδώ τη σχετική ϑέση δύο κύκλων. Το κλειδί του ϑέµατος είναι η απόσταση των κέντρων
των κύκλων σε σχέση µε το µέγεθος των ακτίνων τους. Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι υπάρχουν
τρεις δυνατότητες : (α) δύο διαφορετικά σηµεία τοµής, (ϐ) ένα και µοναδικό, (γ) κανένα. Θεµελιώδους
σηµασίας, επίσης, είναι το ϑεώρηµα 2.4.1, που συµπληρώνει την τριγωνική ανισότητα (§ 1.11),
δείχνοντας την ύπαρξη τριγώνου µε δοθέντα µήκη πλευρών {a, b, c}, που ικανοποιούν αυτήν την
ανισότητα.

Θεώρηµα 2.3.1 ∆ύο διαφορετικοί κύκλοι έχουν το πολύ δύο διαφορετικά κοινά σηµεία.

Απόδειξη : ∆ιότι αν είχαν τρία ή περισσότερα ϑα ταυτίζονταν κατά το Θεώρηµα 2.1.1, ο.ε.δ.
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Σχήµα 2.3.1: Κοινή χορδή και διάκεντρος Σηµείο επαφής επί της διακέντρου

Το ευθύγραµµο τµήµα AB των κοινών σηµείων A και B δύο κύκλων, που τέµνονται σε δύο διαφορετικά
σηµεία (Σχήµα 2.3.1-Ι), λέγεται κοινή χορδή των δύο κύκλων. ∆ύο κύκλοι που έχουν το ίδιο κέντρο
λέγονται συγκεντρικοί. Η ευθεία που ενώνει τα κέντρα O και P δύο µη συγκεντρικών κύκλων λέγεται
διάκεντρος των κύκλων. Συχνά ονοµάζουµε διάκεντρο και το ευθύγραµµο τµήµα OP που ενώνει τα
κέντρα. Το τι ακριβώς εννοούµε σε κάθε περίπτωση, συνάγεται από τα συµφραζόµενα.

Πόρισµα 2.3.1 Η διάκεντρος OP δύο κύκλων που τέµνονται σε δύο διαφορετικά σηµεία A και B
συµπίπτει µε τη µεσοκάθετο της κοινής χορδής τους AB.
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Απόδειξη : Κατά το Πόρισµα 2.1.1, τα κέντρα των δύο κύκλων ϑα ευρίσκονται στην µεσοκάθετο της
χορδής τους AB, ο.ε.δ.

∆ύο κύκλοι λέγονται εφαπτόµενοι, όταν έχουν ακριβώς ένα κοινό σηµείο A (Σχήµα 2.3.1-ΙΙ). Το
σηµείο αυτό λέγεται σηµείο επαφής των δύο κύκλων.

Πρόταση 2.3.1 Το σηµείο επαφής δύο εφαπτοµένων κύκλων ευρίσκεται επί της διακέντρου αυτών.
Αντίστροφα, αν δύο διαφορετικοί κύκλοι έχουν ένα σηµείο τοµής επί της διακέντρου τότε αυτό είναι
µοναδικό σηµείο τοµής και οι κύκλοι εφάπτονται.
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M

Σχήµα 2.3.2: Συµµετρία ως προς διάκεντρο

Απόδειξη : ∆ιά της εις άτοπον απαγωγής. ΄Εστω ότι το σηµείο επαφής A των δύο κύκλων δεν είναι στην
διάκεντρο OP αυτών (Σχήµα 2.3.2). Φέρε τότε κάθετο AM από το A στην διάκεντρο OP και προέκτεινέ
την κατά το διπλάσιο µέχρι το B. Τα τρίγωνα OMA και OMB είναι ίσα (ΠΓΠ-κριτήριο). Ανάλογα και
τα PMA και PMB είναι ίσα. Συνάγεται λοιπόν ότι |OB| = |OA| = ρ και |PB| = |PA| = ρ′, όπου ρ και ρ′ οι
ακτίνες των δύο κύκλων. Συνεπώς, εκτός του A ευρίσκουµε και άλλο σηµείο B κοινό των δύο κύκλων,
πράγµα άτοπον. Αντίστροφα, αν οι κύκλοι έχουν δύο σηµεία τοµής A και B, τότε η διάκεντρός τους
συµπίπτει µε τη µεσοκάθετο του AB (Πόρισµα 2.3.1) και κανένα από τα δύο σηµεία δεν µπορεί να
είναι επί της διακέντρου, ο.ε.δ.
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ρ'

ρ

Σχήµα 2.3.3: ρ + ρ′ = |OO′| |ρ − ρ′| = |OO′|

Πόρισµα 2.3.2 ∆ύο κύκλοι O(ρ) και O′(ρ′) έχουν ένα ακριβώς κοινό σηµείο (εφάπτονται), τότε και
µόνον, όταν ισχύει µία από τις ισότητες :

ρ + ρ′ = |OO′|, |ρ − ρ′| = |OO′|.
Στην πρώτη περίπτωση λέµε ότι οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά και στην δεύτερη λέµε ότι εφάπτονται
εσωτερικά.

Θεώρηµα 2.3.2 ∆ύο κύκλοι O(ρ) και O′(ρ′) τέµνονται σε δύο διαφορετικά σηµεία, τότε και µόνον, όταν
η διάκεντρος αυτών |OO′| και οι ακτίνες τους ικανοποιούν τις τριγωνικές ανισότητες

|ρ − ρ′| < |OO′| < ρ + ρ′.
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Σχήµα 2.3.4: Τοµή δύο κύκλων ρ + ρ′ < |OO′| |ρ − ρ′| > |OO′|

Απόδειξη : Αν οι κύκλοι τέµνονται και ένα (από τα δύο) σηµείο τοµής είναι το A (Σχήµα 2.3.4-Ι),
τότε σχηµατίζεται τρίγωνο OAO′ µε πλευρές µηκών ρ, ρ′ και |OO′| (Πρόταση 2.3.1). Κατά τα Θε-
ώρηµα 1.11.1 και Θεώρηµα 1.11.2 ϑα ικανοποιούνται οι τριγωνικές ανισότητες. Αντίστροφα, αν
ικανοποιούνται οι ανισότητες αυτές, τότε οι δύο κύκλοι δεν µπορούν να εφάπτονται, διότι τότε ϑα
είχαµε ρ + ρ′ = |OO′| ή |ρ − ρ′| = |OO′|. Επίσης, δεν µπορεί να µην τέµνονται, διότι µετρώντας
αποστάσεις επί της διακέντρου τους ϑα είχαµε ή ρ+ρ′ < |OO′| (Σχήµα 2.3.4-ΙΙ) ή |ρ−ρ′| > |OO′| (Σχή-
µα 2.3.4-ΙΙΙ). Εποµένως, αν οι ανισότητες ικανοποιούνται οι κύκλοι ϑα τέµνονται σε δύο σηµεία, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 2.3.1 ∆είξε ότι το σχήµα που αποτελείται από δύο κύκλους είναι συµµετρικό ως προς άξονα
που ταυτίζεται µε τη διάκεντρό τους. Αν οι δύο κύκλοι είναι ίσοι, δείξε ότι υπάρχει και άλλος άξονας
συµµετρίας κάθετος στον προηγούµενο, καθώς και κέντρο συµµετρίας του σχήµατος.
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Σχήµα 2.3.5: Εφαρµογή της συµµετρίας Κύκλος ταυτόχρονα εφαπτόµενος δύο άλλων

΄Ασκηση 2.3.2 ∆ίδονται δύο κύκλοι κ και κ′ και σηµείο M. Να ϐρεθεί ευθύγραµµο τµήµα AB µε τα
άκρα επί των κύκλων αντίστοιχα και µέσον το M (Σχήµα 2.3.5-Ι).

΄Ασκηση 2.3.3 ∆είξε ότι, αν ένας κύκλος κ εφάπτεται δύο άλλων α και &, τότε η ευθεία ∆E που ενώνει
τα δύο σηµεία επαφής του κ τέµνει ξανά τους δύο άλλους σε σηµεία Z και H, έτσι ώστε οι ακτίνες AZ
και BE να είναι παράλληλες και οι A∆ και BH να είναι επίσης παράλληλες (Σχήµα 2.3.5-ΙΙ).

Υπόδειξη : Τρίγωνα που σχηµατίζονται από ακτίνες είναι ισοσκελή. Οι γωνίες τέτοιων ισοσκελών στα
Z και E είναι ίσες εντός -εκτός και επί τα αυτά µέρη για τη ∆E ως προσπίπτουσα στις ευθείες AZ και
BΓ.

΄Ασκηση 2.3.4 Χώρισε χορδή AB κύκλου κ(O, ρ) σε τρία ίσα τµήµατα AΓ, Γ∆ και ∆B. ∆είξε ότι οι
γωνίες ‘AOΓ, ‘ΓO∆ και ‘∆OB δεν είναι ίσες µεταξύ τους. Ακριβέστερα, οι ‘AOΓ και ‘∆OB είναι ίσες αλλά
µικρότερες της‘ΓO∆.
΄Ασκηση 2.3.5 ∆ίδονται δύο παράλληλες ευθείες ε και ζ και σηµείο A µη περιεχόµενο σε αυτές.
Κατασκεύασε κύκλο διερχόµενο από το A και εφαπτόµενο των δύο ευθειών.
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΄Ασκηση 2.3.6 ∆ίδεται κύκλος κ και δύο σηµεία A και B εκτός αυτού. Κατασκεύασε ορθή γωνία ‘XOY ,
της οποίας η κορυφή O να είναι σηµείο του κύκλου κ και οι πλευρές OX, OY να διέρχονται αντίστοιχα
από τα A και B.

΄Ασκηση 2.3.7 Να κατασκευασθεί κύκλος κ διερχόµενος από δύο δοθέντα σηµεία A και B και τέµνων
δοθέντα κύκλο λ κατά χορδή Γ∆ παράλληλο προς δοθείσα ευθεία ε.

΄Ασκηση 2.3.8 Ποιο είναι το µέγιστο πλήθος κύκλων ακτίνας r, που µπορούν να τοποθετηθούν εφα-
πτόµενοι εξωτερικά κύκλου κ της ίδιας ακτίνας, έτσι ώστε, ανά δύο, είτε να εφάπτονται είτε να µην
τέµνονται;

2.4 Κατασκευές µε κανόνα και διαβήτη

Τα Μαθηµατικά, ως έκφραση της ανθρώπινης διάνοιας, αντανακλούν την ενεργό ϑέληση, το
στοχαστικό συλλογισµό και την επιθυµία για αισθητική τελείωση. Τα ϐασικά τους στοιχεία είναι
η λογική και η διαίσθηση, η ανάλυση και η κατασκευή, η γενικότητα και η µοναδικότητα.

Richard Courant, Τι είναι τα Μαθηµατικά;

Με τον όρο αυτό εννοούµε µία ακολουθία κατασκευών κύκλων ή/και ευθειών και των σηµείων τοµής
τους. Ο κανόνας (χάρακας) υποτίθεται ότι µας δίδει τη δυνατότητα να ορίσουµε την ευθεία (και το
ευθύγραµµο τµήµα) που ορίζεται από δύο σηµεία A και B. Ο διαβήτης µας δίδει τη δυνατότητα να
σχεδιάσουµε τον κύκλο µε οποιοδήποτε κέντρο και οποιαδήποτε ακτίνα. Επίσης έχουµε τη δυνατότη-
τα να ϐρούµε τα σηµεία τοµής α) ευθείας και ευθείας, ϐ) ευθείας και κύκλου, γ) κύκλου και κύκλου.
Κατασκευές που επιτυγχάνονται µε την αποκλειστική χρήση του κανόνα και του διαβήτη παίζουν ένα
ιδιαίτερο ϱόλο στην ευκλείδεια γεωµετρία από την εποχή της αρχαιότητας. Από τότε είναι γνωστά τα
τρία προβλήµατα που δεν λύνονται µε αυτόν τον τρόπο : (1) του διπλασιασµού του όγκου του κύβου
(∆ήλιο πρόβληµα), (2) της τριχοτόµησης της γωνίας και (3) του τετραγωνισµού του κύκλου. Η πλήρης
απόδειξη της αδυναµίας λύσης αυτών των προβληµάτων µε τον κανόνα και το διαβήτη είναι δυνατή
µε τη χρήση αλγεβρικών δοµών (σωµάτων) και είναι σχετικά πρόσφατο επίτευγµα ([Pet01], [Adl06],
[Eve63, σ. 183], [Kle97]).
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Σχήµα 2.4.1: Κατασκευή από a, b και c

Θεώρηµα 2.4.1 Υπάρχει τρίγωνο µε µήκη πλευρών τρεις δοθέντες ϑετικούς αριθµούς a, b, c, τότε και
µόνον, όταν οι αριθµοί αυτοί ικανοποιούν τις τριγωνικές ανισότητες, ισοδύναµα, η µεγαλύτερη πλευρά,
έστω a, ικανοποιεί την ανισότητα :

a < b + c.

Κατασκευή : Αν τα a, b, c είναι µήκη πλευρών τριγώνου ABΓ , τότε ικανοποιούν τις τριγωνικές
ανισότητες (1.11). Αντίστροφα, αν οι τρεις αυτοί αριθµοί ικανοποιούν αυτές τις ανισότητες, τότε
κατασκευάζεται τρίγωνο µε αυτά τα µήκη πλευρών. Πράγµατι, έστω ευθύγραµµο τµήµα BΓ µήκους
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Συνεπώς, εφαρµόζοντας την προηγούµενη πρόταση, συµπεραίνουµε ότι η Γ∆ είναι και αυτή εφαπτό-
µενη του κύκλου κ ([Fet77, σ. 24]), ο.ε.δ.

΄Ασκηση 2.15.1 Η κορυφή O ορθής γωνίας‘XOY περιέχεται στο εσωτερικό του κύκλου κ και οι πλευρές
τέµνουν τον κύκλο στα σηµεία X, X ′, Y , Y ′. Φέρνοντας εφαπτόµενες σε αυτά τα σηµεία, σχηµατίζεται το
περιγεγραµµένο του κύκλου τετράπλευρο ABΓ∆ (Σχήµα 2.15.3-ΙΙ), για το οποίο δείξε ότι είναι εγγράψιµο
σε κύκλο. ∆είξε και το αντίστροφο: Εάν οι πλευρές εγγεγραµµένου σε κύκλο τετραπλεύρου εφάπτονται
και ενός άλλου κύκλου, τότε οι ευθείες που ενώνουν τα απέναντι κείµενα σηµεία επαφής τέµνονται
ορθογώνια.

Τετράπλευρα όπως το ABΓ∆, της προηγούµενης άσκησης, που είναι ταυτόχρονα περιγράψιµα σε
κύκλο κ και εγγράψιµα σε άλλο κύκλο κ′, λέγονται δικεντρικά.

΄Ασκηση 2.15.2 Ο κύκλος κ′ εφάπτεται του περικύκλου κ του τριγώνου ABΓ στην κορυφή A και τέµνει
την απέναντι πλευρά BΓ στα σηµεία {∆, E}. ∆είξε ότι οι γωνίες‘BA∆ =‘EAΓ.
΄Ασκηση 2.15.3 Προέκτεινε τις πλευρές {AB, AΓ} τριγώνου ABΓ, στις {AB′, AΓ′}, έτσι ώστε η B′Γ′
να είναι παράλληλη της εφαπτόµενης στο A του περικύκλου του τριγώνου. ∆είξε ότι το BΓΓ′B′ είναι
εγγράψιµο σε κύκλο.

2.16 Γεωµετρικοί τόποι

Το µόνο που µπορούµε να κάνουµε είναι να έχουµε πάντα στο µυαλό µας ότι
κάθε Ϲωντανός οργανισµός τείνει να αυξηθεί µε γεωµετρική πρόοδο.

Charles Darwin, Η καταγωγή των ειδών

Γεωµετρικούς τόπους συναντήσαµε ήδη στην πορεία του µαθήµατος (Πόρισµα 1.9.1 και συνακόλουθο
σχόλιο, Πόρισµα 1.15.17, ΄Ασκηση 2.1.6). Πρόκειται για σύνολα σηµείων που χαρακτηρίζονται από
κάποια ιδιότητα. Από τους απλούστερους τόπους είναι ο κύκλος κ(O, ρ). Χαρακτηρίζεται ως ο
γεωµετρικός τόπος των σηµείων που απέχουν απόσταση ρ από το σταθερό σηµείο O. Παρόµοια η
µεσοκάθετος ενός ευθυγράµµου τµήµατος AB: είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που ισαπέχουν
από τα άκρα A και B του τµήµατος. Οι απλούστεροι γεωµετρικοί τόποι καταλήγουν σε ευθείες και
κύκλους. Υπάρχουν όµως και απλές ιδιότητες που οδηγούν σε νέες καµπύλες (λ.χ κωνικές τοµές
(§ 11.1)). Για την εύρεση ενός γεωµετρικού τόπου συχνά χρησιµοποιούµε κάποια ειδικά σηµεία, για
τα οποία γνωρίζουµε ότι ανήκουν σε αυτόν ή και σχετίζονται άµεσα µε αυτόν. Η επόµενη άσκηση
δίδει ένα τέτοιο παράδειγµα.

΄Ασκηση 2.16.1 ∆οθέντος κύκλου κ(O, ρ) και ευθυγράµµου τµήµατος AB, από κάθε σηµείο Γ του κ
ϕέρνουµε παράλληλο ίσο και οµόρροπο προς το AB ευθύγραµµο τµήµα Γ∆. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός
τόπος του σηµείου ∆.

A B

Γ Δ

κ κ'

O Ρ
ρ ρ

Σχήµα 2.16.1: Παράλληλος µεταφορά κύκλου
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Υπόδειξη : Την ίδια διαδικασία που εφαρµόζουµε σε κάθε σηµείο Γ του κύκλου κ εφάρµοσε και στο
κέντρο του O. Ορίζεται έτσι το σηµείο P, έτσι ώστε το OP να είναι παράλληλο ίσο και οµόρροπο
προς το AB. Τότε το OP∆Γ είναι παραλληλόγραµµο, άρα το µήκος |P∆| = ρ είναι σταθερό και ίσο µε
την ακτίνα του δοθέντος κύκλου. Συνεπώς, τα σηµεία του Ϲητουµένου τόπου περιέχονται στον κύκλο
κ′(P, ρ). Αντίστροφα, δείχνουµε ότι κάθε σηµείο του κύκλου κ′(P, ρ) είναι σηµείο του τόπου. Προς
τούτο, ξεκινώντας από σηµείο ∆ του κ′ ευρίσκουµε το σηµείο Γ επί του κ, έτσι ώστε το Γ∆ να είναι
παράλληλο, ίσο και οµόρροπο του AB. Αυτό δείχνει ότι το ∆ είναι σηµείο του τόπου και ολοκληρώνει
την απόδειξη της ταύτισης του κύκλου κ′(P, ρ) µε το Ϲητούµενο γεωµετρικό τόπο.

Μια σηµαντική χρήση των γεωµετρικών τόπων είναι αυτή της εφαρµογής τους στις κατασκευές. Σε
αυτές Ϲητούµε σηµείο το οποίο αποδεικνύουµε ότι περιέχεται σε δύο γεωµετρικούς τόπους ταυτόχρο-
να. Η συνέπεια είναι ότι το Ϲητούµενο σηµείο συµπίπτει µε ένα σηµείο τοµής των δύο γεωµετρικών
τόπων. Η επόµενη κατασκευή δίδει ένα παράδειγµα αυτής της µεθόδου.

Κατασκευή 2.16.1 Να κατασκευασθεί τρίγωνο ABΓ από την πλευρά a = |BΓ|, το ύψος υA = |AY | και
τη διάµεσο µA = |AM |.
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Σχήµα 2.16.2: Τρίγωνο από {a, υA, µA} Κατασκευή παραλληλογράµµου

Κατασκευή : Ανάλυση: ΄Εστω ότι το Ϲητούµενο τρίγωνο κατασκευάσθηκε. Η κορυφή A ϑα απέχει
απόσταση υA από τη ϐάση BΓ, άρα ϑα είναι σηµείο µιας εκ των παραλλήλων ευθειών ε προς τη BΓ σε
απόσταση υA από αυτήν (Σχήµα 2.16.2-Ι). Επίσης η κορυφή A ϑα απέχει απόσταση µA από το µέσον
M της BΓ, άρα ϑα είναι σηµείο του κύκλου κ(M, µA). Συνεπώς, το A ϑα είναι σηµείο τοµής των δύο
αυτών γεωµετρικών τόπων.

Σύνθεση : Κατασκευάζουµε τµήµα BΓ µήκους a και ϕέρνουµε παράλληλο ε προς αυτό σε από-
σταση υA. Κατασκευάζουµε επίσης τον κύκλο κ(M, µA). ΄Ενα από τα σηµεία τοµής της ευθείας ε και
του κύκλου κ ορίζει την κορυφή A τριγώνου ABΓ που ικανοποιεί τις απαιτήσεις της κατασκευής.

∆ιερεύνηση : Για να υπάρχει λύση ϑα πρέπει οι δύο τόποι να τέµνονται. Αυτό σηµαίνει ότι η από-
σταση υA της ευθείας από το BΓ ϑα πρέπει να είναι µικρότερη της ακτίνας µA του κύκλου κ. Συνεπώς,
έχουµε λύση όταν µA ≥ υA. Αποδεικνύεται εύκολα ότι τα τρίγωνα που προκύπτουν από τα διάφορα
σηµεία τοµής των δύο τόπων είναι ίσα µεταξύ τους. Συνεπώς, από τα δεδοµένα κατασκευάζεται ένα
ακριβώς τρίγωνο, ο.ε.κ.

΄Ασκηση 2.16.2 ∆ίδεται η ϑέση και το µέγεθος ευθυγράµµου τµήµατος AB και δύο κύκλων κ(O, ρ) και
κ′(P, ρ′). Να κατασκευασθεί παραλληλόγραµµο ABΓ∆, µία πλευρά του οποίου να είναι η AB και οι
κορυφές του ∆ και Γ να είναι σηµεία των κύκλων κ και κ′ αντίστοιχα.

Υπόδειξη : Ανάλυση: ΄Εστω ότι το Ϲητούµενο παραλληλόγραµµο ABΓ∆ κατασκευάσθηκε (Σχήµα
2.16.2-ΙΙ). Η πλευρά του ∆Γ ϑα είναι παράλληλη, ίση και οµόρροπη του AB, άρα το άκρο της Γ
ϑα περιέχεται σε γνωστό γεωµετρικό τόπο που ορίζεται από κύκλο µ(Π , ρ) (΄Ασκηση 2.16.1), έτσι ώστε
η OΠ να είναι παράλληλη, ίση και οµόρροπη της AB. Το Γ λοιπόν ϑα είναι σηµείο τοµής του δοθέντος
κύκλου κ′(P, ρ′) και του κύκλου µ(Π , ρ) που κατασκευάζεται από τα δεδοµένα.

Σύνθεση : Κατασκευάζουµε τον κύκλο µ(Π , ρ) όπως αναφέρεται στην ανάλυση. ΄Εστω Γ ένα σηµείο
τοµής των κύκλων µ(Π , ρ) και κ′(P, ρ′). Ευρίσκουµε το σηµείο ∆ επί του κύκλου κ έτσι ώστε το OΠΓ∆
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να είναι παραλληλόγραµµο. Τότε και το ABΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο που ικανοποιεί τις απαιτήσεις
της κατασκευής.

∆ιερεύνηση : Υπάρχει λύση τότε ακριβώς όταν οι κύκλοι µ(Π, ρ) και κ′(P, ρ′) τέµνονται. Εάν
οι κύκλοι αυτοί τέµνονται σε δύο σηµεία, τότε υπάρχουν δύο διαφορετικές λύσεις. Αν οι κύκλοι
εφάπτονται, τότε υπάρχει µία ακριβώς λύση. Εάν οι κύκλοι ταυτίζονται τότε υπάρχουν άπειρες
λύσεις.
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Σχήµα 2.16.3: Τόπος περικέντρου, ορθοκέντρου Κατασκευή τραπεζίου

΄Ασκηση 2.16.3 Σηµείο M µεταβάλλεται επί κύκλου µε διάµετρο AB. Η ευθεία AM τέµνει τη µεσοκά-
ϑετο του AB στο σηµείο Γ. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του περικέντρου K του τριγώνου OMΓ, καθώς
και ο γεωµετρικός τόπος του ορθοκέντρου H αυτού του τριγώνου.

Υπόδειξη : Ο περίκυκλος του τριγώνου OMΓ διέρχεται από το B (Σχήµα 2.16.3-Ι). Αυτό ϕαίνεται
από το ότι οι γωνίες ’ABM και ‘AΓO είναι ίσες, ως συµπληρωµατικές της γωνίας ‘BAΓ. Εποµένως, το
κέντρο K του κύκλου (OMΓ) ϑα ευρίσκεται επί της µεσοκαθέτου του ευθυγράµµου τµήµατος OB. Το
ορθόκεντρο H του OMΓ συµπίπτει µε την τοµή της κάθετης από το M στην OΓ και της κάθετης από
το O στην AΓ. ΄Αρα στο τετράπλευρο OBMH οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες και εποµένως αυτό
είναι παραλληλόγραµµο. Τούτο συνεπάγεται ότι η MH είναι παράλληλη, ίση και οµόρροπη της BO,
άρα ο γεωµετρικός τόπος του H είναι ο κύκλος µε κέντρο A και ακτίνα ίση µε |AB|2 (΄Ασκηση 2.16.1).

΄Ασκηση 2.16.4 Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων K κύκλων κ(K, ρ) οι οποίοι εφάπτονται
δύο τεµνοµένων ευθειών ε και ε′.

΄Ασκηση 2.16.5 Κατασκεύασε τραπέζιο εγγεγραµµένο σε δοθέντα κύκλο κ και έχον δοθέν ύψος και
δοθέν άθροισµα/διαφορά ϐάσεων (Σχήµα 2.16.3-ΙΙ).
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Σχήµα 2.16.4: Γεωµετρικός τόπος µε σταθερό |OA| + |OB|

΄Ασκηση 2.16.6 Στις πλευρές OX, OY γωνίας ‘XOY ορίζονται αντίστοιχα σηµεία A και B, έτσι ώστε
|OA|+ |OB| = λ να είναι σταθερό. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του µέσου του ευθυγράµµου τµήµατος
AB.
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Υπόδειξη : Θεώρησε το συµµετρικό K του O ως προς το µέσον I του AB. Στο τετράπλευρο OAKB οι
διαγώνιοι AB και OK διχοτοµούνται στο σηµείο I, άρα είναι παραλληλόγραµµο. ΄Ορισε επί των OX ,
OY αντίστοιχα τα σηµεία Γ και ∆, έτσι ώστε |OΓ| = |O∆| = λ. Προκύπτει τότε άµεσα ότι τα τρίγωνα
ΓAK και KB∆ είναι ισοσκελή και τα σηµεία ∆, K και Γ είναι επ᾿ ευθείας που κατασκευάζεται άµεσα
από τα δεδοµένα. Συνάγεται ότι το µέσον I της AB, που είναι και µέσον της OK, περιέχεται στην
ευθεία EZ που ενώνει τα µέσα E, Z των πλευρών του ισοσκελούς ΓO∆.
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Σχήµα 2.16.5: Ευθεία οριζόµενη από εξίσωση

΄Ασκηση 2.16.7 ∆ίδεται γωνία ‘XOY και σταθερός αριθµός δ. ∆είξε ότι, ο γεωµετρικός τόπος των
σηµείων P, για τα οποία οι αποστάσεις x = |PA|, y = |PB| από τις OX και OY αντίστοιχα, ικανοποιούν τις
εξισώσεις

x − y = δ, x + y = δ,

περιέχεται αντίστοιχα σε δύο ευθείες παράλληλες προς τις διχοτόµους της γωνίας‘XOY . Βρες τα σηµεία
τοµής αυτών των ευθειών µε τις πλευρές (ή προεκτάσεις) της γωνίας ‘XOY. Ποιες είναι οι ϑέσεις αυτών
των ευθειών όταν το δ = 0;

΄Ασκηση 2.16.8 Κατασκεύασε τραπέζιο του οποίου δίδονται τα µήκη τριών πλευρών και η γωνία των
µη παραλλήλων πλευρών του.

΄Ασκηση 2.16.9 Να κατασκευασθεί σηµείο X που απέχει απόσταση δ από δοθείσα ευθεία ε και ισαπέχει
από δύο άλλες ευθείες {ε′, ε′′}. Το ίδιο πρόβληµα να λυθεί και όταν η ε είναι κύκλος. Επίσης να
διερευνηθεί και στις δύο περιπτώσεις πότε ακριβώς υπάρχει λύση.

2.17 Σχόλια και ασκήσεις κεφαλαίου

΄Οµως το µυστικό του µεγαλοφυούς έργου τέχνης δεν παραδίδεται
έτσι στην επίθεση του πνεύµατος. Θα λέγαµε ότι ανθίσταται στη
ϐίαιη κατάκτηση και παραδίδεται µόνον σε όποιον επιλέγει. ΄Οπως
την επιστηµονική αλήθεια, χρειάζεται να το πλησιάσει κανείς µε
κοπιώδη προσοχή, χωρίς όµως την κατά µέτωπον έφοδο που
προτιµούν οι ϑηρευτές. Τα όπλα δεν το πτοούν : εάν είναι να
υποκύψει, ϑα το κάνει ίσως µπροστά στη στοχαστική λατρεία.

Ortega y Gasset, Σκέψεις για τον ∆ον Κιχώτη

Στα επόµενα, ως συνήθως, (α, &, γ), (a, b, c), (µA, µB, µΓ), (υA, υB, υΓ) και (δA, δB, δΓ) συµβολίζουν α-
ντίστοιχα τα µέτρα/µήκη των γωνιών, πλευρών, διαµέσων, υψών και διχοτόµων του τριγώνου ABΓ.
΄Ενα πρόβληµα που προκύπτει ϕυσιολογικά στο παρόν στάδιο της µελέτης είναι αυτό των κατασκευών
τριγώνων από τρία στοιχεία τους. Οι επόµενες λίστες δίνουν όλα τα δυνατά προβλήµατα που µπορούν
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να προκύψουν συνδυάζοντας τρία από τα προηγούµενα στοιχεία ([Fur37]). Το (*) σηµαίνει ότι η κα-
τασκευή δεν είναι δυνατή µε κανόνα και διαβήτη.

Α. Κατασκευές περιλαµβάνουσες δύο τουλάχιστον πλευρές
1. (a, b, c) ϐασική από τρεις πλευρές
2. (a, b, α), (a, b, γ) ϐασικές από δύο πλευρές και µία γωνία
3. (a, b, µA), (a, b, µΓ) δύο πλευρές, µία διάµεσος.
4. (a, b, υA), (a, b, υΓ) δύο πλευρές, ένα ύψος.
5. (a, b, δA)*, (a, b, δΓ) δύο πλευρές, µία διχοτόµος.

Β. Κατασκευές περιλαµβάνουσες µία ακριβώς πλευρά
1. (a, &, γ) ϐασική: 2 γωνίες, 1 πλευρά.
2. (a, α, µA), (a, α, µB), (a, &, µA), (a, &, µB), (a, &, µΓ) πλευρά, γωνία, διάµεσος
3. (a, α, υA), (a, α, υB), (a, &, υA), (a, &, υB), (a, &, υΓ) πλευρά, γωνία, ύψος
4. (a, α, δA), (a, α, δB)*,(a, &, δA)*,(a, &, δB), (a, &, δΓ) πλευρά, γωνία, διχοτόµος
5. (a, µA, µB), (a, µB, µΓ) πλευρά, δύο διάµεσοι
6. (a, µA, υA), (a, µA, υB), (a, µB, υA), (a, µB, υB), (a, µB, υΓ) πλευρά, διάµεσος, ύψος
7. (a, µA, δA), (a, µA, δB)*,(a, µB, δA)*,(a, µB, δB)*,(a, µB, δΓ)* πλευρά, διάµ., διχ.
8. (a, υA, υB), (a, υB, υΓ) πλευρά, δύο ύψη
9. (a, υA, δA), (a, υA, δB)*,(a, υB, δA)*,(a, υB, δB), (a, υB, δΓ) πλευρά, ύψος, διχοτόµος
10. (a, δA, δB)*,(a, δB, δΓ)* πλευρά, δύο διχοτόµοι

Γ. Κατασκευές περιλαµβάνουσες δύο τουλάχιστον γωνίες
1. (α, &, γ) από τρεις γωνίες (οµοιότητα)
2. (α, &, µA), (α, &, µΓ) δύο γωνίες, µία διάµεσος.
3. (α, &, υA), (α, &, υΓ) δύο γωνίες, ένα ύψος.
4. (α, &, δA), (α, &, δΓ) δύο γωνίες, µία διχοτόµος.

∆. Κατασκευές περιλαµβάνουσες µία ακριβώς γωνία και δευτερεύοντα στοιχεία
1. (α, µA, µB), (α, µB, µΓ) γωνία, δύο διάµεσοι
2. (α, µA, υA), (α, µA, υB), (α, µB, υA), (α, µB, υB), (α, µB, υΓ) γωνία, διάµεσος, ύψος
3. (α, µA, δA), (α, µA, δB)*,(α, µB, δA)*,(α, µB, δB)*,(α, µB, δΓ)* γωνία, διάµ., διχ.
4. (α, υA, υB), (α, υB, υΓ) γωνία, δύο ύψη
5. (α, υA, δA), (α, υA, δB)*,(α, υB, δA), (α, υB, δB), (α, υB, δΓ)* γωνία, ύψος, διχοτόµος
6. (α, δA, δB)*,(α, δB, δΓ)* γωνία, δύο διχοτόµοι

Ε. Κατασκευές µόνο από δευτερεύοντα στοιχεία
1. (µA, µB, µΓ) τρεις διάµεσοι
2. (µA, µB, υA), (µA, µB, υΓ), (µA, µB, δA)*,(µA, µB, δΓ)* δύο διάµεσοι+
3. (µA, υA, υB), (µA, υB, υΓ) διάµ., 2 ύψη
4. (µA, υA, δA), (µA, υA, δB)*, (µA, υB, δA)*,(µA, υB, δB)*, (µA, υB, δΓ)* διάµ., ύψος, διχ.
5. (µA, δA, δB)*, (µA, δB, δΓ)* διάµ., 2 διχ.
6. (υA, υB, υΓ) τρία ύψη
7. (υA, υB, δA)*,(υA, υB, δΓ) 2 ύψη, 1 διχ.
8. (υA, δA, δB)*,(υA, δB, δΓ)* ύψος, 2 διχ.
9. (δA, δB, δΓ)* τρεις διχοτόµοι

Στις παραπάνω λίστες, οι κατασκευές που χαρακτηρίζονται ως ϐασικές στηρίζονται άµεσα στα α-
ξιώµατα και έχουν ήδη εξετασθεί. Επίσης έχουν γίνει και κάπως πιο σύνθετες, όπως η (a, b, µΓ)
(΄Ασκηση 2.4.2), (a, µA, υA) (Κατασκευή 2.16.1) και (µA, υA, δA) (Κατασκευή 2.13.11). ΄Ολες οι κατα-
σκευές της λίστας (Α), εκτός των δύο τελευταίων, απαιτούν µόνο τις γνώσεις που αποκτήθηκαν µέχρι
τώρα. Επίσης εύκολες και προσιτές µε τις µέχρι τούδε γνώσεις είναι οι κατασκευές της λίστας (Γ).
Από τις υπόλοιπες, που κατασκευάζονται µε κανόνα και διαβήτη, η δυσκολία κυµαίνεται από το
πολύ απλό (π.χ. (a, &, µA)) έως το δύσκολο (π.χ. (α, µA, υA)). Οι γνώσεις που χρειάζονται για την
αντιµετώπισή τους (όσων κατασκευάζονται µε κανόνα και διαβήτη) περιέχονται στα τέσσερα πρώτα
κεφάλαια του ϐιβλίου. Καθώς προχωράµε σε αυτά, είναι ωφέλιµο και χρήσιµο να γυρνά κανείς σε
τούτες τις λίστες και να δοκιµάζει τις δυνάµεις του διαλέγοντας κάποιες κατασκευές, είτε στην τύχη,
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είτε ξαναπιάνοντας κάποιες, στις οποίες είχε στο παρελθόν αποτύχει.

Β Γ

Α

Δ
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Σχήµα 2.17.1: ρ + ρ′ + ρ′′ = |A∆| Σηµείο X µε |OX | = |AB|

΄Ασκηση 2.17.1 Ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ χωρίζεται µε το ύψος του A∆ σε δύο άλλα ορθογώνια τρίγωνα
(Σχήµα 2.17.1-Ι). ∆είξε ότι το άθροισµα των ακτίνων των εγγεγραµµένων κύκλων των τριών ορθογωνίων
τριγώνων ισούται µε το µήκος |A∆|.

΄Ασκηση 2.17.2 Μεταβλητό σηµείο A κύκλου O(ρ) προβάλλεται στο σηµείο B σταθερής διαµέτρου
Γ∆ (Σχήµα 2.17.1-ΙΙ). Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του σηµείου X της ακτίνας OA, για το οποίο
|OX | = |AB|.
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Σχήµα 2.17.2: Κατασκευή τετραπλεύρου Μη τεµνόµενοι κύκλοι

΄Ασκηση 2.17.3 Κατασκεύασε τετράπλευρο του οποίου δίδονται τα µήκη των πλευρών και του οποίου
η µία διαγώνιος διχοτοµεί τη µία από τις προσκείµενες σε αυτήν γωνίες.

Υπόδειξη : Αν η AΓ διχοτοµεί τη γωνία στο Γ, ϑεώρησε το συµµετρικό E του B ως προς AΓ (Σχήµα
2.17.2-Ι). Το τρίγωνο AE∆ κατασκευάζεται. Το πρόβληµα έχει άπειρες λύσεις αν τα σηµεία E, ∆
συµπίπτουν.

΄Ασκηση 2.17.4 ∆ίδεται κυρτό τετράπλευρο ABΓ∆. Κατασκεύασε µη τεµνόµενους κύκλους διερχόµε-
νους από τα Ϲεύγη σηµείων (A,Γ) και (B,∆) αντίστοιχα (Σχήµα 2.17.2-ΙΙ)([Cox67, σ. 58]).

΄Ασκηση 2.17.5 Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του ορθοκέντρου και του εγκέντρου τριγώνου ABΓ,
του οποίου η ϐάση BΓ µένει σταθερά και η γωνία α έχει σταθερό µέτρο.

΄Ασκηση 2.17.6 Αρίθµησε διαδοχικά τις γωνίες ενός κυρτού πολυγώνου µε άρτιο πλήθος πλευρών
εγγεγραµµένου σε κύκλο. ∆είξε ότι το άθροισµα των γωνιών άρτιας τάξεως ισούται µε το άθροισµα των
γωνιών περριτής τάξεως.
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Σχήµα 2.17.3: Εγγεγραµµένο παραλληλόγραµµο Τετράπλευρο µε ίσες πλευρές

΄Ασκηση 2.17.7 Σε ορθογώνιο παραλληλόγραµµο ABΓ∆ ϕέρνουµε δύο παράλληλες προς µία διαγώ-
νιό του B∆, σε ίση απόσταση δ από αυτήν. ∆είξε ότι σχηµατίζεται εγγεγραµµένο παραλληλόγραµµο
EZHΘ µε περίµετρο ανεξάρτητη του δ και ίση µε 2|B∆| (Σχήµα 2.17.3-Ι).

΄Ασκηση 2.17.8 Τετράπλευρο ABΓ∆ έχει δύο απέναντι πλευρές ίσες. ∆είξε ότι η ευθεία MN των µέσων
των µη ίσων πλευρών σχηµατίζει ίσες γωνίες µε τις ίσες πλευρές (Σχήµα 2.17.3-ΙΙ).
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Σχήµα 2.17.4: Κάθετες σε διαγώνιες κανονικών πολυγώνων

΄Ασκηση 2.17.9 ∆είξε ότι, η κάθετη από µια κορυφή Γ κανονικού πολυγώνου σε µια διαγώνιό του AB,
διέρχεται από µιαν άλλη κορυφή του πολυγώνου, αν αυτό έχει άρτιο αριθµό πλευρών (Σχήµα 2.17.4-Ι).
Αν το πολύγωνο έχει περιττό αριθµό πλευρών, τότε η κάθετη διέρχεται από το µέσον E του τόξου του
περιγεγραµµένου κύκλου του που ορίζεται από µια πλευρά του ZH (Σχήµα 2.17.4-ΙΙ).

Υπόδειξη : Για άρτιο αριθµό πλευρών 2n ισχύει (Σχήµα 2.17.4-Ι):

‘∆ΓB = 90◦ −‘∆BΓ = 90◦ − k
n
· 90◦ = (n − k) · 90◦

n
,

όπου k ακέραιος. Ανάλογη και η απόδειξη για περιττό αριθµό πλευρών.

΄Ασκηση 2.17.10 ∆είξε ότι το άθροισµα των υψών ενός τριγώνου είναι µικρότερο της περιµέτρου του.
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Σχήµα 2.17.5: Ορθογώνιο από a, |& − γ | Κατασκευή από (a, b + c, &)
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΄Ασκηση 2.17.11 Να κατασκευασθεί ορθογώνιο τρίγωνο από το µήκος της υποτείνουσας a = |BΓ| και
τη διαφορά των γωνιών |& − γ |.
Υπόδειξη : Φέρε τη |BA′| = |AΓ| (Σχήµα 2.17.5-Ι). Το ισοσκελές τραπέζιο AA′ΓB κατασκευάζεται από
τα δεδοµένα.

΄Ασκηση 2.17.12 Να κατασκευασθεί τρίγωνο από τα µήκη a = |BΓ|, b + c = |AΓ| + |AB| και τη γωνία
στο B.

Υπόδειξη : Στην προέκταση της BA προς το A πάρε Γ′ έτσι ώστε |AΓ′| = |AΓ| (Σχήµα 2.17.5-ΙΙ). Το
τρίγωνο BΓΓ′ κατασκευάζεται.

΄Ασκηση 2.17.13 ∆είξε ότι σε τρίγωνο ABΓ του οποίου είναι γνωστή η γωνία στο A, τα µήκη b + c και
υB + υΓ προσδιορίζονται το ένα από το άλλο.
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Σχήµα 2.17.6: Σχέση b + c και υB + υΓ Σχέση |b − c| και υB − υΓ

Υπόδειξη : Από το Γ ϕέρε παράλληλο ΓΓ′′ προς το ύψος υB, µήκους υΓ και προσδιόρισε το Γ′′ (Σχήµα
2.17.6-Ι). Από το Γ′′ ϕέρε παράλληλο προς την AΓ τέµνουσα την AB στο A′. ∆είξε ότι η A′Γ είναι
διχοτόµος της γωνίας στο A′ και, εποµένως, b = |AΓ| = |AA′| και |BA′| = b + c. Τα δύο προς σύγκριση
µήκη είναι πλευρές ορθογωνίου τριγώνου B∆A′ µε γνωστές γωνίες.

΄Ασκηση 2.17.14 ∆είξε ότι, σε τρίγωνο ABΓ του οποίου είναι γνωστή η γωνία στο A, τα µήκη |b − c| και
|υB − υΓ | προσδιορίζονται το ένα από το άλλο (Σχήµα 2.17.6-ΙΙ).

΄Ασκηση 2.17.15 Να κατασκευασθεί τρίγωνο από τα στοιχεία του (a = |BΓ|, α, υB + υΓ), καθώς και
από τα (α, |a − b|, υB + υΓ).

΄Ασκηση 2.17.16 Να κατασκευασθεί τρίγωνο από τα στοιχεία του (a = |BΓ|, γ, υB+υΓ), καθώς και από
τα (a = |BΓ|, γ, υB − υΓ)
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Σχήµα 2.17.7: Βλέποντας τµήµατα υπό ίσες γωνίες |EZ | = |AB|

΄Ασκηση 2.17.17 ∆οθέντων δύο ίσων ευθυγράµµων τµηµάτων AB, AΓ, να ϐρεθεί σηµείο ∆ επί δοθέ-

ντος κύκλου κ έτσι ώστε οι γωνίες ‘A∆B και ‘B∆Γ να είναι ίσες. Να εξετασθεί πότε υπάρχει λύση του
προβλήµατος (Σχήµα 2.17.7-Ι).
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΄Ασκηση 2.17.18 Κατασκευάζουµε κύκλους µε διάµετρο, αντίστοιχα, τις απέναντι πλευρές A∆, BΓ
ορθογωνίου ABΓ∆. ∆είξε ότι η εσωτερική κοινή εφαπτόµενη των δύο κύκλων (όταν υπάρχει), ορίζει
τµήµα EZ ίσο προς την πλευρά AB του ορθογωνίου (Σχήµα 2.17.7-ΙΙ).
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Σχήµα 2.17.8: Κορυφές επί ευθειών Κορυφές επί ευθείας και κύκλου

΄Ασκηση 2.17.19 Να κατασκευασθεί τρίγωνο ABΓ µε δοθείσες γωνίες, του οποίου οι κορυφές A, B, Γ
να περιέχονται αντίστοιχα σε τρεις ευθείες α, &, γ.

Υπόδειξη : Θεώρησε τυχόν σηµείο Γ της γ και τρίγωνα ΓA′B′ µε γωνίες ίσες αντίστοιχα µε τις δοθείσες
και την κορυφή A′ επί της α (Σχήµα 2.17.8-Ι). Τότε (Θεώρηµα 2.14.3) η κορυφή B′ περιέχεται πάντοτε
σε σταθερή ευθεία ε. Θεώρησε το σηµείο τοµής B της ε και της & και όρισε το τρίγωνο ABΓ.

΄Ασκηση 2.17.20 Να κατασκευασθεί τρίγωνο ABΓ µε δοθείσες γωνίες, του οποίου η κορυφή A είναι
σταθερό σηµείο, η κορυφή B να περιέχεται σε ευθεία ε και η κορυφή Γ να περιέχεται σε κύκλο κ (Σχήµα
2.17.8-ΙΙ).

΄Ασκηση 2.17.21 Γωνία ‘XOY σταθερού µέτρου ω και µε κορυφή στο σταθερό σηµείο O µεταβάλλεται
έτσι ώστε τα X, Y να περιέχονται σε σταθερό κύκλο κ. Για κάθε ϑέση της γωνίας ϑεωρούµε το σηµείο
Y ′ στην προέκταση της OX αντίρροπα προς το OX και έτσι ώστε |OY ′| = |OY |. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός
τόπος του Y ′.

Υπόδειξη : Κύκλος ίσος προς τον κ.
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Σχήµα 2.17.9: Σηµεία επαφής τριών κύκλων

΄Ασκηση 2.17.22 ∆ίδονται τρεις κύκλοι α(A), &(B), γ(Γ) εφαπτόµενοι σε τρία διαφορετικά σηµεία Θ,
H, Z (Σχήµα 2.17.9). ∆είξε ότι τα δεύτερα σηµεία τοµής E, Z των HΘ, ZΘ ορίζουν στον κύκλο γ
αντιδιαµετρικά σηµεία ∆, E (δες και ΄Ασκηση 7.11.2).

Η επόµενη άσκηση ([Cox48], [Eng98, σ. 43]) προτάθηκε από τον Sylvester (1814-1897) το 1893 και
λύθηκε µετά από 40 χρόνια !



130 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΚΥΚΛΟΣ ΚΑΙ ΠΟΛΥΓΩΝΑ

΄Ασκηση 2.17.23 ∆ίδονται ν σηµεία µε την ιδιότητα : Κάθε ευθεία που ενώνει δύο από αυτά περιέχει
και ένα τρίτο από αυτά. ∆είξε ότι και τα ν σηµεία περιέχονται σε µία ευθεία.
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Σχήµα 2.17.10: ν συνευθειακά σηµεία |PE| + |PZ | = |MA|

Υπόδειξη : ΄Εστω ότι δεν ισχύει το συµπέρασµα. Τότε υπάρχουν σηµεία A, B, Γ έτσι ώστε η απόσταση
|A∆| του A από το BΓ να είναι η ελάχιστη δυνατή για όλες τις τριάδες που σχηµατίζονται επιλέγοντας
από τα ν σηµεία (Σχήµα 2.17.10-Ι). ΄Εστω ότι η BΓ περιέχει ένα ακόµη σηµείο, το E. Τότε δύο
τουλάχιστον σηµεία από τα B, Γ, E ϑα περιέχονται στην BΓ και από την ίδια µεριά του ∆. Ας
υποθέσουµε ότι τα B, Γ περιέχονται από την ίδια µεριά του ∆ και κατά τη διάταξη B, Γ, ∆. Τότε η
απόσταση του Γ από την AB ϑα είναι µικρότερη από την |A∆|, πράγµα που αντιφάσκει στην υπόθεση.

΄Ασκηση 2.17.24 ∆είξε ότι κάθε σηµείο P της περιµέτρου ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου προ-
ϐάλλεται παράλληλα προς τις διαγώνιες σε δύο σηµεία αυτών E και Z έτσι ώστε |PE|+ |PZ | = |MA|, όπου
M το σηµείο τοµής των διαγωνίων. Αντίστροφα, αν σηµείο P προβάλλεται παράλληλα προς τις πλευρές
γωνίας ‘AMB σε σηµεία τους E, Z έτσι ώστε |PE| + |PZ | = κ, όπου κ σταθερά, τότε το P περιέχεται στην
περίµετρο ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου (Σχήµα 2.17.10-ΙΙ).
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Σχήµα 2.17.11: Υποδείξεις µέσω των σχηµάτων

΄Ασκηση 2.17.25 Κατασκεύασε τετράγωνο του οποίου οι δύο διαδοχικές πλευρές να διέρχονται από
δοθέντα σηµεία B, Γ και η κορυφή που περιέχεται στις άλλες δύο να είναι δοθέν σηµείο ∆ (Σχήµα
2.17.11-Ι).

΄Ασκηση 2.17.26 Σε δοθέντα κύκλο να εγγραφεί ορθογώνιο παραλληλόγραµµο που έχει δοθείσα
περίµετρο (Σχήµα 2.17.11-ΙΙ).

΄Ασκηση 2.17.27 Τριγώνου ABΓ η ϑέση και το µέγεθος της ϐάσης BΓ και το µέτρο της γωνίας α =‘BAΓ
µένουν σταθερά. Να ευρεθεί ο γεωµετρικός τόπος της προβολής του µέσου M της BΓ στην διχοτόµο από
το A (Σχήµα 2.17.11-ΙΙΙ).

΄Ασκηση 2.17.28 ∆οθέντος τριγώνου ABΓ να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων P του επιπέδου,
για τα οποία οι κάθετες στις PA, PB, PΓ στα A, B, Γ αντιστοίχως, συντρέχουν σε κοινό σηµείο.
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Σχήµα 2.17.12: Χαρακτηρισµός ορθογωνίου Γωνίες από µεταβλητή χορδή

Υπόδειξη : Ο περιγεγραµµένος κύκλος του ABΓ .

΄Ασκηση 2.17.29 ∆είξε ότι (εκτός των ισοσκελών) το ορθογώνιο τρίγωνο, χαρακτηρίζεται από το ότι
το ύψος και η διάµεσος από την ορθή γωνία του είναι ίσον κεκλιµµένες προς την αντίστοιχη διχοτόµο
(Σχήµα 2.17.12-Ι).

΄Ασκηση 2.17.30 Από το κοινό σηµείο ∆ δύο κύκλων µε κέντρα B και Γ ϕέρνουµε ευθεία που τους
τέµνει στα E και Z. Επίσης στο άλλο κοινό σηµείο A των δύο κύκλων ϕέρνουµε τις εφαπτόµενες AI και
AH των δύο κύκλων. ∆είξε ότι (Σχήµα 2.17.12-ΙΙ):

1. Η γωνία‘IAH είναι παραπληρωµατική της‘EAZ.
2. Εάν M, K είναι τα σηµεία τοµής των κύκλων αντίστοιχα µε τις ∆H, I∆ και MO, HO εφαπτόµενες

αντίστοιχα στα M, H, τότε το OMAH είναι εγγράψιµο.

3. Η γωνία‘I∆H έχει µέτρο‘I∆H = 2‘EAZ.
Υπόδειξη : ∆ες τις ασκήσεις 2.13.12, 2.13.13. Για το (3): ‘I∆H = Î∆A +‘A∆H = 1

2 (ÎΓA +‘ABΘ) κ.λπ.
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Σχήµα 2.17.13: Κατασκευή ισοσκελούς, Κατασκευή τετραπλεύρου

΄Ασκηση 2.17.31 Κατασκεύασε ισοσκελές τρίγωνο ABΓ µε ϐάση AB, του οποίου δίδεται το µήκος του
ύψους AE και το µήκος της διαµέσου AN.

Υπόδειξη : Από τα δεδοµένα κατασκευάζεται το ορθογώνιο τρίγωνο AEN (Σχήµα 2.17.13-Ι). Το σηµείο
τοµής των διαµέσων ∆ είναι γνωστό σηµείο της AN και |∆A| = |∆B|. Εποµένως, το B ευρίσκεται ως
τοµή του κύκλου µε ακτίνα ∆A µε την ευθεία EN .
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΄Ασκηση 2.17.32 Κατασκεύασε τετράπλευρο ABΓ∆, του οποίου δίδονται τα µήκη των διαγωνίων {AΓ, B∆}
και τα µέτρα των γωνιών του.

Υπόδειξη : Από τα δεδοµένα κατασκευάζονται οι κύκλοι (AΓ∆) και (ABΓ ) διότι τα ∆ και B ϐλέπουν υπό
δοθείσες γωνίες το δοθέν AΓ (Σχήµα 2.17.13-ΙΙ). Προεκτείνοντας τις BA και BΓ ορίζουµε τα σηµεία Z
και E του κύκλου (AΓ∆). Στον κατασκευασθέντα κύκλο (AΓ∆) οι γνωστές γωνίες‘ZA∆ και ‘EΓ∆ ορίζουν
κατασκευάσιµα µήκη |∆Z |, |∆E|. Συνεπώς, το τρίγωνο ∆EZ κατασκευάζεται. Το B προσδιορίζεται ως
τοµή του κύκλου που ϐλέπει το EZ υπό δοθείσα γωνία B̂ και του κύκλου ∆(∆B).

΄Ασκηση 2.17.33 Κατασκεύασε τρίγωνο ABΓ , του οποίου δίδεται η διχοτόµος A∆ και οι ακτίνες των
περικύκλων των τριγώνων {AB∆, AΓ∆}.

΄Ασκηση 2.17.34 ∆ίδονται δύο κύκλοι τεµνόµενοι στα σηµεία {A, B}. Να αχθεί από το A ευθεία που
τέµνει τους κύκλους στα δεύτερα σηµεία {Γ,∆}, έτσι ώστε το A να είναι το µέσον του ευθυγράµµου
τµήµατος Γ∆.

΄Ασκηση 2.17.35 Κατασκεύασε τρίγωνο ABΓ , του οποίου δίδεται η διάµεσος A∆ και οι ακτίνες των
περικύκλων των τριγώνων AB∆ και AΓ∆.

΄Ασκηση 2.17.36 Κατασκεύασε ορθογώνιο παραλληλόγραµµο ABΓ∆, του οποίου δίδεται το µήκος της

διαγωνίου AΓ και η διαφορά των γωνιών‘ΓAB και‘ΓA∆.
΄Ασκηση 2.17.37 ∆οθέντων δύο σηµείων A και B και κύκλου κ(O, ρ) έτσι ώστε τα A, B και O να µην
είναι συνευθειακά, να αχθούν δύο παράλληλες AX και BY έτσι ώστε να αποτέµνουν από τον κύκλο
δύο ίσες χορδές. Να εξετασθεί πότε το πρόβληµα έχει λύση.
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Σχήµα 2.17.14: Τοµή στην διαγώνιο Τµήµα µεταξύ δύο κύκλων

΄Ασκηση 2.17.38 Από δοθέν σηµείο E εντός τετραγώνου ABΓ∆ ϕέρνουµε τέµνουσα αυτό στα σηµεία
Z, H (Σχήµα 2.17.14-Ι). ∆είξε ότι οι κύκλοι (∆ZE), (EHB) τέµνονται σε σηµείο Θ µιας διαγωνίου του
τετραγώνου.

΄Ασκηση 2.17.39 ∆ίδονται δύο κύκλοι κ, λ τεµνόµενοι στα σηµεία E, Z. Να αχθεί τέµνουσα αυτούς
ευθεία EB διά του E, έτσι ώστε το τµήµα BΓ που ορίζεται επ᾿ αυτής από τα δεύτερα σηµεία τοµής της µε
τους κύκλους να έχει δοθέν µήκος δ.

Υπόδειξη : Αν κ(P), λ(O) οι κύκλοι, ϑεώρησε µεταβλητή ευθεία διά του E τέµνουσα αυτούς αντίστοιχα
στα Γ, B (Σχήµα 2.17.14-ΙΙ). Σχηµάτισε το παραλληλόγραµµο OBΓ∆. Η κορυφή του ∆ περιέχεται σε
κύκλο ν και η Ϲητούµενη τέµνουσα λαµβάνεται όταν το ∆ συµπέσει µε ένα από τα σηµεία τοµής I, K
του κύκλου ν µε τον κύκλο µ(O, δ).
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Σχήµα 2.17.15: Παραλληλόγραµµο και ϱόµβος Τόπος τοµής (∆) ίσων κύκλων

΄Ασκηση 2.17.40 Θεώρησε τα τέσσερα τρίγωνα που ορίζονται από τις πλευρές παραλληλογράµµου
ABΓ∆ και το σηµείο E τοµής των διαγωνίων του (Σχήµα 2.17.15-Ι). ∆είξε ότι τα κέντρα των εγγεγραµµένων
κύκλων αυτών των τριγώνων σχηµατίζουν ϱόµβο ZHΘI. Εξέτασε πότε ο ϱόµβος αυτός είναι τετράγωνο.

΄Ασκηση 2.17.41 Τα AB, BΓ είναι διαδοχικά ευθύγραµµα τµήµατα της ίδιας ευθείας. Κατασκευάζουµε
ίσους κύκλους που έχουν, αντίστοιχα, τα AB, BΓ ως χορδές. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του άλλου
σηµείου τοµής τους ∆ (Σχήµα 2.17.15-ΙΙ).

΄Ασκηση 2.17.42 Κατασκεύασε τρίγωνο ABΓ που έχει µεσοκάθετες των πλευρών του δοθείσες ευθείες
α, &, γ, διερχόµενες από κοινό σηµείο O.

΄Ασκηση 2.17.43 Οι κύκλοι {κ1, κ2} τέµνονται στα σηµεία {A, B}, από τα οποία διέρχονται αντίστοιχα
οι ευθείες {α, &}. Αυτές ξανατέµνουν τους κύκλους, αντίστοιχα, στα σηµεία {A1, A2} η α και {B1, B2} η &.
∆είξε ότι οι ευθείες {A1B1, A2B2} είναι παράλληλες. Τι συµβαίνει όταν τα σηµεία {A1, B1} συµπίπτουν
(΄Ασκηση 2.13.18);
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Σχήµα 2.17.16: Εφτά ίσα κανονικά εξάγωνα µέσα σε κύκλο

΄Ασκηση 2.17.44 Σε δοθέντα κύκλο κ να εγγραφούν εφτά ίσα κανονικά εξάγωνα (από τη Συναγωγή
του Πάππου [Πάπ76, σ. 1097]) (Σχήµα 2.17.16).

Υπόδειξη : Στο σχήµα 2.17.16-Ι το A κατασκευάζεται διότι ϐλέπει το B∆ υπό γωνία 60◦ και |∆B|/|BΓ| =
2 (απόδειξη του Πάππου). Ανάλογη απόδειξη στο σχήµα 2.17.16-ΙΙ, στο οποίο |AΓ|/|ΓB| = 2.

΄Ασκηση 2.17.45 ∆ίδεται ευθεία ε και σηµείο της M, καθώς και σηµείο H εκτός της ευθείας. Να
κατασκευασθεί τρίγωνο ABΓ του οποίου η ϐάση BΓ να περιέχεται στην ε και να έχει µέσον το M,
ορθόκεντρο το H και οι γωνίες στη ϐάση του να ικανοποιούν τη σχέση & − α = 90◦.

΄Ασκηση 2.17.46 Η ευθεία ε διέρχεται από την κορυφή A του ισοκελούς τριγώνου ABΓ. Να ευρεθεί
σηµείο M της ε για το οποίο η απόσταση |MB| + |MΓ| είναι η ελάχιστη δυνατή. Να ευρεθεί κατόπιν ο
γεωµετρικός τόπος αυτών των σηµείων M όταν η ε περιστρέφεται περί το A.
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Σχήµα 2.17.17: Τρίγωνα µε κοινό κέντρο ϐάρους (κεντροειδές)

΄Ασκηση 2.17.47 ∆οθέντων δύο τριγώνων ABΓ και A′B′Γ′, κατασκευάζουµε τρίτο A′′B′′Γ′′ ως εξής :
Από την κορυφή Γ ϕέρουµε παράλληλο και ίσο τµήµα ΓB′′ προς το A′B′, από την A παράλληλο και
ίσο AΓ′′ προς τη B′Γ′ και από τη B παράλληλο και ίσο BA′′ προς τη Γ′A′. ∆είξε ότι το τρίγωνο A′′B′′Γ′′
έχει το ίδιο κεντροειδές M µε το ABΓ.

Υπόδειξη : Από το A′′ ϕέρε παράλληλο και ίσο A′′N προς το ΓB′′ (Σχήµα 2.17.17). Το τρίγωνο BA′′N
είναι ίσο προς το Γ′A′B′, άρα η BN είναι παράλληλη και ίση της Γ′′A. Το κέντρο ϐάρους των A′′B′′Γ′′
και ABΓ συµπίπτει µε αυτό του Γ′′ΓN .
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Σχήµα 2.17.18: Τετράπλευρο εφαπτοµένων Τρεις ίσοι κύκλοι

΄Ασκηση 2.17.48 ∆ύο κύκλοι εφάπτονται µεταξύ τους στο σηµείο E. ∆είξε ότι το τετράπλευρο ABΓ∆,
µε κορυφές τα σηµεία επαφής τους µε τις κοινές τους εφαπτόµενες, είναι περιγράψιµο κύκλου κέντρου
E (Σχήµα 2.17.18-Ι).

΄Ασκηση 2.17.49 Με ακτίνα το σκέλος r = |AB| ισοσκελούς τριγώνου ABΓ γράφουµε κύκλους µε
κέντρα τα A, B,Γ. ∆είξε ότι τα σηµεία τοµής αυτών των κύκλων σχηµατίζουν δύο ισόπλευρα τρίγωνα
∆EZ και ∆HΘ (Σχήµα 2.17.18-ΙΙ).

Υπόδειξη : Λόγω συµµετρίας το ZE∆ είναι ισοσκελές, |∆Z | = |∆E|. ∆είξε ακόµη ότι τα τρίγωνα EΓZ και
EΓ∆ είναι ίσα και η γωνία ‘ΓEZ είναι 30◦.

΄Ασκηση 2.17.50 Να κατασκευασθεί τετράπλευρο του οποίου δίδονται τα µέτρα δύο απέναντι γωνιών
του, τα µήκη των διαγωνίων του και το µέτρο της γωνίας τους.
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Σχήµα 2.17.19: Τρίγωνα διχοτόµων ΄Αθροισµα αποστάσεων

΄Ασκηση 2.17.51 ∆οθέντος τριγώνου ABΓ, τα σηµεία A′, B′ και Γ′ ορίζονται ως οι τοµές των διχοτόµων
του ABΓ µε τον περίκυκλο αυτού. ∆είξε ότι το τρίγωνο A′B′Γ′ έχει τις διχοτόµους του ABΓ ως ύψη
(Σχήµα 2.17.19-Ι).

΄Ασκηση 2.17.52 ∆είξε ότι, για τυχόν σηµείο P στο εσωτερικό κανονικού πολυγώνου το άθροισµα των
αποστάσεών του από τις πλευρές του πολυγώνου είναι σταθερό.

Υπόδειξη : ∆είξε πρώτα, χρησιµοποιώντας την άσκηση 2.5.1, ότι αυτό το άθροισµα αποστάσεων δεν
µεταβάλλεται, εάν το σηµείο P κινείται επί ευθείας ε, που είναι παράλληλη προς κάποια πλευρά
του πολυγώνου (Σχήµα 2.17.19-ΙΙ). ΄Αφησε κατόπιν το P να πάρει τη ϑέση της προβολής P0 επί της
ε παράλληλα προς µίαν άλλη πλευρά του πολυγώνου, του κέντρου O του πολυγώνου. Εφάρµοσε
κατόπιν την ίδια παρατήρηση στην ευθεία P0O, δείχνοντας έτσι, ότι αυτό το άθροισµα είναι ίσο µε
το άθροισµα των αποστάσεων του κέντρου O από τις πλευρές του πολυγώνου (εναλλακτικά, δες την
άσκηση 3.14.19).
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Σχήµα 2.17.20: Τέµνουσα παραλλήλων Γεωµετρικός τόπος

΄Ασκηση 2.17.53 Από το σηµείο O εκτός των παραλλήλων {ε, ε′} άγονται ευθείες τέµνουσες τις πα-
ϱάλληλες αντίστοιχα σε σηµεία {M, N}. Να ϐρεθεί η τέµνουσα για την οποία οι αποστάσεις {|AM |, |AN |}
από το σταθερό σηµείο A είναι ίσες (Σχήµα 2.17.20-Ι).

΄Ασκηση 2.17.54 Η ευθεία ε διέρχεται από το κέντρο του κύκλου κ(O). Για κάθε σηµείο P της ε,
εξωτερικό του κύκλου, ϕέρουµε την εφαπτόµενη tP του κ από το P στο ίδιο πάντα µέρος της ε. Να ϐρεθεί
ο τόπος της προβολής A του κέντρου O του κ στη διχοτόµο dP της γωνίας των ευθειών {ε, tP } (Σχήµα
2.17.20-ΙΙ).

΄Ασκηση 2.17.55 Τα τρίγωνα {ABΓ, A′B′Γ′} έχουν κοινό περίκυκλο κ. Το πρώτο παραµένει σταθερό
και το δεύτερο περιστρέφεται µέσα στον κύκλο παραµένοντας ίσο προς εαυτό. ∆είξε ότι οι ευθείες
{AA′, BB′,ΓΓ′} είναι πλευρές ενός τριγώνου A′′B′′Γ′′ µε σταθερές γωνίες και οι κορυφές του κινούνται
σε τρεις κύκλους {κ1, κ2, κ3} που διέρχονται από κοινό σηµείο ∆ (Σχήµα 2.17.21-Ι).
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Σχήµα 2.17.21: Σταθερές γωνίες Τοµή επί κύκλου

Υπόδειξη : Εφάρµοσε την άσκηση 2.13.17.

΄Ασκηση 2.17.56 Στο τρίγωνο ABΓ η διχοτόµος στο B και η ευθεία ∆E, που ενώνει τα σηµεία επαφής
των AB, AΓ µε τον εγγεγραµµένο κύκλο, τέµνονται στο σηµείο Z. ∆είξε ότι το Z είναι επί του κύκλου µε
διάµετρο τη BΓ (Σχήµα 2.17.21-ΙΙ).
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Σχήµα 2.17.22: Μεταβλητοί κύκλοι

΄Ασκηση 2.17.57 ∆ίδεται ορθογώνιο ABΓ∆, και σταθερό σηµείο E της πλευράς Γ∆ (Σχήµα 2.17.22-Ι).
Για κάθε σηµείο X της ευθείας AB ορίζουµε την κάθετη προβολή Y του B στην ευθεία EX και τον κύκλο
κ = (AXY ). ∆είξε ότι
1. Οι κύκλοι κ διέρχονται όλοι από σταθερό σηµείο I της διαγωνίου AΓ.
2. Εάν H είναι η τοµή των {EE′, BY } και Z το δεύτερο σηµείο τοµής των κύκλων {κ, λ = (EYH)}, τότε

η ευθεία ZY διέρχεται από σταθερό σηµείο K του κύκλου µ.

Υπόδειξη : Για το (1) όρισε το σηµείο τοµής M των ευθειών {A∆, BY } και δες ότι το M περιέχεται στον
κ = (AXY ). Το Y περιέχεται επίσης στον κύκλο µ = (BΓEE′). Εάν I είναι το δεύτερο σηµείο τοµής
των κύκλων {κ, µ}, δείξε ότι το I περιέχεται στην AΓ.

Για το (2) δες ότι ÎYK =‘ΓAE, που είναι σταθερή γωνία.

΄Ασκηση 2.17.58 Τα σηµεία {N, E} στις πλευρές {AB, AΓ} του τριγώνου ABΓ είναι σταθερά και το X
κινείται στην ευθεία BΓ (Σχήµα 2.17.22-ΙΙ). ∆είξε ότι η κοινή χορδή XK των κύκλων & = (BXN) και
γ = (XΓE) διέρχεται από σταθερό σηµείο I της παραλλήλου της BΓ από το A.

΄Ασκηση 2.17.59 ∆είξε ότι ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο, τότε και µόνον τότε, όταν έχει
κέντρο συµµετρίας.

Υπόδειξη : Συνδύασε την άσκηση 2.6.5 και την ΄Ασκηση 2.9.3.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Εµβαδά, Θαλής, Πάππος, Πυθαγόρας

3.1 Εµβαδόν πολυγώνων

΄Οτι δεν δύναµαι να γνωρίσω καµία ουσία, γιατί δεν δύναµαι να έχω ιδέες
παρά µόνο των ιδιοτήτων τους, και ότι χίλιες ιδιότητες ενός πράγµατος δεν
µπορούν να µου µάθουν τη ϐαθύτερη ϕύση αυτού του πράγµατος, που
είναι δυνατόν να έχει χίλιες άλλες ιδιότητες τις οποίες αγνοώ.

Βολταίρος, Ο αδαής Φιλόσοφος

Μετά τα µήκη ευθυγράµµων τµηµάτων και τα µέτρα γωνιών, το τρίτο µέγεθος που µετράµε στην
Ευκλείδεια Γεωµετρία του επιπέδου είναι τα εµβαδά πολυγώνων. Το εµβαδόν ενός κυρτού πολυγώνου
Π είναι ένα ϑετικός αριθµός ϸ(Π)> 0 για τον οποίον απαιτούµε τις επόµενες ιδιότητες.

Ιδιότητα 3.1.1 ∆ύο ίσα πολύγωνα έχουν ίσα εµβαδά.
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Σχήµα 3.1.1: ϸ(ABΓZH)+ ϸ(Γ∆EZ) = ϸ(ABΓ∆EZH) ϸ(ABΓ∆) < ϸ(ZHΘIK)

Ιδιότητα 3.1.2 ΄Ενα πολύγωνο Π που συντίθεται από άλλα {Π ′,Π ′′, ...}, πεπερασµένα το πλήθος
πολύγωνα που δεν αλληλοεπικαλύπτονται, έχει εµβαδόν το άθροισµα των εµβαδών των πολυγώνων
(Σχήµα 3.1.1-Ι)

ϸ(Π) = ϸ(Π ′) + ϸ(Π ′′) + ...

.



138 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΕΜΒΑ∆Α, ΘΑΛΗΣ, ΠΑΠΠΟΣ, ΠΥΘΑΓΟΡΑΣ

Στο σχήµα 3.1.1-Ι, τα δύο πολύγωνα ABΓZH και Γ∆EZ έχουν κοινή πλευρά τη ΓZ και σχηµατίζουν
το νέο πολύγωνο ABΓ∆EZH .

Ιδιότητα 3.1.3 ΄Ενα πολύγωνο Π , που περιέχεται µέσα σε ένα άλλο Π ′, έχει µικρότερο εµβαδόν
(Σχήµα 3.1.1-ΙΙ): ϸ(Π)<ϸ(Π ′.)

Ιδιότητα 3.1.4 Το εµβαδόν του τετραγώνου µε πλευρά τη µονάδα µήκους είναι ένα.

Σχόλιο-1 ΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω, οι τέσσερις αυτές ιδιότητες που απαιτούµε από το εµβαδόν, κα-
ϑορίζουν πλήρως τη µορφή του και για ορθογώνια παραλληλόγραµµα οδηγούν στο γνωστό τύπο που
το εκφράζουν ως γινόµενο των µηκών των πλευρών του. Είναι, συνεπώς, η ύπαρξή του µια συνέπεια
των αξιωµάτων. Γι᾿ αυτό το λόγο οµιλώ για τις «ιδιότητες» και όχι για τα «αξιώµατα» του εµβαδού. Θα
µπορούσα να πω και «αξιώµατα» που πρέπει να ικανοποιεί η συνάρτηση του εµβαδού, που όµως, δεν
συγκαταλέγονται στα «αξιώµατα της γεωµετρίας».

Σχόλιο-2 Η ιδιότητα 3.1.2 ϑα µπορούσε να αναχθεί µε επαγωγή στην αντίστοιχη προσθετικότητα
των εµβαδών για πολύγωνα που συντίθενται από δύο µόνο άλλα πολύγωνα. Επίσης η ιδιότητα 3.1.3
είναι συνέπεια της ιδιότητας 3.1.2 και ϑα µπορούσε να αποδειχθεί από τις άλλες ιδιότητες. Ωστόσο η
απόδειξη περιλαµβάνει αρκετά λεπτά σηµεία, που στα πρώτα στάδια της γνωριµίας µε τη γεωµετρία
δεν είναι ανάγκη να αναλυθούν περαιτέρω.

Σχόλιο-3 Αξίζει να παρατηρήσουµε τις οµοιότητες που παρουσιάζουν οι µετρήσεις µηκών και εµ-
ϐαδών. Πρόκειται για ειδικές περιπτώσεις µέτρων, δηλαδή µηχανισµών µέτρησης µήκους και γε-
νικότερα, περιεχοµένου (εµβαδού, όγκου), που εντάσσονται στη γενική, ούτως ονοµαζόµενη, Θεωρία
µέτρου, ως µέτρα του Jordan και ακόµη γενικότερα ως µέτρα του Lebesque ([KF70, σ. 254]). Τα µέτρα
αυτά, ξεκινώντας από µετρήσεις πολύ απλών σχηµάτων, επεκτείνονται και επιτρέπουν τη µέτρηση πιο
πολύπλοκων σχηµάτων από αυτά που µας απασχολούν σε αυτό το µάθηµα. Ειδικές περιπτώσεις τους
είναι και ο όγκος πολυέδρων, που ϑα συναντήσουµε στη στερεοµετρία (§ 10.5), αλλά και το εµβαδόν
σφαιρικών πολυγώνων (§ 10.3). Σε όλες τις περιπτώσεις ο µηχανισµός µέτρησης κατασκευάζεται µε
τον ίδιο τρόπο. Απαιτούµε από αυτόν ορισµένες ιδιότητες και αποδεικνύουµε, ότι αυτές οι απαιτήσεις
συνεπάγονται την ύπαρξη ενός και µοναδικού µηχανισµού που τις ικανοποιεί.

΄Ασκηση 3.1.1 ∆είξε ότι κάθε παραλληλόγραµµο χωρίζεται από µία διαγώνιό του σε δύο ισοεµβαδικά
τρίγωνα. ∆είξε γενικότερα, ότι κάθε ευθεία, που διέρχεται από το κέντρο παραλληλογράµµου, το χωρίζει
σε δύο ισοεµβαδικά σχήµατα.

Υπόδειξη : Τα δύο τρίγωνα που ορίζονται από τη διαγώνιο είναι ίσα, άρα έχουν ίσα εµβαδά.

A B

ΓΔ

O M

N

Σχήµα 3.1.2: Ισοεµβαδικά τρίγωνα

΄Ασκηση 3.1.2 ∆είξε ότι οι δύο διαγώνιοι ενός παραλληλογράµµου το χωρίζουν σε τέσσερα ισοεµβαδικά
τρίγωνα.

Υπόδειξη : Τα τρίγωνα AOB και ∆OΓ, όπου O το κέντρο του παραλληλογράµµου ABΓ∆ (σηµείο τοµής
των διαγωνίων), είναι ίσα, άρα έχουν ίσα εµβαδά. Θεώρησε τα συµµετρικά M, N του O ως προς τα
µέσα των BΓ και ∆Γ αντίστοιχα. Τα παραλληλόγραµµα BOΓM και O∆NΓ είναι ίσα, άρα και τα µισά
τους κατά το εµβαδόν (σύµφωνα µε την προηγούµενη άσκηση), που είναι τα BOΓ και ∆OΓ ϑα έχουν
ίσα εµβαδά.
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΄Ασκηση 3.1.3 ∆είξε ότι η διάµεσος A∆ ενός τριγώνου ABΓ το χωρίζει σε δύο ισοεµβαδικά τρίγωνα.

Υπόδειξη : Συνδυασµός των δύο προηγουµένων ασκήσεων (δες και Πόρισµα 3.3.6).

3.2 Το εµβαδόν του ορθογωνίου

΄Οταν µπορείς να µετρήσεις αυτό για το οποίο οµιλείς και να το εκφράσεις µε
αριθµούς, τότε ξέρεις κάτι για αυτό. ΄Οταν όµως δεν µπορείς να το µετρήσεις και
δεν µπορείς να το εκφράσεις µε αριθµούς, τότε η γνώση σου είναι ελλιπής και µη
ικανοποιητική. Μπορεί να είναι το ξεκίνηµα της γνώσης, αλλά, στη σκέψη σου,
µόλις που πλησίασες το επίπεδο της επιστήµης.

William Thomson, Lord Kelvin, Εκλαϊκευτικές Οµιλίες

Το κλειδί για τον υπολογισµό των εµβαδών των πολυγώνων είναι το εµβαδόν του ορθογωνίου παραλ-
ληλογράµµου. Στην παράγραφο αυτή ξεκινάµε από το εµβαδόν των ορθογωνίων των οποίων τα µήκη
των πλευρών είναι ακέραιοι και σιγά-σιγά, µε τη ϐοήθεια των ιδιοτήτων των εµβαδών, ϕτάνουµε στο
ϑεµελιώδη τύπο του εµβαδού ϸ = ab, ως γινόµενο των µηκών των πλευρών του, για οποιεσδήποτε
τιµές των a και b ακέραιες ή µη.

Λήµµα 3.2.1 ∆ιαιρούµε τις δύο απέναντι πλευρές του µοναδιαίου (πλευράς µήκους 1) τετραγώνου σε
µ ίσα µέρη και τις δύο άλλες απέναντι πλευρές σε ν ίσα µέρη και ϕέρνουµε παράλληλες που ενώνουν
απέναντι κείµενα σηµεία. Σχηµατίζονται µν παραλληλόγραµµα, έκαστον των οποίων έχει εµβαδόν 1

µν .
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ΓΔ
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ZH

Σχήµα 3.2.1: ϸ(ΑΕΖΗ)= 1
µν

Απόδειξη : Προφανώς προκύπτουν µν ίσα ορθογώνια, που, κατά την ιδιότητα 3.1.1, ϑα έχουν το ίδιο
εµβαδόν E. Κατά την ιδιότητα 3.1.2, το εµβαδόν του τετραγώνου που είναι 1 (Ιδιότητα 3.1.4), ϑα είναι
το άθροισµα των εµβαδών 1 = µνE, ο.ε.δ.

Λήµµα 3.2.2 Το εµβαδόν ϸ ορθογωνίου ABΓ∆, µε πλευρές AB και A∆, που έχουν µήκος ϱητούς
αριθµούς, ισούται µε το γινόµενο των µηκών των πλευρών ϸ = |AB||A∆|.

Απόδειξη : Υποθέτουµε ότι στους ϱητούς |AB| = α
& , |A∆| = γ

δ τα α, &, γ και δ είναι ϑετικοί ακέραιοι και
διαιρούµε το µοναδιαίο τετράγωνο σε &δ ίσα ορθογώνια, όπως στο προηγούµενο λήµµα, κατά το οποίο
έκαστον έχει εµβαδόν ϸ′ = 1

&δ . Εξ υποθέσεως, η πλευρά AB του ορθογωνίου µπορεί να διαιρεθεί σε α
το πλήθος τµήµατα µήκους 1

& και η πλευρά A∆ µπορεί να διαιρεθεί σε γ το πλήθος τµήµατα µήκους
1
δ . Φέρνοντας παραλλήλους από τα σηµεία διαίρεσης αυτών των πλευρών, σχηµατίζουµε λοιπόν αγ
το πλήθος ίσα ορθογώνια, έκαστον τον οποίων έχει εµβαδόν 1

&δ . Το άθροισµα των εµβαδών αυτών των
ορθογωνίων είναι αγ 1

&δ και ισούται, κατά την ιδιότητα 3.1.2, µε το εµβαδόν του ορθογωνίου, ο.ε.δ.
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Σχήµα 3.14.22: ∆ιαµέριση ισοπλεύρου του Dudeney

µέση το «ξετυλιγµένο» άρθρωµα. Πιάνοντας το τελευταίο πλακάκι (4) και τυλίγοντας κατά τη ϕορά
του ϱολογιού παίρνουµε το σχήµα στα αριστερά, του ισοπλεύρου. Τυλίγοντας το άρθρωµα αντίθετα
του ϱολογιού παίρνουµε το τετράγωνο στα δεξιά [Dar04, σ. 142].

Υπάρχουν πολλά και ενδιαφέροντα προβλήµατα που συνδέονται µε διαµερίσεις πολυγώνων, αρκε-
τά από τα οποία παραµένουν άλυτα ([KW91, σ. 50]). ΄Ενα από αυτά είναι ο προσδιορισµός, για δοθέν
ν, του ελάχιστου πλήθους κ(ν) πολυγώνων στο οποίο µπορεί να διαµερισθεί ένα κυρτό ν−γωνο, έτσι
ώστε µε τα µέρη του να ανασυγκροτηθεί ένα τετράγωνο. Αντίστοιχα προβλήµατα µπορούν να διατυ-
πωθούν και για σχήµατα του χώρου και το τρίτο από τα περίφηµα 23 προβλήµατα του Hilbert, που
έθεσε το 1900 στο δεύτερο παγκόσµιο συνέδριο, στο Παρίσι, ([Wei03, σ. 1378], [Thi03]) σχετίζεται µε
αυτό το ϑέµα. Το πρόβληµα αυτό ήταν ισοδύναµο µε το ότι ένα κανονικό τετράεδρο δεν µπορεί να
διαµερισθεί σε υπο-πολύεδρα, τα οποία να ανασυγκροτήσουν έναν κύβο ([Καν70, σ. 134], [Ben07]).
Η ιδιότητα αυτή αποδείχθηκε όντως το 1902 από τον Max Dehn. Οι προηγούµενες ασκήσεις δεί-
χνουν ότι το αντίστοιχο πρόβληµα στο επίπεδο, δηλαδή η διαµέριση ενός ισοπλεύρου τριγώνου και η
ανασυγκρότηση µε τα µέρη του ενός τετραγώνου είναι δυνατή. Ας σηµειώσουµε εδώ την ιδιότητα:

Αν τα (κυρτά) πολύγωνα A, B έχουν το ίδιο εµβαδόν, τότε το A µπορεί να διαµερισθεί σε υπο-
πολύγωνα, τα οποία επανατοποθετούµενα σε διαφορετική διάταξη να σχηµατίσουν το B.

Η απόδειξη αυτής της ιδιότητας είναι συνέπεια της άσκησης 3.4.10. Τούτο διότι, κατά την άσκη-
ση, και τα δύο πολύγωνα µπορούν να διαµερισθούν σε υπο-πολύγωνα που ανασυγκροτούν το ίδιο
τετράγωνο. ΄Εχουµε λοιπόν δύο πλακοστρώσεις του ιδίου τετραγώνου µε δύο διαφορετικούς τρόπους.
Οι δύο αυτές πλακοστρώσεις ορίζουν µία τρίτη στην οποία τα πλακάκια προκύπτουν ως τοµές των
πλακακιών των δύο πλακοστρώσεων. Με την τρίτη αυτή πλακόστρωση ϐλέπουµε εύκολα ότι µπορούν
να ανασυγκροτηθούν και τα δύο αρχικά πολύγωνα. Μια λεπτοµερέστερη εξέταση του ϑέµατος δεί-
χνει επίσης ότι η υπόθεση της κυρτότητας είναι περιττή. Παρόλη τη ϑεωρητική δυνατότητα, ωστόσο,
η διαµέριση και ανασυγκρότηση δύο συγκεκριµένων ισοεµβαδικών πολυγώνων δεν είναι καθόλου
προφανής ή εύκολη.

΄Ασκηση 3.14.58 ∆είξε ότι η διαµέριση του ισοπλεύρου που υποδηλώνεται από το σχήµα 3.14.22
αριστερά, όπου το HE είναι συµµετρικό ως προς το µέσον του BΓ, δίδει όντως το τετράγωνο. Εάν,
ωστόσο, η διαµέριση γίνει ϐάσει του σχήµατος, µε |HE| = |BΓ|

2 , αλλά µε |BH | � |EΓ|, τότε κατά την
ανασυγκρότηση των µερών προκύπτει ορθογώνιο παραλληλόγραµµο. Εξέτασε επίσης ποιοι είναι οι
δυνατοί λόγοι ab , της µεγάλης προς τη µικρή πλευρά, των παραλληλογράµµων που προκύπτουν κατ᾿
αυτόν τον τρόπο.

΄Ασκηση 3.14.59 Προσδιόρισε τα µήκη των πλευρών των τριγώνων που συµµετέχουν στη διαµέριση
του ισοπλεύρου τριγώνου του σχήµατος 3.14.23.
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Σχήµα 3.14.23: ∆ιαµέριση ισοπλεύρου και επανασυγκρότηση µερών σε τετράγωνο ΙΙ

Σχετικά µε τις διαµερίσεις πολυγώνων είναι και τα δύο παραδοσιακά παζλ : το Στοµάχιον του Αρχι-
µήδη και το Τάνγκραµ. Το πρώτο συνίσταται από µία διαµέριση του τετραγώνου σε 14 πλακάκια.
Αυτά ορίζονται χωρίζοντας το τετράγωνο σε 12 × 12 ίσα τετράγωνα και ϕέρνοντας τις ευθείες που
διακρίνονται στο σχήµα 3.14.24-Ι ([Fou00, σ. 109]). Το σχήµα δείχνει και δύο επανατοποθετήσεις
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Σχήµα 3.14.24: Τα 14 πλακάκια του στοµαχίου του Αρχιµήδη και δύο επανατοποθετήσεις

που ξανασυνθέτουν το τετράγωνο. Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν 536 διαφορετικοί τρόποι επανατοπο-
ϑέτησης των πλακιδίων ώστε να ξανασχηµατίσουν τετράγωνο ([Κατ10, σ.56]).

΄Ασκηση 3.14.60 ∆είξε ότι τα εµβαδά των πλακακιών του στοµαχίου είναι ϱητά πολλαπλάσια του
εµβαδού του τετραγώνου. Συγκεκριµένα δείξε ότι κάθε πλακάκι έχει εµβαδόν x

48 του εµβαδού του
τετραγώνου, όπου το x είναι το αναγραφόµενο στο αντίστοιχο πλακάκι στην εικόνα 3.14.24-ΙΙΙ.

Αποδεικνύεται επίσης ότι σε όλες αυτές τις δυνατές ϑέσεις, τα Ϲεύγη πλακακιών (1,2), (3,4), (5,6)
πάνε µαζί και πάντοτε στην ίδια διάταξη (Σχήµα 3.14.24-Ι). Συνενώνοντας τα πλακάκια των προη-

Σχήµα 3.14.25: Τα 11 πλακάκια του ανηγµένου στοµαχίου και δύο επανατοποθετήσεις

γουµένων Ϲευγών δηµιουργείται το ανηγµένο στοµάχιο από 11 πλακάκια (Σχήµα 3.14.25). Επειδή
στο ανηγµένο στοµάχιο εµφανίζονται δύο επιπλέον ίσα τριγωνικά πλακάκια, το πλήθος των διαφορε-
τικών επανατοποθετήσεων των πλακακιών ώστε να σχηµατίσουν το τετράγωνο µειώνεται στο µισό του
προηγουµένου : 268.
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΄Ασκηση 3.14.61 Φτιάξε το ανηγµένο στοµάχιο από χαρτόνι και χρησιµοποίησε τις συµµετρίες που
διακρίνεις σ᾿ αυτό για να δηµιουργήσεις όσο το δυνατόν περισσότερες επανατοποθετήσεις των πλακακιών
ώστε να σχηµατίσουν τετράγωνο.

Το Τάνγκραµ συνίσταται στη διαµέριση του τετραγώνου σε 7 πλακάκια και ήταν παιχνίδι στην αρχαία
Κίνα µε κύριο πρόβληµα, την επανατοποθέτηση των πλακακιών ώστε να προκύψει πολύγωνο µε

Σχήµα 3.14.26: Τα 13 κυρτά πολύγωνα που κατασκευάζονται µε το τάνγκραµ

δοθέν περίγραµµα ([Tia12]). Σχετικά πρόσφατα (1942) λ.χ. αποδείχθηκε ότι υπάρχουν µόνο 13
κυρτά πολύγωνα που µπορούν να κατασκευασθούν µε αυτά τα πλακάκια. Το σχήµα 3.14.26 δείχνει
την αρχική διαµέριση του τετραγώνου σε 7 πλακάκια καθώς και µια τοποθέτηση των πλακακιών που
παράγει το καθένα από τα 13 αυτά πολύγωνα ([FTW42]).
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Σχήµα 3.14.27: Θεώρηµα του Pick για παραλληλόγραµµα

΄Ασκηση 3.14.62 (Θεώρηµα του Pick 1859-1942, για παραλληλόγραµµα) ∆είξε, ότι κάθε παραλλη-
λόγραµµο p µε τις κορυφές του σε κοµβικά σηµεία τετραγωνισµένου χαρτιού και περιέχον στο εσωτερικό
του κ κοµβικά σηµεία και στο σύνορό του λ κοµβικά σηµεία, έχει εµβαδόν που δίδεται από τον τύπο

ϸ(p) = κ +
λ

2
− 1

.
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Υπόδειξη : Τρία ϐήµατα. (1) Εύκολα ϐλέπουµε ότι ο τύπος ισχύει για παραλληλόγραµµα όπως το
EZHΘ, µε πλευρές οριζόντιες και κάθετες (Σχήµα 3.14.27). (2) Βάσει του (1), ϐλέπουµε πάλι εύκολα
ότι ο τύπος ισχύει για ορθογώνια τρίγωνα, όπως το AEB µε µία πλευρά οριζόντια και µία κάθετη. (3)
Συνδυασµός των προηγουµένων και του ότι κάθε παραλληλόγραµµο ABΓ∆ ορίζει ένα άλλο που το
περικλείει και έχει πλευρές οριζόντιες και κάθετες, όπως το EZHΘ.

Το ϑεώρηµα ισχύει γενικότερα για πολύγωνο µε κορυφές σε κοµβικά σηµεία ([AO12, σ. 277], [RWG76]).
Στην ενδιαφέρουσα συλλογή προβληµάτων του Arnold «για παιδιά από 5 έως 15 ετών», προτείνεται το
απλούστερο πρόβληµα της επόµενης άσκησης [Arn04, σ. 10], χωρίς να αναφέρεται ο τύπος του Pick.
Μια συνέπεια αυτού του τύπου είναι αυτή της µεθεπόµενης άσκησης.
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Σχήµα 3.14.28: Παραλληλόγραµµο εµβαδού 1 Κύκλοι εφαπτόµενοι

΄Ασκηση 3.14.63 ∆είξε ότι σε τετραγωνισµένο χαρτί, παραλληλόγραµµο µε τις κορυφές του σε κοµβικά
σηµεία (Σχήµα 3.14.28-Ι) και το οποίο δεν περιέχει στο εσωτερικό του ή σε πλευρά του άλλο κοµβικό
σηµείο, έχει εµβαδόν ίσο µε αυτό του κοµβικού τετραγώνου.

΄Ασκηση 3.14.64 ∆είξε ότι ο τύπος του Pick ισχύει και για τρίγωνα και ότι δεν υπάρχει ισόπλευρο
τρίγωνο µε κορυφές σε κοµβικά σηµεία.

Υπόδειξη : Η απόδειξη για τρίγωνα ανάγεται σε αυτήν των παραλληλογράµµων. Για το ισόπλευρο
τρίγωνο µε κορυφές σε κοµβικά σηµεία, το τετράγωνο του ύψους υ2 υπολογίζεται ότι είναι ϱητός. Το
εµβαδόν ϸ, κατά Pick, είναι επίσης ϱητός, άρα και το ϸ

υ2 ϑα είναι ϱητός, που όµως ισούται µε
√

3
2 .

΄Ασκηση 3.14.65 ∆είξε ότι οι ακτίνες δύο κύκλων εφαπτοµένων µεταξύ τους εξωτερικά και εφαπτοµέ-
νων δύο ευθειών που τέµνονται υπό γωνία α, δίδεται από τον τύπο

r ′ = r
1 + ημ

(
α
2

)
1 − ημ ( α2 ) .

Συµπέρανε τον τύπο που συνδέει τις ακτίνες του πρώτου και του τελευταίου κύκλου µιας αλυσίδας ν
κύκλων, όπως στο σχήµα 3.14.28-ΙΙ.

΄Ασκηση 3.14.66 ∆ίδονται τρία σταθερά σηµεία {A1, A2, A3} και ϑετικές σταθερές {λ1, λ2, λ3, µ}. ∆είξε
ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων X για τα οποία το άθροισµα

λ1|XA1|2 + λ2|XA2|2 + λ3|XA3|2 = µ,
είναι ένας κύκλος. ∆είξε την ανάλογη ιδιότητα για τέσσερα σηµεία {A1, A2, A3, A4}.
Υπόδειξη : Χρησιµοποίησε την άσκηση 3.12.9. Αντικατάστησε το λ1|XA1|2 + λ2|XA2|2 µε έναν όρο της
µορφής ν|XB|2 µε κατάλληλο σταθερό σηµείο B και σταθερό αριθµό ν.

΄Ασκηση 3.14.67 Για το σηµείο X εκτός των πλευρών του ορθογωνίου παραλληλογράµµου ABΓ∆,
δείξε ότι |XA|2 + |XΓ|2 = |XB|2 + |X∆|2.
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Οι επόµενες δύο ασκήσεις προέρχονται, αντίστοιχα, από τον Euler και τον Fermat. Την πρώτη, που
λύνεται εύκολα δια του σχήµατος, χρησιµοποιεί ο Euler για να λύσει τη δεύτερη ([San15, σ. 10],
[Whi07, σ. 314]). Εδώ, η υπόδειξη της δεύτερης, οδηγεί σε µια πιο σύντοµη λύση που δεν κάνει
χρήση της πρώτης.
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Σχήµα 3.14.29: Σχέση µηκών Πρόβληµα του Fermat

΄Ασκηση 3.14.68 ∆είξε ότι για τέσσερα συνευθειακά σηµεία {A, P,Σ, B} σε αυτή τη διάταξη (Σχήµα
3.14.29-Ι), ισχύει η σχέση |AB| · |PΣ| + |AP | · |ΣB| = |AΣ| · |PB|.

΄Ασκηση 3.14.69 Το ορθογώνιο ABΣ′P ′ έχει πλευρές a = |AP ′|, b = |AB| = a
√

2 και το σηµείο M
ευρίσκεται στο ηµικύκλιο µε διάµετρο AB (Σχήµα 3.14.29-ΙΙ). ∆είξε ότι οι ευθείες {MP ′, MΣ′} τέµνουν
την AB σε σηµεία {P,Σ}, για τα οποία ισχύει |AΣ|2 + |PB|2 = |AB|2.
Υπόδειξη : Τα {AA′, BB′} σχηµατίζουν ορθογώνιο τρίγωνο µε ύψος ίσο µε το a = |AP ′|. Συνεπώς, ισχύει
(Πρόταση 3.5.2) |A′P ′||Σ′B′| = a2 = b2/2 (∗). Οι επόµενες σχέσεις αποδεικνύουν την πρόταση για τα,
ανάλογα των δοθέντων, τµήµατα που ορίζονται από τα σηµεία {A′, P ′,Σ′, B′}.

|A′Σ′|2 + |P ′B′|2 = (|A′B′| − |Σ′B′|)2 + (|A′B′| − |A′P ′|)2

= 2|A′B′|2 + |Σ′B′|2 + |A′P ′|2 − 2|A′B′|(|Σ′B′| + |A′P ′|)
= 2|A′B′|2 + |Σ′B′|2 + |A′P ′|2 − 2|A′B′|(|A′B′| − b)

= 2|A′B′|2 + (|Σ′B′| + |A′P ′|)2 − [2|Σ′B′||A′P ′|] − 2|A′B′|(|A′B′| − b)
(∗)
= 2|A′B′|2 + (|A′B′| − b)2 − [b2] − 2|A′B′|(|A′B′| − b) = |A′B′|2.

΄Ασκηση 3.14.70 Ισοσκελές τραπέζιο έχει ως σταθερή ϐάση µία διάµετρο του περιγεγραµµένου κύκλου
του κ και η πλευρά του, που είναι παράλληλη της ϐάσης, είναι χορδή του κ. Βρες τη ϑέση της χορδής
που µεγιστοποιεί το εµβαδόν του τραπεζίου.
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Σχήµα 3.14.30: Τραπέζι που ξεδιπλώνει και διπλασιάζει την επιφάνειά του
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΄Ασκηση 3.14.71 Το τραπέζι EZHΘ έχει δύο ίσες ορθογώνιες πλάκες {T1, T2}, τη µια πάνω ακριβώς
από την άλλη και ενωµένες µε µεντεσέ κατά µήκος της EZ (Σχήµα 3.14.30-Ι). Σε µια ορισµένη σταθερή
ϑέση ∆ στο σκελετό του τραπεζιού, κάτω από την T1, η T1 είναι στερεωµένη έτσι ώστε να περιστρέφεται
περί το ∆ (Σχήµα 3.14.30-ΙΙ) και ξεδιπλώνοντας την T2, µετά από στροφή 90◦ να σχηµατίζεται ορθογώνιο
µε επιφάνεια διπλάσιας έκτασης, πλευρές παράλληλες προς το αρχικό ορθογώνιο και το ίδιο κέντρο
συµµετρίας (Σχήµα 3.14.30-ΙΙΙ). Σε ποιο σηµείο του T1 πρέπει να τοποθετηθεί το ∆;

Υπόδειξη : {x = (2a − b)/4, y = b/4}.

΄Ασκηση 3.14.72 Από σηµείο A, εξωτερικό του κύκλου κ(O), ϕέρουµε τέµνουσα αυτόν στα σηµεία
{B,Γ}, καθώς και τις εφαπτόµενες {τB, τΓ} του κ σε αυτά τα σηµεία. ΄Εστω ότι αυτές οι εφαπτόµενες
τέµνουν την κάθετο δ της AO στο A στα σηµεία {B′,Γ′}. ∆είξε ότι το A είναι το µέσον της B′Γ′.

΄Ασκηση 3.14.73 Κατασκευάζουµε κύκλους {α, &, γ} µε διαµέτρους τις διαµέσους {AA′, BB′,ΓΓ′} του
τριγώνου ABΓ . ∆είξε ότι οι κύκλοι αυτοί τέµνονται ανά δύο σε σηµεία {A1, A2, B1, B2,Γ1,Γ2} περιεχό-
µενα στα ύψη του τριγώνου, έτσι ώστε το τρίγωνο A1A2A3 να είναι οµοιόθετο του ABΓ και το B1B2B3 να
είναι οµοιόθετο του ορθικού του ABΓ.

΄Ασκηση 3.14.74 Με διάµετρο τις πλευρές {A′B′, B′Γ′,Γ′A′} του ορθικού τριγώνου A′B′Γ′ του τρι-
γώνου ABΓ, κατασκευάζουµε κύκλους αντίστοιχα {γ, α, &} που τέµνουν τις πλευρές του τριγώνου, τις
{AB, AΓ} ο α στα {A1, A2}, τις {BA, BΓ} ο & στα {B1, B2}, τις {ΓA,ΓB} ο γ στα {Γ1,Γ2}. ∆είξε ότι τα σηµεία
{A1, A2, B1, B2,Γ1,Γ2} είναι οµοκυκλικά.
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Σχήµα 3.14.31: Κύκλοι σχετικοί µε διχοτόµους

΄Ασκηση 3.14.75 Θεώρησε τους κύκλους {& = (AB∆), γ = (AΓ∆)}, όπου ∆ το ίχνος της διχοτόµου A∆
στην πλευρά BΓ του τριγώνου ABΓ (Σχήµα 3.14.31). ∆είξε ότι ισχύουν οι ιδιότητες :
1. Εάν {Z,Θ} είναι τα κέντρα των {&, γ} και {E,H} οι τοµές των διχοτόµων {BI,ΓI} µε τους κύκλους
{&, γ}, τότε τα {E,H} είναι επί της ευθείας ZΘ.

2. Τα σηµεία {B,Γ, E, H} περιέχονται σε κύκλο ε.
3. Εάν {M, N} είναι τα σηµεία τοµής των {∆H,∆E} µε τις αντίστοιχες πλευρές {AB, AΓ}, τότε τα 6

σηµεία {A,M, H, I, E, N } περιέχονται σε κύκλο δ, όπου I το έγκεντρο του τριγώνου ABΓ.
4. Τα {(KI, BΓ), (IΓ,∆E), (IB,∆H)} είναι Ϲεύγη καθέτων ευθειών, όπου K το κέντρο του κύκλου δ.

Υπόδειξη : Το (1) είναι προφανές, αφού τα {E,H} ϑα είναι τα µέσα των τόξων {ĀE∆, ĀH∆} των κύκλων
{&, γ}.

Το (2) προκύπτει άµεσα δείχνοντας ότι ‘BEH = Γ̂/2.
Για το (3) σηµείωσε τις Â/2 = ‘∆AΓ = ‘BE∆ = ‘∆HΓ, που δείχνουν ότι τα {AIEN, AMHI} είναι

εγγράψιµα τετράπλευρα. Επίσης, οι ‘HA∆ =‘HΓ∆ και ‘EA∆ =‘EB∆ οδηγούν στο ότι και το AHIE είναι
εγγράψιµο τετράπλευρο.
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Στο (4), η καθετότητα των {IK, BΓ} προκύπτει από το ότι η η = ZΘ είναι παράλληλη της εξωτερικής
διχοτόµου ζ στο A και η γωνία B̂∆I =‘AΞI , όπου Ξ η τοµή της IK µε τον δ. Τα δύο άλλα Ϲεύγη
καθέτων προκύπτουν από εύκολες µετρήσεις γωνιών.

΄Ασκηση 3.14.76 Σε συνέχεια της προηγούµενης άσκησης δείξε ότι ισχύουν και τα εξής :

1. Τα {ZKHA,ΘEKA, ZHBΛ,ΓΘEΛ} είναι εγγράψιµα τετράπλευρα, όπου Λ το κέντρο του ε.
2. Το ΘZΛK είναι επίσης εγγράψιµο τετράπλευρο και το κέντρο του περιγεγραµµένου κύκλου του

συµπίπτει µε το περίκεντρο του ABΓ.

3. Τα Ϲεύγη ευθειών {(KH, EΛ), (KE,ΛH), (ΓΘ, BZ )} τέµνονται επί της εξωτερικής διχοτόµου ζ .

΄Ασκηση 3.14.77 Σηµείο P προβάλλεται επί των πλευρών και της διχοτόµου γωνίας‘XOY στα αντίστοι-
χα σηµεία {A, B,∆}. ∆είξε ότι ισχύει |MA| = |MB|.

΄Ασκηση 3.14.78 Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων P των οποίων οι προβολές στις πλευρές
σταθερής γωνίας ‘XOY στα αντίστοιχα σηµεία {A,B} ορίζουν ευθείες AB σταθερής κατεύθυνσης.

΄Ασκηση 3.14.79 Γωνία σταθερού µέτρου ω =‘XOY περιστρέφεται περί το κέντρο O του κύκλου κ(O)
τέµνουσα αυτόν στα σηµεία {A, B}. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων τοµής P των ευθειών
{AA′, BB′}, όπου A′B′ σταθερή διάµετρος του κύκλου.

΄Ασκηση 3.14.80 ∆ίδεται τρίγωνο ABΓ. Να ϐρεθεί τέταρτο σηµείο ∆ έτσι ώστε το τετράπλευρο ABΓ∆
να είναι ταυτόχρονα εγγράψιµο και περιγράψιµο.
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Σχήµα 3.14.32: Ανακλώµενες ευθείες

΄Ασκηση 3.14.81 ∆ίδεται γωνία ‘XOY και σηµείο A στο εσωτερικό της (Σχήµα 3.14.32). Θεωρούµε τις
ευθείες ως κάτοπτρα, το A ως σηµειακή πηγή ϕωτός και την AB ακτίνα ϕωτός µε B µεταβαλλόµενο στην
OX. Η ακτίνα AB ανακλάται στη BΓ, αυτή στη Γ∆, αυτή στη ∆E κ.ο.κ. ∆είξε ότι :

1. όλες οι ευθείες BΓ διέρχονται από σταθερό σηµείο Z,

2. όλες οι ευθείες Γ∆ διέρχονται από σταθερό σηµείο H,

3. όλες οι ευθείες ∆E διέρχονται από σταθερό σηµείο Θ,

4. το σηµείο τοµής P των ευθειών BΓ και ∆E ανήκει στον κύκλο (OZΘ),

5. ο κύκλος αυτός διέρχεται από το σηµείο τοµής I της OY µε την HΘ.

Υπόδειξη : Το Z είναι το συµµετρικό του A ως προς OX . Το H είναι το συµµετρικό του Z ως προς OY .
Το Θ είναι το συµµετρικό του H ως προς OX . Η γωνία ‘ΘPZ =‘ABK −‘Γ∆B = (‘∆BΓ −‘BΓO) + (‘∆ΓE −‘E∆X) = 2φ. Παρόµοια ẐIΘ = 2‘ZHΘ = 2φ και ‘ZKΘ = 2‘ZHΘ = 2φ.
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΄Ασκηση 3.14.82 ∆ίδεται γωνία ‘XOY και σηµεία A και B στο εσωτερικό της. Να ϐρεθεί η τροχιά
µπίλιας (τεθλασµένη) που ξεκινώντας από το A και ανακλώµενη εναλλάξ στις πλευρές OX, OY και
τέλος πάλι στην OX διέρχεται διά του B.

Υπόδειξη : Χρήση της ΄Ασκησης 3.14.81.

΄Ασκηση 3.14.83 Τα σηµεία {A, B} κινούνται επί παραλλήλων ευθειών {α, &}, έτσι ώστε το τµήµα AB
να έχει σταθερή κατεύθυνση. Από το σηµείο P εκτός της λωρίδας των παραλλήλων σχηµατίζουµε τη
γωνία ω =‘APB. Να ϐρεθεί η ϑέση του AB για την οποία η γωνία αυτή γίνεται µέγιστη.
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Σχήµα 3.14.33: Θεώρηµα του Miquel για πεντάγωνα

΄Ασκηση 3.14.84 (Θεώρηµα του Miquel για πεντάγωνα) ∆ίδεται κυρτό πεντάγωνο ABΓ∆E και προε-
κτείνουµε τις πλευρές του ώστε µε τις τοµές τους να σχηµατισθούν πέντε τρίγωνα {ABA′′, BΓB′′,Γ∆Γ′′,
∆E∆′′, EAE′′}, των οποίων οι περίκυκλοι τέµνονται σε δεύτερα σηµεία {A′, B′,Γ′,∆′, E′}. ∆είξε ότι αυτά
τα σηµεία είναι οµοκυκλικά (Σχήµα 3.14.33).

Υπόδειξη : Μια λύση προκύπτει µε ένα, όπως λέγεται, «κυνήγι γωνιών». Μ᾿ αυτό δείχνουµε ότι τα
πέντε τετράπλευρα που προκύπτουν παραλείποντας µία κορυφή λ.χ. την ∆′ είναι εγγράψιµα. Για το
A′B′Γ′E′ λοιπόν, δείχνουµε ότι οι απέναντι γωνίες {“B′, “E′} είναι παραπληρωµατικές. Παρατηρούµε
πρώτα ότι το πεντάγωνο B′′Γ′∆E′E′′ είναι εγγράψιµο. Πράγµατι, ϑεώρησε τον περίκυκλο κ του
τριγώνου B′′∆E′′ και τις γωνίες στο Γ′ :

÷B′′Γ′∆ =÷B′′Γ′Γ +’ΓΓ′∆ =‘ΓBA +’ΓΓ′′∆ = 180◦ −’AE′′E.
Αυτό δείχνει ότι το B′′Γ′∆E′′ είναι εγγράψιµο. Παρόµοια δείχνουµε ότι και το B′′∆E′E′′ είναι εγ-
γράψιµο. Τώρα, στο B′Γ′E′A′ παρατηρούµε τις απέναντι γωνίες “B′ = ÷A′B′B + ’BB′Γ′ και “E′ =
180◦ −◊�A′E′E′′ −÷E′′E′X , για τις οποίες ισχύει÷A′B′B =÷A′AE′′ =◊�A′E′E′′ και ’BB′Γ′ =÷BB′′Γ′ =÷E′′E′X .



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Η δύναµη του κύκλου

4.1 ∆ύναµη ως προς κύκλο

Ουδέν χρήµα µάτην γίνεται, αλλά πάντα εκ λόγου τε και υπ᾿ ανάγκης.

∆ηµόκριτος

΄Ενα σηµαντικό, µε πολλές εφαρµογές µέγεθος, που εξαρτάται από ένα κύκλο και ένα σηµείο, είναι
αυτό της δύναµης σηµείου ως προς κύκλο. Το µέγεθος αυτό στηρίζεται στις επόµενες δύο προ-
τάσεις που αντιστοιχούν στα ϑεωρήµατα 35, 36, 37 του τρίτου ϐιβλίου των στοιχείων του Ευκλείδη
([Hea08, σ.73, II]). Εκτενής χρήση του εµφανίζεται για πρώτη ϕορά σε εργασία του Louis Gaultier
(1803, [Gau13]), ο οποίος εισήγαγε και την έννοια του ϱιζικού άξονα (και ϱιζικού επιπέδου για δύο
σφαίρες). Η πλήρης ανάπτυξη και συστηµατική χρήση του, ωστόσο, οφείλεται στον Jacob Steiner
[Ste71, σ. 17-76,I], που εισήγαγε και τον όρο της δύναµης.

Θεώρηµα 4.1.1 ∆οθέντος κύκλου κ και σηµείου X, έστω ότι ευθεία διά του X τέµνει τον κύκλο στα
σηµεία A και B. Τότε το γινόµενο |XA||XB| είναι ανεξάρτητο της κατεύθυνσης της ευθείας και εξαρτάται
µόνον από την ϑέση του σηµείου ως προς τον κύκλο.

A

B

Γ

Δ

Χ

Χ

B

Γ

Δ

κ κ

A

Σχήµα 4.1.1: ∆ύναµη σηµείου ως προς κύκλο |XA||XB|

Απόδειξη : Θεώρησε δύο διαφορετικές ευθείες που διέρχονται από το X και τέµνουν τον κύκλο κ στα
σηµεία A, B και Γ, ∆ αντίστοιχα. Τα τρίγωνα που σχηµατίζονται XAΓ και X∆B είναι όµοια (Πόρισµα
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2.14.1). Συνεπώς, έχουν πλευρές ανάλογες :

|XA|
|XΓ| =

|X∆|
|XB| ⇒ |XA||XB| = |XΓ||X∆|, ο.ε.δ.

Τον αριθµό p(X ) = |XA||XB|, αν το σηµείο είναι εξωτερικό, p(X ) = −|XA||XB|, αν το σηµείο είναι
εσωτερικό και p(X ) = 0, αν το X είναι επί του κύκλου ονοµάζουµε δύναµη του σηµείου X ως
προς τον κύκλο κ. Συχνά ϑα χρησιµοποιούµε για την δύναµη και το σύµβολο p(X, κ) ή/και pκ(X ).
Στην περίπτωση που το X είναι εξωτερικό σηµείο, έχουµε δύο ειδικές ϑέσεις της τέµνουσας τον
κύκλο ευθείας : τις εφαπτόµενες από το X . Μπορούµε να ϑεωρήσουµε τις ϑέσεις αυτές οριακές,
χαρακτηριζόµενες από το ότι τα σηµεία τοµής A και B συµπίπτουν. Και πάλι σχηµατίζονται όµοια

Χ

A

ΓΔ

κ
κ

Χ

A

ρ

O

(I) (II)

Σχήµα 4.1.2: |XA|2 = |XΓ||X∆| p(X ) = |XA|2 = |XO|2 − ρ2

τρίγωνα XAΓ και X∆A (Σχήµα 4.1.2-Ι), λόγω του ότι η εγγεγραµµένη γωνία ‘X∆A είναι ίση µε τη‘ΓAX
που σχηµατίζεται από την χορδή ΓA και την εφαπτόµενη στο άκρο της A (Θεώρηµα 2.13.3). ΄Ετσι
προκύπτει ότι |XA||XΓ|=

|X∆|
|XA| , που συνεπάγεται ότι p(X ) = |XΓ||X∆| = |XA|2. Αποδείξαµε λοιπόν το επόµενο

πόρισµα.

Πόρισµα 4.1.1 Για κάθε σηµείο X, εξωτερικό του κύκλου κ, η δύναµη p(X ) ισούται µε το τετράγωνο
της εφαπτοµένης του κ από το X.

Μια τρίτη έκφραση της δύναµης p(X ) ϐρίσκουµε ϕέρνοντας τη XO, που συνδέει το σηµείο X µε το
κέντρο O του κύκλου κ. Αν A είναι το σηµείο επαφής της εφαπτόµενης XA από το X , τότε από το
ορθογώνιο τρίγωνο OAX έχουµε p(X ) = |XA|2 = |XO|2 − ρ2, όπου ρ η ακτίνα του κύκλου (Σχήµα
4.1.2-ΙΙ). Για σηµεία X εσωτερικά του κύκλου δεν υπάρχουν εφαπτόµενες προς αυτόν. Ωστόσο, ή
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Σχήµα 4.1.3: p(X ) = |XO|2 − ρ2 Κριτήριο οµοκυκλικότητας

προηγούµενη έκφραση, αυτή τη ϕορά µε αντίθετο πρόσηµο, δίδει πάλι την δύναµη του σηµείου. Αυτό
ϕαίνεται ϕέρνοντας την χορδή του κύκλου που διέρχεται από το X και είναι κάθετη στη XO (Σχήµα
4.1.3-Ι). Ο ορισµός της δύναµης του X και το ορθογώνιο τρίγωνο OXE, οδηγούν στην : −p(X ) =
|XA||XB| = |XE|2 = ρ2 − |OX |2. Λαµβάνοντας υπόψη ότι για σηµεία του κύκλου ισχύει p(X ) =
ρ2 − |XO|2 = 0, έχουµε την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 4.1.1 ∆οθέντος κύκλου κ(O, ρ), κέντρου O και ακτίνας ρ, η δύναµη οποιουδήποτε σηµείου
X του επιπέδου ως προς τον κύκλο κ δίδεται από τον τύπο

p(X ) = |OX |2 − ρ2.
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Πρόταση 4.1.2 ∆οθεισών δύο τεµνοµένων ευθειών OX και OY , τα σηµεία A, B επί της OX και Γ, ∆ επί
της OY , είναι οµοκυκλικά, τότε και µόνον, όταν |OA||OB| = |OΓ||O∆|.
Απόδειξη : ΄Οπως είδαµε, όταν τα A, B, Γ και ∆ είναι στον ίδιο κύκλο (οµοκυκλικά)(Σχήµα 4.1.3-ΙΙ),
τότε ισχύει η ισότητα. Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει η ισότητα και κ είναι ο κύκλος που διέρχεται από
τα τρία σηµεία : A, B και Γ (Θεώρηµα 2.1.1). ΄Εστω ∆′ το δεύτερο σηµείο τοµής αυτού του κύκλου
µε την OY . Τότε κατά το Θεώρηµα 4.1.1 |OA||OB| = |OΓ||O∆′|. Αλλά εξ υποθέσεως έχουµε και ότι
|OA||OB| = |OΓ||O∆| και, εποµένως, |O∆′| = |O∆| και τα ∆ και ∆′ ταυτίζονται, ο.ε.δ.

Πρόταση 4.1.3 ∆ίδονται τρία µη συνευθειακά σηµεία, A στην ευθεία OX και B, Γ στην ευθεία OY. Ο
κύκλος (ABΓ) εφάπτεται της OX στο A τότε και µόνον, όταν

|OA|2 = |OB||OΓ|.
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Β
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Σχήµα 4.1.4: κ = (ABΓ) εφαπτόµενος της OX Χαρακτηρισµός αρµονικής τετράδας

Απόδειξη : Αν η OA είναι εφαπτόµενη στον κύκλο κ = (ABΓ) στο A (Σχήµα 4.1.4-Ι), τότε η σχέση ισχύει
κατά το Πόρισµα 4.1.1. Αντίστροφα, αν ισχύει η σχέση και υποθέσουµε ότι η OX τέµνει τον κ στα
σηµεία A και A′, τότε, κατά την Πρόταση 4.1.2, ϑα ισχύει |OA||OA′| = |OB||OΓ|. ΄Οµως, εξ υποθέσεως
ισχύει και |OA|2 = |OB||OΓ|, η οποία συνδυαζόµενη µε την προηγούµενη, δίδει |OA| = |OA′|, που
σηµαίνει ότι τα A και A′ ταυτίζονται, ο.ε.δ.

Πρόταση 4.1.4 Τα συνευθειακά σηµεία A, B και X, Y είναι αρµονικά συζυγή τότε και µόνον, όταν

p(Y ) + p(X ) = |XY |2,
όπου p(X ), p(Y ) οι δυνάµεις των σηµείων ως προς τον κύκλο µε διάµετρο AB (Σχήµα 4.1.4-ΙΙ).

Απόδειξη : Προκύπτει από το Πόρισµα 1.17.5 και το ότι

p(Y ) = |YA||YB| = |YΓ|2, −p(X ) = |XA||XB| = |XΓ|2,
όπου YΓ η εφαπτόµενη του κύκλου από το Y , υποτιθέµενο εκτός του κύκλου, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 4.1.1 ∆ίδεται κύκλος κ και σταθερά δ. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων X, για
τα οποία η δύναµη p(X ) ως προς τον κύκλο κ είναι ίση µε δ.

΄Ασκηση 4.1.2 Κατασκεύασε κύκλο κ, ο οποίος να διέρχεται από δύο δοθέντα σηµεία A και B και να
εφάπτεται δοθείσης ευθείας ε.

Υπόδειξη : ΄Εστω ότι ο Ϲητούµενος κύκλος κατασκευάστηκε. ΄Εστω Γ το σηµείο τοµής της AB µε την
δοθείσα ευθεία ε και E το σηµείο επαφής του κύκλου µε την ε (Σχήµα 4.1.5-Ι). Το Γ προσδιορίζεται
από τα δεδοµένα του προβλήµατος και η δύναµή του ως προς τον κύκλο ϑα είναι p(Γ) = |ΓA||ΓB| =
|ΓE|2. ΄Αρα το µήκος |ΓE| και εποµένως η ϑέση του E προσδιορίζεται επίσης από τα δεδοµένα.
Συνεπώς, προσδιορίζεται και ένα ακόµη σηµείο (E), από το οποίο ϑα διέρχεται ο κύκλος. Εν γένει
υπάρχουν δύο λύσεις που αντιστοιχούν σε δύο ϑέσεις του E συµµετρικές ως προς το Γ. Σηµείωσε
ότι το πρόβληµα δεν έχει λύση, όταν τα σηµεία A και B ευρίσκονται σε διαφορετικές µεριές της ε.
Σηµείωσε επίσης ότι, στην περίπτωση που δεν υπάρχει το Γ, δηλαδή η ευθεία AB είναι παράλληλη της
ε (Σχήµα 4.1.5-ΙΙ), το πρόβληµα έχει µία µόνο λύση και το E προσδιορίζεται τέµνοντας την µεσοκάθετο
του AB µε την ε.
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Σχήµα 4.1.5: Κύκλος διά των A, B εφαπτόµενος ευθείας ε

΄Ασκηση 4.1.3 ∆ίδεται κυρτή γωνία ω και σηµείο A στο εσωτερικό της. Να ϐρεθεί σηµείο X στη µια
πλευρά της γωνίας, το οποία να ισαπέχει από το σηµείο A και την άλλη πλευρά της (Σχήµα 4.1.6-Ι).
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Σχήµα 4.1.6: Σηµείο X : |XA| = |XB| Συγγραµµικά σηµεία A′, B′, Γ′

΄Ασκηση 4.1.4 Από σηµείο ∆ κύκλου κ άγονται τρεις χορδές ∆A, ∆B, ∆Γ, καθώς και µία παράλληλος
ε′ της εφαπτοµένης στο ∆ που τέµνει τις χορδές στα A′, B′ και Γ′ αντιστοίχως. ∆είξε ότι |∆A||∆A′| =
|∆B||∆B′| = |∆Γ||∆Γ′| (Σχήµα 4.1.6-ΙΙ).

΄Ασκηση 4.1.5 Η διάµεσος AM δοθέντος τριγώνου ABΓ τέµνει τον περίκυκλο του τριγώνου στο ∆. ∆είξε
ότι

|AM ||A∆| = 1
2

(|AB|2 + |AΓ|2).
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Σχήµα 4.1.7: Τόπος σηµείου ∆ Τόπος κέντρων µεταβλητών κύκλων

΄Ασκηση 4.1.6 Ο µεταβλητός κύκλος α εφάπτεται σταθερού κύκλου κ(K) στο B και διέρχεται από
σταθερό σηµείο A. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος της τοµής Γ της µεσοκαθέτου µB του AB µε την
εφαπτόµενη tB του κ στο B (Σχήµα 4.1.7-Ι).

΄Ασκηση 4.1.7 Τα µεταβλητά σηµεία {∆, E} της ευθείας ε έχουν σταθερό γινόµενο αποστάσεων από
σταθερό σηµείο Z της ε και ϑεωρούµε κύκλους λ διερχόµενους από τα {∆, E} και το σταθερό σηµείο A
εκτός της ε (Σχήµα 4.1.7-ΙΙ). ∆είξε ότι : (1) Οι κύκλοι κ µε διάµετρο ∆E διέρχονται από σταθερά σηµεία
{B,B′}. (2) Οι κύκλοι λ διέρχονται επίσης από δύο σταθερά σηµεία {A, A′}. (3) Οι ευθείες {AA′, BB′}
τέµνονται στο Z.
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4.2 Χρυσή τοµή, κανονικό πεντάγωνο

΄Ετσι είναι πάντα το κυνήγι της γνώσης. Τα ουράνια
ϕρούτα, τα χρυσά µήλα των Εσπερίδων, ϕυλαγµένα
πάντοτε από µυριοκέφαλο δράκο που δεν κοιµάται ποτέ,
έτσι που χρειάζεται Ηράκλειος άθλος για να τα δρέψεις.

Henry David Thoreau

Από τους διασηµότερους αριθµούς, που ικανοποιούν µια τετραγωνική εξίσωση, είναι η
√

2, που ικα-
νοποιεί την x2 − 2 = 0 και η χρυσή τοµή φ =

√
5+1
2 που ικανοποιεί την x2 − x − 1 = 0. Γεωµετρικά,

ο αριθµός φ ορίζεται έµµεσα από την διαίρεση ενός ευθυγράµµου τµήµατος σε δύο µέρη, έτσι ώστε :

Ο λόγος ολόκληρου προς το µεγάλο ισούται µε το λόγο του µεγάλου προς το µικρό τµήµα.

Αυτό διατυπώνεται, κατά παράδοση, µε την ορολογία της επόµενης κατασκευής.

Κατασκευή 4.2.1 (Χρυσή τοµή) Να ϐρεθεί σηµείο Γ στο εσωτερικό δοθέντος ευθυγράµµου τµήµατος
AB, που χωρίζει το τµήµα σε µέσο και άκρο λόγο, δηλαδή

|AB|
|AΓ| =

|AΓ|
|BΓ| ⇔ |AΓ|2 = |AB||ΓB|.
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Σχήµα 4.2.1: Χρυσή τοµή

Κατασκευή : Σχηµάτισε ορθογώνιο τρίγωνο ABE µε |BE| = δ
2 , όπου δ = |AB| (Σχήµα 4.2.1). Επί της

υποτείνουσας EA πάρε σηµείο ∆: |E∆| = |EB|. Ο κύκλος κ µε κέντρο A και ακτίνα A∆ τέµνει την AB
στο Ϲητούµενο σηµείο Γ. Αυτό προκύπτει από την δύναµη του A ως προς τον κύκλο κ.

|AB|2 = |A∆||AZ | ⇔ δ2 = x(x + δ),

όπου x = |A∆| = |AΓ|. Παίρνουµε λοιπόν την εξίσωση ως προς x:

x2 + xδ − δ2 = 0,

που έχει µία λύση αρνητική και απορριπτέα και µία ϑετική

x =

√
5 − 1
2

δ = (0,61803398874989484820...) · δ,

για την οποία διαπιστώνουµε ότι ικανοποιεί την Ϲητούµενη συνθήκη

δ

x
=

x

δ − x ⇔ |AB|
|AΓ| =

|AΓ|
|BΓ| , ο.ε.κ.
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Υπόδειξη : Επίλεξε σηµείο Ξ στον ε και κάνε αντιστροφή ως προς κύκλο ξ (Ξ) (η ακτίνα δεν παίζει
ϱόλο). Μέσω της αντιστροφής οι κύκλοι {λ, µ, ε} απεικονίζονται αντίστοιχα σε δύο κύκλους {λ′, µ′} και
µία ευθεία ε′ (Σχήµα 4.10.26-ΙΙ). Μέσω της άσκησης 4.10.69 κατασκευάζεται κύκλος κ′ που τέµνει
τα {λ′, µ′, ε′} υπό γωνίες, αντίστοιχα, {α, &, γ}. Ο αντίστροφος κ του κ′ είναι ένας κύκλος όπως απαιτεί
η άσκηση.

΄Ασκηση 4.10.71 Από σηµείο A, εκτός κύκλου κ, να αχθεί προς αυτόν τέµνουσα ABΓ, έτσι ώστε το
εσωτερικό του κύκλου τµήµα της BΓ προς το εξωτερικό αυτής τµήµα AB να έχουν δοθέντα λόγο λ.

΄Ασκηση 4.10.72 Κατασκεύασε κύκλο κ διερχόµενο από δύο δοθέντα σηµεία και τέµνοντα δοθέντα
κύκλο λ κατά διάµετρο του λ (ή κατά διάµετρο του κ).

΄Ασκηση 4.10.73 ∆ίδονται δύο κύκλοι {α, &} και σηµείο ∆. ∆είξε ότι υπάρχουν το πολύ δύο ευθείες
δια του ∆ οι οποίες τέµνουν τους δύο κύκλους σε σηµεία στα οποία οι αντίστοιχες εφαπτόµενες είναι
παράλληλες. Προσδιόρισε τις περιπτώσεις που υπάρχουν, δύο, µία και καµία τέτοια ευθεία.
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Σχήµα 4.10.27: Μετάβαση από γωνία & σε ορθή

΄Ασκηση 4.10.74 ∆ίδεται κύκλος κ και εγγεγραµµένη σε αυτόν γωνία ‘ABΓ. ∆είξε ότι υπάρχει σηµείο
O, έτσι ώστε τα δεύτερα σηµεία τοµής µε τον κύκλο {A′, B′,Γ′} των ευθειών, αντίστοιχα, {OA,OB,OΓ},
να ορίζουν ένα ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο A′B′Γ′ (Σχήµα 4.10.27).
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Σχήµα 4.10.28: Ευθεία δια του κέντρου οµοιοθεσίας
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΄Ασκηση 4.10.75 Στον κύκλο κ η χορδή AB παραµένει σταθερά και η Γ∆ µεταβάλλεται χωρίς να
αλλάζει το µήκος της. ∆είξε ότι τα σηµεία τοµής των ευθειών {E = (A∆, BΓ), Z = (AΓ, B∆)} κινούνται
πάνω σε σταθερούς κύκλους, αντίστοιχα, {κ1, κ2} και η µεταβλητή ευθεία EZ διέρχεται από ένα σταθερό
σηµείο, που συµπίπτει µε ένα κέντρο οµοιότητας O αυτών των κύκλων (Σχήµα 4.10.28).

Υπόδειξη : Το πρώτο µέρος είναι συνέπεια της άσκησης 2.13.17. Το δεύτερο προκύπτει µετρώντας τις
γωνίες που σχηµατίζουν οι διάφορες ευθείες και αποδεικνύοντας ότι οι ακτίνες των κύκλων {IE, KZ }
είναι παράλληλες.
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Σχήµα 4.10.29: Εφαπτόµενες από σηµείο

΄Ασκηση 4.10.76 Από δοθέν σηµείο O να αχθούν οι εφαπτόµενες προς κύκλο κ, του οποίου το κέντρο
είναι εκτός του ϕύλλου σχεδιασµού.
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Σχήµα 4.10.30: Κύκλος οµοιότητας µ και ίσα τρίγωνα

΄Ασκηση 4.10.77 ∆ίδονται δύο κύκλοι εξωτερικοί αλλήλων {κ(A, rκ), λ(B, rλ)} και σηµείο Π εκτός
αυτών. ∆είξε ότι οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες (Σχήµα 4.10.30):

1. Το σηµείο Π είναι επί του κύκλου οµοιότητας των δύο κύκλων.

2. Οι εφαπτόµενες των κύκλων, από το Π , ανά δύο και έτσι ώστε να διαχωρίζουν τα κέντρα (δηλαδή

ένα, το πολύ, κέντρο είναι εντός της γωνίας ‘TΠP), ορίζουν ίσα τρίγωνα {ΠTP,ΠT ′P ′}.
3. Οι ευθείες των ϐάσεων {TP, T ′P ′} αυτών των τριγώνων είναι συµµετρικές ως προς την διάκεντρο.
4. Οι ευθείες των ϐάσεων {TP, T ′P ′} αποτέµνουν από τους κύκλους ίσες χορδές.

Υπόδειξη : (1 ⇒ 2) Εάν το Π είναι επί του κύκλου οµοιότητας, τότε τα δύο αυτά τρίγωνα ϑα είναι
όµοια προς το ΠAB (΄Ασκηση 4.7.7). Λόγω της ισότητας των εφαπτοµένων {ΠT,ΠT ′}, προκύπτει η
ισότητα των τριγώνων.
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(2 ⇒ 1, 3) Εάν τα τρίγωνα είναι ίσα, τότε η ισότητα των γωνιών ‘TΠP και ÷T ′ΠP ′ συνεπάγεται την
ισότητα των γωνιών ’TΠT ′ και ’PΠP ′, που µε την σειρά της συνεπάγεται την οµοιότητα των ορθογωνίων
τριγώνων {ΠTA,ΠPB}. Αυτή συνεπάγεται ότι το Π είναι επί του κύκλου οµοιότητας. Συνεπώς, οι
ευθείες {TP, T ′P ′} τέµνονται στο σηµείο E, που είναι η προβολή του Π στη διάκεντρο (΄Ασκηση 4.7.7).
Τότε τα σηµεία {Π , P, B, P ′, E} είναι οµοκυκλικά και οι γωνίες ‘PΠB =‘PEB =’BΠP ′ =’BEP ′.

(3 ⇒ 1, 4) Εάν οι ευθείες {TP, T ′P ′} είναι συµµετρικές ως προς την διάκεντρο και τέµνονται στο
σηµείο E της διακέντρου AB, τότε τέµνουν τους κύκλους σε Ϲεύγη συµµετρικών χορδών (TT ′′,ΣT ′)
και (PΣ′, P ′′P ′). Επίσης το PBP ′E είναι εγγράψιµο σε κύκλο ν διότι ‘PBP ′ = 2’PP ′′E = 2180◦−P̂EP′′

2 =

180◦ −’PEP ′′. Συνάγεται ότι το Π περιέχεται και αυτό στον κύκλο και η ΠE είναι κάθετος στην AB.
Αυτό συνεπάγεται ότι το Π είναι επί του κύκλου οµοιότητας µ των {κ, λ} (΄Ασκηση 4.7.7). Συνεπώς,
κατά το (1), |PT | = |T ′P ′|. Τότε αφαιρώντας από τα ίσα τµήµατα |TΣ′| = |ΣP ′| τα προηγούµενα ίσα
τµήµατα ϐρίσκουµε ότι |PΣ′| = |ΣT ′|.

(4⇒ 1) Εάν τα τµήµατα |TT ′′| = |PΣ′| (Σχήµα 4.10.30), τότε, για τις ακτίνες των κύκλων ϑα ισχύει
η σχέση,

rκ · ημ(‘TAA′) = rλ · ημ(’PBB′) ⇒ rκ
rλ
=
ημ(’PBB′)
ημ(‘TAA′) = |ΠΠ

′|/|ΠP |
|ΠΠ ′|/|ΠT | =

|ΠT |
|ΠP | ,

όπου {A′, B′,Π ′} οι προβολές των {A,B,Π} στην ευθεία TP. Αυτό συνεπάγεται ότι τα ορθογώνια τρίγωνα
{ΠTA,ΠPB} είναι όµοια και ότι το Π περιέχεται στον κύκλο οµοιότητας των {κ, λ}.
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Σχήµα 4.10.31: Κύκλος οµοιότητας και ίσες χορδές

΄Ασκηση 4.10.78 ∆είξε ότι η τελευταία ιδιότητα της προηγούµενης άσκησης ισχύει και στην περίπτωση
δύο εφαπτοµένων από το Π που δεν διαχωρίζουν τα κέντρα (έτσι ώστε και τα δύο κέντρα των κύκλων να
περιέχονται στη γωνία που σχηµατίζουν οι δύο εφαπτόµενες). Με άλλα λόγια, δοθέντων των εξωτερικών
αλλήλων κύκλων {κ, λ} και των εφαπτοµένων {ΠT,ΠP ′} από το Π , που δεν διαχωρίζουν τα κέντρα,
το Π περιέχεται στον κύκλο οµοιότητας των {κ, λ} τότε και µόνον, όταν οι χορδές των δύο κύκλων
{TT ′, PP ′}, που αποτέµνει η ευθεία TP ′ των σηµείων επαφής, είναι ίσες (Σχήµα 4.10.31).

΄Ασκηση 4.10.79 Ορθή γωνία περιστρέφεται περί την κορυφή της P, που περιέχεται εντός κύκλου κ.
Οι πλευρές της τέµνουν αντίστοιχα τον κύκλο στα σηµεία A, ∆ και B, Γ. Από τα σηµεία αυτά ϕέρνουµε
παράλληλες προς τις πλευρές της ορθής γωνίας, που σχηµατίζουν ορθογώνιο παραλληλόγραµµο. ∆είξε
ότι
1. Οι διαγώνιοι του παραλληλογράµµου τέµνονται στο κέντρο O του κύκλου κ.

2. Ο γεωµετρικός τόπος των κορυφών του παραλληλογράµµου είναι κύκλος κ′ οµοκεντρικός του κ,
του οποίου υπολόγισε την ακτίνα συναρτήσει αυτής του κ και της απόστασης |PO|.

3. ∆είξε ότι τα διαγώνια-κείµενα παραλληλόγραµµα, όπως λ.χ. αυτά µε διαγωνίους AΓ, B∆ είναι
όµοια.
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Σχήµα 4.10.32: Περιστρεφόµενη ορθή γωνία Κατασκευή χορδής

Υπόδειξη : Βάσει του σχήµατος 4.10.32-Ι, το τετράγωνο της διαγωνίου ισούται µε (a + d)2 + (b + c)2.
Εφάρµοσε την ΄Ασκηση 3.4.16.

΄Ασκηση 4.10.80 ∆ίδεται σηµείο X στη χορδή AB κύκλου κ. Να κατασκευασθεί χορδή Γ∆, παράλληλη
της AB, έτσι ώστε η γωνία ΓX∆ να είναι ορθή.

Υπόδειξη : Η Ϲητούµενη χορδή παράγει ορθογώνιο παραλληλόγραµµο XΓΘ∆, του οποίου η κορυφή
Θ είναι στην τοµή δύο γεωµετρικών τόπων (Σχήµα 4.10.32)-ΙΙ : (α) του κύκλου κ′, που εξετάζεται στην
προηγούµενη άσκηση, και (ϐ) της ευθείας ε, που προκύπτει ως τόπος των κορυφών των παραλληλο-
γράµµων ΓX∆Θ, για Γ µεταβαλλόµενο επί του κ και Γ∆ χορδή του κ παράλληλο της AB.

Η Γ∆ µπορεί να προσδιορισθεί και υπολογίζοντας την απόστασή της από το AB. Ο προηγούµενος
τρόπος ωστόσο, δείχνει καλύτερα τη γεωµετρική δοµή του προβλήµατος.
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Σχήµα 4.10.33: Χαρακτηρισµός ευθείας Euler Κύκλος δ µε 3 ιδιότητες

΄Ασκηση 4.10.81 Με κέντρα τις κορυφές τριγώνου ABΓ κατασκευάζουµε κύκλους µε αντίστοιχες α-
κτίνες {ka, kb, kc}, όπου {a = |BΓ|, b = |ΓA|, c = |AB|} και k ϑετικός αριθµός. ∆είξε ότι τα ϱιζικά κέντρα
αυτών των τριάδων κύκλων περιέχονται στην ευθεία του Euler του τριγώνου (Σχήµα 4.10.33-Ι).

Υπόδειξη : ∆εδοµένου ότι η ευθεία ε του Euler του τριγώνου διέρχεται από το κεντροειδές και το
περίκεντρο, υπολόγισε, για ένα σηµείο X της ε και την προβολή του X ′ σε µία πλευρά λ.χ. την BΓ,
το λόγο των αποστάσεων |X ′B|/|X ′Γ|.

΄Ασκηση 4.10.82 ∆οθέντων τριών κύκλων {α, &, γ} εξωτερικών αλλήλων, κατασκεύασε κύκλο δ που
εφάπτεται του α, τέµνει το & ορθογώνια και τέµνει το γ κατά διάµετρο AB (Σχήµα 4.10.33-ΙΙ).
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Σχήµα 4.10.34: Προετοιµασία κατασκευής Η 3√2 µε origami

Η επόµενη άσκηση στηρίζει τη µέθοδο εύρεσης της τρίτης ϱίζας 3√2 (∆ήλιο πρόβληµα του διπλα-
σιασµού του κύβου) µε τη µέθοδο του διπλώµατος ενός τετράγωνου ϕύλλου χαρτιού (το origami που
συναντήσαµε στην άσκηση 1.16.1). Για την πληρότητα της εφαρµογής αυτής της µεθόδου χρειάζεται
η προκαταρκτική διαίρεση του τετραγώνου σε τρεις ίσες οριζόντιες λωρίδες, που µπορεί να γίνει µε
τη µέθοδο της άσκησης 2.8.4.

΄Ασκηση 4.10.83 ∆ίδεται τετράγωνο ABΓ∆, µεταβλητό σηµείο B′ στην πλευρά του A∆ και τα σηµεία
{Z, I} στην πλευρά BΓ, που τη χωρίζουν σε τρία ίσα µέρη. ∆είξε ότι υπάρχει µία ϑέση του B′, έτσι ώστε
το συµµετρικό Z ′ του Z ως προς τη µεσοκάθετο KM του BB′ να περιέχεται στην παράλληλο IH της AB.

Υπόδειξη : Με τους συµβολισµούς του σχήµατος 4.10.34-Ι, όπου η ϑέση του B′ καθορίζεται από το x,
ισχύουν οι σχέσεις :

w = |BB′| ⇒ w2 = x2 + a2,

a(a − u) = w2/2 ⇒ u = (a2 − x2)/(2a),

z = |B′K | = |KB| = a − u ⇒ z = (a2 + x2)/(2a),

|B′Z ′| = |BZ | = a/3 και B′AK όµοιο του Z ′HB′ ⇒
|B′H |/|B′Z ′| = u/z ⇒ |B′H | = (u/z)(a/3).

Υποθέτοντας ότι |AB′| + |B′H | = x + |B′H | = 2a/3, και χρησιµοποιώντας τις προηγούµενες σχέσεις,
ϐρίσκουµε ότι το x ικανοποιεί την εξίσωση

3x3 − 3ax2 + 3a2x − a3 = 0.

Για να ολοκληρώσουµε την άσκηση ϑα πρέπει να ϐρούµε την πραγµατική ϱίζα αυτής της εξίσωσης,
που είναι η x0 =

a
3

Ä
3√4 − 2

3√4
+ 1
ä
, και να δούµε ότι αυτή καθορίζει τη ϑέση του B′ µε τις απαιτούµενες

ιδιότητες. Η επόµενη άσκηση δείχνει έναν ευκολότερο δρόµο για τον καθορισµό του B′.

΄Ασκηση 4.10.84 Με τους συµβολισµούς και την τιµή του x, που προσδιορίζεται από την προηγούµενη
άσκηση, δείξε ότι ο λόγος λ = y/x = 3√2. Συµπέρανε ότι, διπλώνοντας το τετράγωνο ϕύλλο χαρτιού,
έτσι ώστε το B να πέσει πάνω στην A∆ και το Z πάνω στην HI, τότε ο λόγος |AB′|/|B′∆| = 3√2.

Υπόδειξη : Το πρώτο συµπέρασµα προκύπτει από την τελευταία εξίσωση. Πράγµατι γράφοντας λ =
y/x = (a − x)/x, από την οποία προκύπτει x = a/(1 + λ) και αντικαθιστώντας σε αυτήν την εξίσωση,
ϐλέπουµε ότι προκύπτει η 2 − λ3 = 0.

Το δεύτερο συµπέρασµα προκύπτει από το ότι, µε αυτόν τον τρόπο διπλώµατος του χαρτιού
(Σχήµα 4.10.34-ΙΙ), η τσάκιση ταυτίζεται µε την ευθεία KM και το B πάει ακριβώς πάνω στο B′ της
προηγούµενης άσκησης.
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΄Ασκηση 4.10.85 Θεώρησε µια τεµνόµενη δέσµη κύκλων D στα σηµεία {O,A} και δύο ευθείες {&, γ}
διά του O. ∆είξε ότι, για κάθε κύκλο κ της δέσµης, τα δεύτερα σηµεία τοµής του {B,Γ} µε τις ευθείες
{&, γ} ορίζουν τµήµατα {x = |OB|, y = |OΓ|}, των οποίων τα µήκη ικανοποιούν µία σχέση της µορφής
ax + by = c, όπου {a, b, c} σταθερές.
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Σχήµα 4.10.35: Τεµνόµενη δέσµη και ευθείες

Υπόδειξη : Φέρε τις κάθετες {A∆, AE} αντίστοιχα στις {&, γ} (Σχήµα 4.10.35-Ι). Τα ορθογώνια τρίγωνα
{AB∆, AΓE} είναι όµοια. Συνεπώς,

|∆B|
|A∆| =

|ΓE|
|AE| ⇒

x − |O∆|
|A∆| =

|OE| − y
|AE| ⇒ ax + by = c,

όπου {a = 1/|A∆|, b = 1/|AE|, c = (|OE|/|AE|) + (|O∆|/|A∆|)} δεν εξαρτώνται από τον ειδικό κύκλο κ
της δέσµης D.

΄Ασκηση 4.10.86 ∆είξε την αντίστροφη ιδιότητα από αυτήν της προηγούµενης άσκησης. ∆ηλαδή, αν
σε δύο τεµνόµενες στο σηµείο O ευθείες {&, γ} λαµβάνονται σηµεία αντίστοιχα {B,Γ}, έτσι ώστε οι
αποστάσεις τους {x = |OB|, y = |OΓ|} να ικανοποιούν µια σχέση της µορφής ax + by = c για κάποιες
σταθερές {a, b, c}, τότε οι κύκλοι {κ = (OBΓ)} είναι όλοι µέλη µιας τεµνόµενης δέσµης και διέρχονται
από ένα δεύτερο σταθερό σηµείο A.

Υπόδειξη : Θεώρησε δύο κύκλους {κ = (OBΓ), κ′ = (OB′Γ′)} που τέµνονται για δεύτερη ϕορά στο A
(Σχήµα 4.10.35-ΙΙ). Τα τρίγωνα {ABB′, AΓΓ′} είναι όµοια. Συνάγεται ότι οι λόγοι των πλευρών τους
ικανοποιούν µια σταθερή σχέση

|BB′|
|ΓΓ′| =

|OB′| − |OB|
|OΓ′| − |OΓ| =

x′ − x
y′ − y = −

b

a
,

την οποία, λόγω της οµοιότητας, ϑα ικανοποιούν και τα αντίστοιχα ύψη |A∆||AE| =
|b|
|a| . Συνάγεται (Πρόταση

3.8.4) ότι η ϑέση της ευθείας OA είναι σταθερά ως προς τις {&, γ}. Συνάγεται επίσης και ότι όλοι οι
κύκλοι κ′ ϑα διέρχονται από το κοινό σηµείο A της ευθείας OA και του κύκλου κ.

΄Ασκηση 4.10.87 Καθώς µεταβάλλεται ο κύκλος κ της δέσµης D, δείξε ότι στο τρίγωνο ABΓ του
σχήµατος 4.10.35-Ι, οι δεύτερες τοµές των υψών από τα {B,Γ} µε τον κ κινούνται σε δύο σταθερές
ευθείες {&′, γ′} που διέρχονται από το A. ∆είξε επίσης ότι το ορθόκεντρο αυτού του τριγώνου κινείται σε
µία ευθεία, που τέµνει τις {&, γ} σε σηµεία από τα οποία διέρχονται οι προηγούµενες ευθείες.
Υπόδειξη : Εξέτασε τις γωνίες που σχηµατίζονται στο A, και το ορθόκεντρο.

΄Ασκηση 4.10.88 ∆είξε ότι για δοθείσα γωνία‘ABΓ εγγεγραµµένη σε κύκλο κ(K), υπάρχει αντιστροφή
ως προς κύκλο ν(N), ορθογώνιο στον κ, που απεικονίζει τα τρία σηµεία {A, B,Γ} σε τρία άλλα {A′, B′,Γ′},
έτσι ώστε η γωνία÷A′B′Γ′ να είναι ορθή εγγεγραµµένη στον κ.
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Σχήµα 4.10.36: Αντιστροφή οποιασδήποτε γωνίας σε ορθή

Υπόδειξη : Θεώρησε τον κύκλο µ(M), που είναι ορθογώνιος στον κ και διέρχεται από τα {A,Γ}. Ο-
ποιοδήποτε σηµείο N αυτού του κύκλου, εξωτερικό του κ, ορίζει κύκλο ν(N) ορθογώνιο στον κ που
έχει την αναφερόµενη ιδιότητα (Σχήµα 4.10.36).

Α

Β
Γ

Δ

Β'
Α'

Δ'
Γ'

κ

ν

μ

ε

Ε

Ζ

Μ

Ν

Σχήµα 4.10.37: Αντιστροφή εγγραψίµου τετραπλεύρου σε ορθογώνιο

΄Ασκηση 4.10.89 ∆είξε ότι για δοθέν τετράπλευρο ABΓ∆ εγγεγραµµένο σε κύκλο κ(K), υπάρχει αντι-
στροφή ως προς κύκλο ε(E), ορθογώνιο στον κ, που απεικονίζει τα τέσσερα σηµεία {A, B,Γ,∆} σε τέσσερα
άλλα {A′, B′,Γ′,∆′}, έτσι ώστε το A′B′Γ′∆′ να είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο εγγεγραµµένο στον
κ.

Υπόδειξη : Κατασκεύασε τους κύκλους {µ(M), ν(N)}, που είναι ορθογώνιοι στον κ και περιέχουν αντί-
στοιχα τα Ϲεύγη σηµείων {(B,∆), (A,Γ)} (Σχήµα 4.10.37). ∆είξε ότι οι κύκλοι αυτοί τέµνονται σε δύο
σηµεία {E, Z }, ένα εκ των οποίων (E) είναι εξωτερικό του κ και ορίζει κύκλο ε(E) ορθογώνιο στον κ.
Χρησιµοποίσε την προηγούµενη άσκηση (δες και άσκηση 7.8.6).

Οι επόµενες ασκήσεις εξετάζουν µια γενίκευση του ϑεωρήµατος του Θαλή για κύκλους. Αντί για
δέσµη ευθειών έχουµε εδώ µια δέσµη κύκλων {κ, λ, µ, . . .} που διέρχονται από δύο σηµεία {A, B}.
Σε κάθε ευθεία γ δια του A ορίζονται τα δεύτερα σηµεία τοµής {Γκ,Γλ,Γµ, . . .}. Η ϐασική ιδιότητα
διατυπώνεται στην επόµενη άσκηση (Σχήµα 4.10.38).

΄Ασκηση 4.10.90 Με τις προηγούµενες προϋποθέσεις και συµβολισµούς, οι λόγοι των µηκών των ευ-
ϑυγράµµων τµηµάτων {|ΓκΓλ|/|ΓλΓµ |} δεν εξαρτώνται από την κατεύθυνση της ευθείας γ που διέρχεται
από το A. Με άλλα λόγια, και για µια άλλη ευθεία δ δια του A ϑα ορίζονται τα αντίστοιχα σηµεία
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Σχήµα 4.10.38: Γενίκευση Θαλή για δέσµες κύκλων

{∆κ,∆λ,∆µ, . . .} και οι αντίστοιχοι λόγοι ϑα είναι ίσοι
|ΓκΓλ|
|ΓλΓµ | =

|∆κ∆λ|
|∆λ∆µ | .

Υπόδειξη : Πρόβαλλε τα κέντρα των κύκλων {Iκ , Iλ, Iµ, . . .} πάνω στην δ στα αντίστοιχα σηµεία της
ευθείας {Pκ, Pλ, Pµ, . . .} και δες ότι |∆κ∆λ| = 2|PκPλ| = 2|IκIλ| συν(φ), όπου φ η γωνία της ευθείας των
κέντρων {Iκ} µε την δ.

΄Ασκηση 4.10.91 Με τους προηγούµενους συµβολισµούς και προϋποθέσεις, δείξε ότι, για σταθερές
ευθείες {γ, δ} διερχόµενες δια του A, ο λόγος |∆κ∆λ ||ΓκΓλ | δεν εξαρτάται από του ειδικούς κύκλους {κ, λ} της
δέσµης και είναι ο ίδιος για όλα τα Ϲεύγη κύκλων που διέρχονται από τα {A, B}.
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Σχήµα 4.10.39: Αντίστροφο της γενίκευσης του Θαλή

΄Ασκηση 4.10.92 ∆είξε το αντίστροφο της ιδιότητας της άσκησης 4.10.90. Εάν σε δύο δοθείσες τεµνό-
µενες στο σηµείο A ευθείες {γ, δ} τα αντίστοιχα σηµεία τους {Γκ,Γλ,Γµ} και {∆κ,∆λ,∆µ} ικανοποιούν την
|ΓκΓλ |
|ΓλΓµ | =

|∆κ∆λ |
|∆λ∆µ | , τότε οι κύκλοι {κ = (AΓκ∆κ), λ = (AΓλ∆λ), ν = (AΓν∆ν)} διέρχονται από κοινό σηµείο B.

Στο κεφάλαιο 11 ϑα δούµε ότι οι ευθείες {Γκ∆κ,Γλ∆λ, . . .} είναι εφαπτόµενες µιας παραβολής που
έχει την εστία της στο B (Σχήµα 4.10.39).



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Από τα κλασικά ϑεωρήµατα

5.1 Παρεγγεγραµµένοι και έκκεντρα

Πλέονες εξ ασκήσεως αγαθοί γίνονται ή από ϕύσιος.

∆ηµόκριτος

Παρεγγεγραµµένοι κύκλοι του τριγώνου ABΓ λέγονται οι κύκλοι που είναι εκτός του τριγώνου και
εφάπτονται των πλευρών του. Τα κέντρα τους λέγονται έκκεντρα του τριγώνου ή παράκεντρα του
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Σχήµα 5.1.1: Οι παρεγγεγραµµένοι κύκλοι τριγώνου

τριγώνου (Σχήµα 5.1.1). Η ύπαρξή των κύκλων αυτών στηρίζεται στην επόµενη πρόταση που είναι
ανάλογη αυτής για την ύπαρξη του εγγεγραµµένου κύκλου (Θεώρηµα 2.2.2).

Θεώρηµα 5.1.1 Η εσωτερική διχοτόµος µιας γωνίας του τριγώνου και οι εξωτερικές διχοτόµοι των δύο
άλλων γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σηµείο.
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Απόδειξη : Θα δείξουµε ότι η εσωτερική διχοτόµος στο B και οι εξωτερικές στα A και Γ τέµνονται στο
ίδιο σηµείο, που συµβολίζουµε µε IB. Ανάλογα ϑα ισχύουν και για τις άλλες γωνίες και ϑα ορίζονται τα
σηµεία IA και IΓ (Σχήµα 5.1.1). Η απόδειξη µεταφέρεται αυτολεξεί από το Θεώρηµα 2.2.2. ΄Εστω IB το
σηµείο τοµής δύο εκ των τριών διχοτόµων του τριγώνου και συγκεκριµένα των εξωτερικών διχοτόµων
των γωνιών A και Γ. Θα δείξουµε ότι και η εσωτερική διχοτόµος της γωνίας B̂ διέρχεται από το IB.
Πράγµατι, κατά την Πρόταση 1.15.16, οι αποστάσεις του IB από τις πλευρές της γωνίας Â είναι ίσες
|IBZ | = |IBE|. Παρόµοια και οι αποστάσεις του IB από τις πλευρές της γωνίας Γ̂ είναι ίσες |IBE| = |IB∆|.
Συνεπώς, οι τρεις αποστάσεις ϑα είναι ίσες µεταξύ τους |IBZ | = |IBE| = |IB∆|, άρα ϑα είναι ακτίνες του
κύκλου µε κέντρο IB και ακτίνα rB = |IB∆|. Η ισότητα των αποστάσεων |IBZ | = |IB∆| από τις πλευρές
τις γωνίας B̂, δείχνει ότι το IB ευρίσκεται και επί της διχοτόµου της γωνίας B̂ (Πρόταση 1.15.16).
Η καθετότητα των πλευρών στα άκρα των ακτίνων αυτών του κύκλου, δείχνει (Πόρισµα 2.2.2) ότι ο
κύκλος εφάπτεται και στις τρεις πλευρές του τριγώνου, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 5.1.1 ΄Εστω ότι I, IA, IB, IΓ είναι αντίστοιχα το έγκεντρο και τα κέντρα των παρεγγεγραµµένων
κύκλων του τριγώνου ABΓ. ∆είξε ότι :

1. Κάθε µία από τις τριάδες (A, I, IA), (B, I, IB), (Γ, I, IΓ) αποτελείται από συνευθειακά σηµεία.

2. Οι ευθείες που ορίζονται από κάθε µία τριάδα από τις προηγούµενες είναι ύψη του τριγώνου IAIBIΓ.

3. Το I είναι το ορθόκεντρο του προηγουµένου τριγώνου.

4. Το ABΓ είναι το ορθικό του τριγώνου IAIBIΓ.

Πρόταση 5.1.1 Το µήκος της εφαπτόµενης B∆ από την κορυφή B προς τον αντίστοιχο παρεγγεγραµ-
µένο κύκλο µε κέντρο IB είναι ίσο µε την ηµιπερίµετρο τ του τριγώνου ABΓ

|B∆| = 1
2

(a + b + c) = τ.

Απόδειξη : Εδώ, ως συνήθως, µε a, b και c συµβολίζουµε τα µήκη των πλευρών του τριγώνου. Η
απόδειξη προκύπτει αµέσως από την ισότητα των εφαπτοµένων από το B (Σχήµα 5.1.1): |BZ | = |B∆|,
καθώς και από τα A και Γ: |AZ | = |AE|, |ΓE| = |Γ∆|. Η περίµετρος γράφεται λοιπόν

a + b + c = (|BΓ| + |ΓE|) + (|AE| + |BA|)
= (|BΓ| + |Γ∆|) + (|BA| + |AZ |)
= 2(|BΓ| + |Γ∆|), ο.ε.δ.
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Σχήµα 5.1.2: Εφαπτόµενες από τις κορυφές Εφαπτόµενη παράλληλη της ϐάσης

Πρόταση 5.1.2 Εάν τ = 1
2 (a +b+ c) είναι η ηµιπερίµετρος του τριγώνου, τότε οι εφαπτόµενες AB′, AΓ′

από την κορυφή A τριγώνου ABΓ προς τον εγγεγραµµένο κύκλο του έχουν µήκος

|A∆| = |AZ | = τ − a.
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Απόδειξη : ΄Οπως και η απόδειξη της προηγούµενης πρότασης (Σχήµα 5.1.2-Ι), έτσι και αυτή ε-
δώ, στηρίζεται στην ισότητα των εφαπτοµένων από ένα σηµείο προς κύκλο : |AB′| = |AΓ′|, |BΓ′| =
|BA′|, |ΓA′| = |ΓB′|. Αρκεί να γράψουµε λοιπόν την περίµετρο

a + b + c = 2τ = 2(|AΓ′| + |BA′| + |A′Γ|) = 2(|AΓ′| + a),

από την οποία προκύπτει αµέσως το Ϲητούµενο, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 5.1.2 Στο τρίγωνο ABΓ, που έχει |AΓ| ≥ |AB|, ο κύκλος κ εφάπτεται των πλευρών {AB, AΓ} και
διέρχεται από σηµείο A′ της ϐάσης του BΓ (Σχήµα 5.1.2-Ι). ∆είξε ότι ο κ συµπίπτει µε τον εγγεγραµµένο
κύκλο του τριγώνου ABΓ, τότε και µόνον, όταν ισχύει η σχέση

|A′Γ| − |A′B| = |AΓ| − |AB|.
Το A′ συµπίπτει τότε µε το σηµείο επαφής του κύκλου µε τη BΓ.

Υπόδειξη : Για τα {x = |A′B|, y = |A′Γ|}, η σχέση ισοδυναµεί µε τις {y − x = b − c, y + x = a}.

΄Ασκηση 5.1.3 ΄Εστω E το σηµείο επαφής της εφαπτόµενης HΘ του εγγεγραµµένου κύκλου, που είναι
παράλληλη της BΓ. ∆είξε ότι η AE τέµνει τη BΓ σε σηµείο ∆, έτσι ώστε |AB| + |B∆| = |∆Γ| + |ΓA| = τ.
Συµπέρανε ότι |B∆| = |ZΓ|, όπου Z το σηµείο επαφής µε τη BΓ (Σχήµα 5.1.2-ΙΙ).
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Σχήµα 5.1.3: Τµήµατα επί των πλευρών

Πρόταση 5.1.3 Ο επόµενος πίνακας δίνει τα κέντρα του εγγεγραµµένου και των παρεγγεγραµµένων
κύκλων τριγώνου ABΓ καθώς και τις αντίστοιχες προβολές τους στις πλευρές AB, BΓ και ΓA (Σχήµα
5.1.3).
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χωρίζεται από το K σε λόγο 1 : 3. ∆είξε τέλος ότι το K είναι κέντρο αντιοµοιοθεσίας των τριγώνων ABΓ
και ZHE µε λόγο 3 : 1. Το K χωρίζει στο λόγο 3 : 1 και το τµήµα IΘ.

΄Ασκηση 5.24.49 ∆ίδονται δύο τεµνόµενες στο σηµείο O ευθείες {α, &} εφοδιασµένες κάθε µία µε ένα
σύστηµα τετµηµένων µε αρχή το O. Σε κάθε σηµείο X (x) της α αντιστοιχίζουµε το σηµείο Y (y) της &
µέσω µιας οµογραφικής σχέσης y = (ax + b)/(cx + d), όπου {a, b, c, d} σταθερές µε ad − bc � 0. ∆είξε
ότι οι ευθείες {εx = XY }, που ορίζονται από το X (x) και το αντίστοιχό του Y (y), διέρχονται όλες από
κοινό σηµείο.
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Σχήµα 5.24.29: Συντρέχουσες ευθείες Κατασκευή τριγώνου

Υπόδειξη : Θεώρησε το σηµείο τοµής P δύο ευθειών {AA′, BB′} για τυχόντα σηµεία {A,B} της α και τα
οµογραφικά συσχετισµένα αυτών {A′, B′} επί της & (Σχήµα 5.24.29-Ι). Θεώρησε και τρίτο σηµείο Γ
της α και το αντίστοιχό του οµογραφικά συσχετισµένο σηµείο Γ′ της &. ΄Εστω k = (OABΓ) ο διπλός
λόγος των τεσσάρων σηµείων. Επειδή η οµογραφική συσχέτιση διατηρεί τον διπλό λόγο (Πρόταση
5.21.2), έπεται ότι και τα αντίστοιχα σηµεία στην & ϑα έχουν τον ίδιο διπλό λόγο k = (OA′B′Γ′).
Κατά το ϑεώρηµα 5.15.3 έπεται ότι οι τρεις ευθείες ϑα διέρχονται από κοινό σηµείο. Το συµπέρασµα
προκύπτει κρατώντας τα {A, B} σταθερά και αλλάζοντας τη ϑέση του Γ.

Σηµείωσε ότι το συµπέρασµα της προηγούµενης άσκησης είναι το αντίστροφο της άσκησης 5.21.7.

΄Ασκηση 5.24.50 Να κατασκευασθεί τρίγωνο ABΓ, του οποίου οι πλευρές {x = |AB|, y = |AΓ|} ικανο-
ποιούν µία οµογραφική σχέση y = (ux + v)/(rx + s) και του οποίου δίδεται η γωνία α = ‘BAΓ και το
ύψος υ από το A.

Υπόδειξη : Στις πλευρές {AB, AΓ} γωνίας α ορίζουµε µέσω τετµηµένων την οµογραφική σχέση y =
(ux + v)/(rx + s) και προσδιορίζουµε το σταθερό σηµείο P από το οποίο διέρχονται όλες οι ευθείες
{B(x)Γ(y} (Σχήµα 5.24.29-ΙΙ). Με κέντρο το A και ακτίνα υ γράφουµε κύκλο κ και ϕέρνουµε την
εφαπτόµενη σε αυτόν από το P.

΄Ασκηση 5.24.51 Να κατασκευασθεί τρίγωνο ABΓ, του οποίου οι πλευρές {x = |AB|, y = |AΓ|} ικανο-
ποιούν µία οµογραφική σχέση y = (ux + v)/(rx + s) και του οποίου δίδεται η γωνία α = ‘BAΓ και η
εσωτερική ή η εξωτερική διχοτόµος ή η ακτίνα ρ του εγγεγραµµένου κύκλου.

΄Ασκηση 5.24.52 Να κατασκευασθεί τρίγωνο ABΓ, του οποίου οι πλευρές {x = |AB|, y = |AΓ|} ικανο-
ποιούν µία οµογραφική σχέση y = (ux + v)/(rx + s) και του οποίου δίδονται οι γωνίες.

΄Ασκηση 5.24.53 Να κατασκευασθεί τρίγωνο ABΓ, του οποίου οι πλευρές {x = |AB|, y = |AΓ|} ικανο-
ποιούν µία οµογραφική σχέση της µορφής ux + vy = w και του οποίου δίδεται η γωνία α = ‘BAΓ και
ακτίνα R του περιγεγραµµένου κύκλου ή η διάµεσος από το A.

Η οµογραφική σχέση στην τελευταία άσκηση δεν έχει την γενική µορφή των προηγουµένων ασκή-
σεων. Αν διατυπώσουµε την άσκηση χρησιµοποιώντας τη γενική µορφή y = (ux + v)/(rx + s) της
οµογραφικής σχέσης, τα αντίστοιχα προβλήµατα δεν λύνονται µε τον κανόνα και το διαβήτη. Για πα-
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Σχήµα 5.24.30: Κογχοειδής του Νικοµήδη

ϱάδειγµα, αν δίδεται η προηγούµενη σχέση, η γωνία ω =‘BAΓ και η ακτίνα R, τότε η απέναντι πλευρά
z = |BΓ| προσδιορίζεται από τα δεδοµένα z = 2R ημ(ω) και το πρόβληµα ανάγεται στον προσδιορισµό
µιας τέµνουσας της γωνίας ‘BAΓ από το P, έτσι ώστε το τµήµα BΓ να έχει δοθέν µήκος z. Το P προσ-
διορίζεται από τη γωνία ω και την οµογραφική σχέση, όπως και στις προηγούµενες ασκήσεις. Στο
σχήµα 5.24.30 ϕαίνεται ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που προκύπτουν από το σταθερό σηµείο P
και τη σταθερή ευθεία ε, παίρνοντας σε όλες τις ευθείες δια του P τµήµατα |BΓ| = |BΓ′| = z. Είναι η
γνωστή από την αρχαιότητα κογχοειδής του Νικοµήδη (περί το 200 π.Χ), που συνδέεται στενά µε τη
νεύση (΄Ασκηση 5.24.28) και χρησιµοποιήθηκε για την τριχοτόµηση της γωνίας και το διπλασιασµό
του κύβου. Το Ϲητούµενο Γ είναι ακριβώς ένα σηµείο τοµής της άλλης πλευράς ζ της γωνίας ω και
της καµπύλης.
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Σχήµα 5.24.31: Γεωµετρικός τόπος των µέσων

΄Ασκηση 5.24.54 ∆ίδονται τρεις ευθείες {α, &, γ} διερχόµενες από σηµείο O και σηµείο P της γ. Θε-
ωρούµε όλους τους κύκλους κ που διέρχονται από τα {O, P} και τέµνουν για δεύτερη ϕορά τις {α, &}
αντίστοιχα στα σηµεία {A,B}. ∆είξε ότι το µέσον M του AB περιέχεται σε σταθερή ευθεία ε και το κέντρο
ϐάρους N του τριγώνου OAB περιέχεται σε ευθεία ε′ παράλληλη της ε (Σχήµα 5.24.31).

Υπόδειξη : Το τρίγωνο PAB έχει σταθερές γωνίες, η κορυφή του P παραµένει σταθερά και τα {A, B}
κινούνται επί σταθερών ευθειών. Εφάρµοσε το ϑεώρηµα 2.14.3.

΄Ασκηση 5.24.55 Στο σχήµα 5.24.31 της προηγούµενης άσκησης, ϑεώρησε τη µεσοκάθετο του OP και
τα σηµεία τοµής της {∆, E} αντίστοιχα µε τις ευθείες {α, &} και το κέντρο Θ του κύκλου κ. ∆είξε ότι το P
είναι σηµείο του Miquel των {A, B,Θ} ως προς το τρίγωνο O∆E και οδηγός στροφής του ABΘ ως προς το
O∆E.
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΄Ασκηση 5.24.56 Κατασκεύασε τα ποδικά του ορθοκέντρου, κέντρου ϐάρους και εγκέντρου του τριγώ-
νου ABΓ και προσδιόρισε και άλλα εγγεγραµµένα τρίγωνα A′B′Γ′ του ABΓ που ορίζουν αυτά τα σηµεία
ως αντίστοιχα σηµεία Miquel.

΄Ασκηση 5.24.57 ΄Εστω P σηµείο του περικύκλου κ(O,R) του τριγώνου ABΓ και {A′, B′,Γ′, P ′} οι
προβολές του αντίστοιχα στις ευθείες {BΓ,ΓA, AB, sP }, όπου sP η ευθεία Simson του P. ∆είξε τους
τύπους ([Lal52, σ. 14]):

1. |PA||PA′| = |PB||PB′| = |PΓ||PΓ′| = 2R|PP ′|.
2. |PA||PB||PΓ| = 4R2|PP ′|.
3. |PA′||PB′||PΓ′| = 2R|PP ′|2.
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B''

Γ''

H 
Γ'
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90°+γ-β

Σχήµα 5.24.32: ΄Εξι συνευθειακά σηµεία

΄Ασκηση 5.24.58 Του τριγώνου ABΓ τα µέσα των πλευρών του είναι {A′, B′,Γ′}, τα ίχνη των υψών του
{A′′, B′′,Γ′′} και {A1, B1,Γ1} τα µέσα των {HA,HB,HΓ}, όπου H το ορθόκεντρο. ∆είξε ότι οι 6 τοµές
ευθειών P = (AB, A′′B1), K = (BB′′, A′′Γ′), L = (A′Γ′′, B′B1), N = (ΓΓ′′, B′A′′), M = (A′B′′,Γ′Γ1) και
Π = (A′′Γ1, AΓ) περιέχονται σε µία ευθεία παράλληλο της BΓ. ∆είξε επίσης ότι το M είναι κέντρο του
κύκλου µε διάµετρο ΠP και ότι τα τετράπλευρα A′′KHN, A′′PAΠ είναι εγγράψιµα και οι περίκυκλοί
τους εφάπτονται του κύκλου του Euler στο σηµείο A′′.

Υπόδειξη : Ξεκίνησε από τα εγγράψιµα τετράπλευρα, για τα οποία κρίσιµη είναι η ισότητα των γωνιών
που σηµειώνεται στο σχήµα 5.24.32.

Η 5.24.58 είναι τυπικό δείγµα άσκησης που προκύπτει µε τη ϐοήθεια του υπολογιστή. Η συγκεκρι-
µένη προέρχεται από ένα πρόγραµµα στο οποίο δίδεται ένα σχήµα, στο οποίο έχουν ορισθεί κάποια
σηµεία, λεγόµενα πρώτης γενιάς (εδώ 13: {A,B,Γ, A′, B′,Γ′, A′′, B′′,Γ′′, A1, B1,Γ1, H}). Το πρόγραµ-
µα υπολογίζει όλες τις διαφορετικές ευθείες που ορίζονται από αυτά τα σηµεία, τις λεγόµενες ευθείες
πρώτης γενιάς (εδώ 699). Κατόπιν προσδιορίζει τα σηµεία δεύτερης γενιάς, που είναι οι τοµές των
ευθειών πρώτης γενιάς (εδώ 16470). Στη συνέχεια το πρόγραµµα ερευνά πόσες ευθείες περιέχουν
περισσότερα από δύο σηµεία. Στη συγκεκριµένη υπάρχουν 5286 τέτοιες ευθείες που ϕέρουν 3, 4,
5, 6 και 7 σηµεία δεύτερης γενιάς. Κάθε τέτοια ευθεία ορίζει µία άσκηση, όπως η προηγούµενη,
όπου το Ϲητούµενο είναι να αποδείξουµε τη συγγραµµικότητα ορισµένων σηµείων. Στο συγκεκριµένο
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παράδειγµα οι περισσότερες από τις 5286 ευθείες ϕέρουν 3 σηµεία δεύτερης γενιάς. ΄Οσο περισσό-
τερα συγγραµικά απαιτούµε, τόσο λιγότερες είναι οι ευθείες που ϐρίσκουµε. ΄Ετσι εδώ από τις 5286
ευθείες µόνο 38 ϕέρουν έξι σηµεία δεύτερης γενιάς (και, συνεπώς, ορίζουν 38 ασκήσεις παρόµοιες
µε την προηγούµενη), ενώ υπάρχουν και 9 που ϕέρουν από 7 σηµεία η κάθε µια. Στο συγκεκριµένο
παράδειγµα αυτός είναι ο ανώτατος αριθµός συγγραµµικότητας. ∆ηλαδή, καµία από τις 5286 ευθείες
δεν περιέχει περισσότερα από 7 σηµεία δεύτερης γενιάς.

Προφανώς η διαδικασία ϑα µπορούσε να συνεχισθεί επ᾿ άπειρον, να ορισθούν ανάλογα ευθείες
δεύτερης γενιάς, αντίστοιχα σηµεία τρίτης γενιάς κ.ο.κ. να εξετασθούν πάλι οι συγγραµµικότητες, να
ϐρεθεί ο µέγιστος αριθµός συγγραµµικών σηµείων σε κάθε γενιά κ.λπ. Το συγκεκριµένο πρόγραµµα,
για λόγους εξάντλησης της υπολογιστικής ισχύος, σταµατά στις συγγραµµικότητες σηµείων δεύτερης
γενιάς, αλλά εξετάζει την αντίστοιχη διαδικασία αντικαθιστώντας τις ευθείες µε κύκλους, που ορί-
Ϲονται από όλες τις δυνατές τριάδες µη-συγγραµµικών σηµείων, τους λεγόµενους κύκλους πρώτης
γενιάς. Εκεί η αντίστοιχη διερεύνηση αφορά σε 4 ή περισσότερα οµοκυκλικά σηµεία και στο συγκε-
κριµένο παράδειγµα, µεταξύ άλλων, προσδιορίζει και τον κύκλο του Euler, που περιέχει 9 σηµεία. Η
επόµενη άσκηση προέκυψε από αντίστοιχη διερεύνηση για το ίδιο ϐασικό σύστηµα 13 σηµείων της
προηγούµενης άσκησης. Η άσκηση δείχνει ότι η προαναφερθείσα διαδικασία παράγει προβλήµατα
µε µη τετριµµένο γεωµετρικό περιεχόµενο. Ωστόσο, για λόγους συνέπειας προς την ιστορική εξέλιξη,
εκτός από τις δύο αυτές ασκήσεις, δεν συµπεριλαµβάνω στο ϐιβλίο άλλες που παράγονται µε αυτόν
τον τρόπο. Είναι ϕανερό ότι, ξεκινώντας µε ένα µικρό πλήθος σηµείων ενός σχήµατος, µπορούµε να
παραγάγουµε απειρία προβληµάτων. Ωστόσο, τα προβλήµατα αυτά δεν ϕαίνονται να έχουν, σε γενι-
κές γραµµές, την σπουδαιότητα των κλασικών προβληµάτων, που αναπτύχθηκαν σε µια µακροχρόνια
εξέλιξη και χρησιµεύουν ως εργαλεία για την επίλυση άλλων προβληµάτων.
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Σχήµα 5.24.33: Πολική AZ του σηµείου Λ

΄Ασκηση 5.24.59 Του τριγώνου ABΓ τα µέσα των πλευρών είναι αντίστοιχα A′, B′, Γ′ και τα ίχνη
των υψών A′′, B′′, Γ′′. ΄Εστω ότι οι ευθείες B′Γ′′, Γ′B′′ τέµνονται σε σηµείο Z και οι κύκλοι (B′B′′Z ),
(Γ′Γ′′Z ) τέµνονται σε σηµείο K. ∆είξε ότι οι ευθείες B′Γ′, B′′Γ′′, EK, όπου E το κέντρο του κύκλου του
Euler διέρχονται από σηµείο Λ.

Υπόδειξη : ΄Εστω ότι το σηµείο Λ = (Γ′B′,Γ′′B′′) είναι ο πόλος της ευθείας AZ ως προς τον κύκλο
του Euler του τριγώνου ABΓ (Πρόταση 5.17.1). Βλέπουµε εύκολα ότι τα τρίγωνα AΓ′B′′, AB′Γ′′
είναι όµοια ισοσκελή (Σχήµα 5.24.33). Το σηµείο τοµής P = (B′′Γ′′, AZ ) είναι το αρµονικό συζυγές
P = Λ(Γ′′, B′′). Επίσης οι γωνίες ’Γ′′KP, ’PKB′′ είναι ίσες λόγω των εγγράψιµων τετραπλεύρων ZKΓ′Γ′′,
ZKB′B′′. Συνάγεται ότι η ΛK είναι η εξωτερική διχοτόµος του τριγώνου KB′′Γ′′, άρα είναι κάθετος
στην AZ , που είναι η πολική του Λ. Η κάθετος από τον πόλο Λ στην πολική AZ διέρχεται από το
κέντρο E. Σηµείωσε ότι η ευθεία EZ είναι η ευθεία του Euler του τριγώνου ABΓ (΄Ασκηση 5.19.5).



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

Κύκλου µέτρηση

6.1 Οι δυσκολίες, το όριο

΄Οτι είδα, δεν το είδα
µονάχα µε τα µάτια µου.
Είναι κι η δυσκολία όραση.
Τα πιο πολλά κεφαλαιώδη
κάθισα και τα διάβασα µε δαύτη.

Κική ∆ηµουλά, Το κεφαλαίο χώµα

Το πρόβληµα µε τον κύκλο είναι ότι πριν να τον µετρήσει, πρέπει κανείς να αποδείξει ότι έχει µήκος
(συχνότερα λέµε περίµετρο). Αυτό ϕαίνεται δύσκολο να κατανοηθεί από τον αρχάριο, είναι ωστόσο
ένα πρόβληµα που προκύπτει από το ότι δεν έχουµε, ως τώρα, δώσει ορισµό του µήκους καµπύλης.
Προς το παρόν µήκος ξέρουµε να µετράµε µόνο για ευθύγραµµα τµήµατα και τα παράγωγα αυτών,
που είναι τεθλασµένες και πολύγωνα. Ο κύκλος ωστόσο είναι κάτι διαφορετικό. Πρέπει να ξεκαθα-
ϱίσουµε τα πράγµατα, να ορίσουµε τι ακριβώς εννοούµε µε µήκος κύκλου και να αποδείξουµε ότι
ο ορισµός µας έχει έννοια και δεν αντιφάσκει στα αξιώµατά µας. Αφού γίνουν όλα αυτά, µπορούµε
κατόπιν να προχωρήσουµε στον προσδιορισµό του µήκους του κύκλου. Στο ϑέµα της ύπαρξης του
µήκους λοιπόν, εµφανίζεται η ανάγκη να καταφύγουµε σε ένα αξίωµα (ή «ιδιότητα» του συνόλου R)
των πραγµατικών αριθµών (λέγεται αξίωµα πληρότητας) που έχει να κάνει µε ακολουθίες και όρια.
Το αξίωµα αυτό λέει :

Αξίωµα 6.1.1 Κάθε αύξουσα ακολουθία πραγµατικών αριθµών α1, α2, α3, ... που είναι και ϕραγµένη
έχει όριο έναν πραγµατικό αριθµό A.

Η λέξη ακολουθία (αριθµών) σηµαίνει ένα σύνολο αριθµών, που καθένας τους χαρακτηρίζεται από
έναν ακέραιο αριθµό (δείκτη):

α1, α2, α2, ... αν, ....

Κάθε ένας από αυτούς τους αριθµούς ονοµάζεται όρος της ακολουθίας. Η λέξη αύξουσα σηµαίνει
ότι οι αριθµοί αυτοί ϐαίνουν συνεχώς αυξανόµενοι :

α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ α4....

Το ότι η ακολουθία είναι ϕραγµένη σηµαίνει ότι υπάρχει συγκεκριµένος αριθµός M έτσι ώστε όλοι
τους να είναι µικρότεροι από το M. Θα µπορούσαµε να γράψουµε εν συντοµία :

α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ α4... ≤ M.
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Το M λέγεται (άνω) ϕράγµα της ακολουθίας. ΄Ενα M ′ > M είναι επίσης (άνω) ϕράγµα και συνήθως
δεν παίζει ϱόλο η ακριβής τιµή του M. Αρκεί να ϐρούµε ότι υπάρχει κάποιο M που ικανοποιεί τις
προηγούµενες ανισότητες. Για παράδειγµα, οι αριθµοί

0 <
1
2
<

2
3
<

3
4
<

4
5
<

5
6
< ...

αποτελούν µια αύξουσα ακολουθία που είναι και ϕραγµένη αφού όλοι οι αριθµοί είναι µικρότεροι
του M = 1. Παρατήρησε ότι οι όροι της ακολουθίας αυτής δίδονται από τον τύπο

αν =
ν − 1
ν

,

αντικαθιστώντας σε αυτόν τις τιµές 1, 2, 3, 4, 5, ... κ.λπ.
Η τελευταία λέξη, που ϑέλει εξήγηση στη σύντοµη διατύπωση του αξιώµατος, είναι το όριο. ∆εν ϑα

δώσω εδώ το γενικό ορισµό του αλλά µόνο τον ειδικό, δηλαδή αυτόν του ορίου µιας αύξουσας ακολου-
ϑίας. Είναι λοιπόν το όριο µιας αύξουσας ακολουθίας ένας αριθµός A, για τον οποίον ικανοποιούνται
δύο ανισότητες

A − ε < αν ≤ A,
η δεξιά για όλα τα αν, η δε αριστερή, για οποιοδήποτε ε > 0 και αν διαλέξουµε, ικανοποιείται για όλα
τα αν, εκτός ορισµένων, πού όµως ο αριθµός τους είναι πεπερασµένος (και εξαρτάται από το µέγεθος
του ε). Στο προηγούµενο παράδειγµα λ.χ. µπορούµε να δούµε εύκολα ότι το όριο είναι A = 1.
Πράγµατι, η προηγούµενη ανισότητα γίνεται

1 − ε < ν − 1
ν
≤ 1.

Η δεξιά ανισότητα αληθεύει για όλα τα ν = 1, 2, 3, 4, ... Η αριστερή γράφεται

1 − ε < 1 − 1
ν
,

και είναι ισοδύναµη µε την

1
ν
< ε που ισοδυναµεί µε την

1
ε
< ν.

Η τελευταία όµως ικανοποιείται όπως ακριβώς απαιτεί ο ορισµός του ορίου, δηλαδή για όλα τα ν
εκτός κάποιων που το πλήθος τους είναι πεπερασµένο (και εξαρτάται από το µέγεθος του ε). ΄Ετσι λ.χ.
για ε = 0, 001 άρα 1

ε = 1000, η ανισότητα ικανοποιείται για όλα τα ν > 1000 και δεν ικανοποιείται
για τα ν < 1000, που όµως είναι πεπερασµένα το πλήθος. Στην πράξη, για να δείξουµε ότι το A είναι
το όριο της αύξουσας ακολουθίας κάνουµε τα εξής :

1. Βρίσκουµε το (υποψήφιο) όριο A,
2. ∆είχνουµε ότι η αν ≤ A ισχύει για όλα τα ν,
3. Θεωρούµε ότι το ε > 0 και «λύνουµε» την ανισότητα A − ε < αν ως προς ν,
4. ∆ιαπιστώνουµε ότι τα αν που δεν είναι λύσεις της προηγούµενης ανισότητας είναι πεπερασµένα

το πλήθος.
Η πρώτη δυσκολία είναι να ϐρούµε ή να µαντέψουµε το A. Το δεύτερο ϐήµα συνήθως προκύπτει
από το πρώτο. Στο τρίτο ϐήµα πρέπει, όπως κάνουµε και µε τις εξισώσεις, να καταφέρουµε να πάµε
από τη µια µεριά της ανισότητας το ε και από την άλλη το ν και να δείξουµε ότι η ανισότητα είναι
ισοδύναµη µε µια της µορφής

N(ε) < ν.

Το N(ε) είναι συνήθως ένας αριθµός που εξαρτάται από το ε και το, να ϕέρουµε την (3) σε αυτήν τη
µορφή, σηµαίνει αυτόµατα: (α) ότι η (3) ικανοποιείται για όλα τα ν που είναι µεγαλύτερα του N(ε)
και (ϐ) δεν ικανοποιείται για όλα τα ν που είναι µικρότερα του N(ε), που πάντως είναι πεπερασµένα
το πλήθος.
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Σχόλιο Η έννοια του ορίου µας χρειάζεται, διότι µέσω αυτής ορίζεται το µήκος του κύκλου και
το εµβαδόν του. ΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω, ξεκινώντας από το τετράγωνο, ϕτιάχνουµε κανονικά
πολύγωνα Π1, Π2, Π3, ... καθένα από τα οποία έχει διπλάσιο αριθµό πλευρών από το προηγούµενο
και είναι όλα εγγεγραµµένα στον ίδιο κύκλο κ. Η περίµετρος του κύκλου ορίζεται ως το όριο των
περιµέτρων αυτών των πολυγώνων. Ανάλογα και το εµβαδόν του κύκλου ορίζεται ως το όριο των εµ-
ϐαδών αυτών των πολυγώνων.

Συχνά, στο µάθηµα της Γεωµετρίας παραλείπεται η συζήτηση για τις δυσκολίες που παρουσιάζει
ο κύκλος, όταν πάµε να µετρήσουµε την περίµετρο και το εµβαδόν του. Νοµίζω όµως ότι αυτό δεν
είναι σωστό. Στο σηµείο αυτό έχουµε µια δυσκολία που η υπέρβασή της είναι ένα επίτευγµα της
ανθρωπότητας. Εµφανίζεται η ανάγκη της προσέγγισης, του ορίου, και τίθενται τα ϑεµέλια του α-
πειροστικού λογισµού (από τον Αρχιµήδη), που ϑα αναπτυχθεί πολύ αργότερα. Είναι κρίµα να µην
έχει ο µαθητής µια µικρή ιδέα γι᾿ αυτά. ΄Εστω και αν δυσκολεύεται κανείς να κατανοήσει πλήρως
τις έννοιες, είναι χρήσιµο για την παιδεία του να νιώσει, άλλος περισσότερο άλλος λιγότερο, πώς η
δυσκολία οδηγεί στην υπέρβασή της και το άνοιγµα νέων πεδίων, νέων οριζόντων. Είναι αξιοσηµείωτη
η σύνδεση των τριών εννοιών : «δυσκολία», «όριο», «υπέρβαση».

΄Ασκηση 6.1.1 ∆είξε ότι, αν η αύξουσα ακολουθία α1 ≤ α2 ≤ α3... έχει όριο τον αριθµό A και ο αριθµός
A′ < A, τότε υπάρχει ένα αi µε

A′ < αi < A.

Υπόδειξη : Γράψε A′ = A − ε µε ε = A − A′ > 0. Εφάρµοσε κατόπιν τον ορισµό του ορίου αύξουσας
ακολουθίας, σύµφωνα µε τον οποίο υπάρχουν άπειρα αi που ικανοποιούν την A − ε < αi < A.
∆ιάλεξε ένα από αυτά.

΄Ασκηση 6.1.2 ∆είξε ότι αν η αύξουσα ακολουθία α1 ≤ α2 ≤ α3... έχει όριο τον αριθµό A τότε και η
ακολουθία ρα1 ≤ ρα2 ≤ ρα3..., όπου ρ > 0, έχει όριο το ρA.

Υπόδειξη : Η δεξιά ανισότητα του ορισµού: ραi ≤ ρA είναι συνέπεια της αντίστοιχης αi ≤ A, που
ισχύει εξ υποθέσεως. Η αριστερή ανισότητα του ορισµού του ορίου : ρA − ε < ραi είναι ισοδύναµη µε
την A − ε

ρ < αi . Εξ υποθέσεως όµως, η τελευταία ισχύει για όλα τα αi εκτός πεπερασµένων ολίγων.
Συνεπώς, το ίδιο ϑα συµβαίνει και µε την ισοδύναµη αυτής προηγούµενη ανισότητα. Συνολικά λοιπόν,
για κάθε ε > 0, οι ανισότητες ρA−ε < ραi ≤ ρA ϑα ισχύουν για όλα τα αi εκτός πεπερασµένων ολίγων,
πράγµα που δείχνει την αλήθεια του ισχυρισµού.

΄Ασκηση 6.1.3 ∆είξε ότι η ακολουθία αν = (3ν + 2)/(5ν + 10) είναι αύξουσα. ∆είξε ακόµη ότι το
A = 3/5 είναι όριο της ακολουθίας.

Υπόδειξη : Το ότι είναι αύξουσα είναι ισοδύναµο µε την 3ν+2
5ν+10 <

3(ν+1)+2
5(ν+1)+10 , που αποδεικνύεται εύκολα.

Για το ότι το όριο είναι το συγκεκριµένο, δείχνουµε πρώτα ότι για κάθε ν =1, 2 , 3, ... ισχύει η
ανισότητα (3ν + 2)/(5ν + 10) < 3/5. Κατόπιν «λύνουµε» την

A − ε < αν ⇔ A − αν < ε ⇔
3
5
− 3ν + 2

5ν + 10
< ε ⇔ 4

5
· 1
ν + 2

< ε ⇔
4
5
· 1
ε

< ν + 2 ⇔ 4
5
· 1
ε
− 2 < ν

Η τελευταία ισχύει για όλα τα ν εκτός ολίγων, το πλήθος των οποίων εξαρτάται από το ε.

΄Ασκηση 6.1.4 ΄Εστω η ακολουθία της οποίας ο γενικός όρος δίδεται από τον τύπο αν = (αν+&)/(γν+δ),
όπου α, &, γ και δ σταθερές. ∆είξε ότι η ακολουθία αυτή είναι αύξουσα τότε και µόνον όταν αδ−&γ > 0.
∆είξε επίσης ότι όταν είναι αύξουσα, τότε η ακολουθία έχει όριο το α/γ.

Εκτός της ακολουθίας αριθµών ϑα ϑεωρήσουµε στα επόµενα και ακολουθίες πολυγώνων. ΄Οπως και
στους αριθµούς έτσι και για πολύγωνα, η λέξη ακολουθία σηµαίνει ένα σύνολο πολυγώνων κάθε
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ένα από τα οποία χαρακτηρίζεται από έναν ακέραιο : {Π1, Π2, Π2, . . . ,Πν, ...}. Κάθε ένα από τα
πολύγωνα είναι ένας όρος της ακολουθίας. Είναι ϕανερό ότι η έννοια της ακολουθίας και των όρων
της µεταφέρεται και σε σύνολα οµοειδών αντικειµένων. ΄Ετσι ϑα µπορούσαµε να ορίσουµε ακολουθίες
από σηµεία, από τετράγωνα, από κύκλους κ.λπ. Το σχήµα 6.1.1-Ι, λ.χ. δείχνει λίγους όρους µιας

τ2

τ1

τ3

Β

Δ Γ

Α

(Ι) (ΙΙ) (ΙΙΙ)

Σχήµα 6.1.1: Ακολουθία τριγώνων ... τετραγώνων ... εξαγώνων

ακολουθίας τριγώνων τ1, τ2, τ3, ... κάθε ένα εκ των οποίων ορίζεται από τα µέσα των πλευρών
του προηγουµένου, ξεκινώντας από ένα ορισµένο τρίγωνο τ1. Στο σχήµα 6.1.1-ΙΙΙ διακρίνεται µία
ακολουθία πολυγώνων. Η ακολουθία κατασκευάζεται παίρνοντας σε κάθε πλευρά και κατά την ίδια
πάντα ϕορά ένα σηµείο που τη χωρίζει σε λόγο κ. Ενώνοντας τα σηµεία στις πλευρές προκύπτει ένα
νέο πολύγωνο, εγγεγραµµένο στο προηγούµενο, στο οποίο επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία. Με τον
τρόπο αυτό δηµιουργείται µία ακολουθία. Η προηγούµενη ακολουθία, των τριγώνων, είναι ειδική
περίπτωση αυτής της γενικότερης ακολουθίας.

΄Ασκηση 6.1.5 Εντός τετραγώνου τ1 = ABΓ∆ εγγράφουµε τετράγωνο τ2 = A′B′Γ′∆′, του οποίου οι
κορυφές χωρίζουν τις πλευρές σε λόγο k < 0 : k = A′A

A′B =
B′B
B′Γ =

Γ′Γ
Γ′∆ =

∆′∆
∆′A . Την ίδια διαδικασία επανα-

λαµβάνουµε µε το τ2 και συνεχίζουµε κατ᾿ αυτόν τον τρόπο, κατασκευάζοντας ακολουθία τετραγώνων
{τn} (Σχήµα 6.1.1-ΙΙ). Υπολόγισε το εµβαδόν του τετραγώνου τn, καθώς και την απόσταση των κορυφών
του εn από το κέντρο του τ1. ∆είξε ότι το εn, για κατάλληλο n, γίνεται οσοδήποτε µικρό ϑέλουµε.

Το αρχέτυπο ακολουθίας είναι σίγουρα αυτό των ϕυσικών αριθµών N = {1, 2, 3, . . . }. Μία από τις
ϑεµελιώδεις ιδιότητες αυτής της ακολουθίας είναι η επονοµαζόµενη αρχή της µαθηµατικής επαγω-
γής ([CR96, σ.9]), σύµφωνα µε την οποία, εάν {A1, A2, . . .} είναι µία ακολουθία προτάσεων, έκαστη
εξαρτώµενη από τον δείκτη της, τότε για να αποδείξουµε την ισχύ όλων αυτών των προτάσεων αρκεί:

1. Να δείξουµε την ισχύ της A1.
2. Με την υπόθεση της ισχύος της Ak, για αυθαίρετο k, να δείξουµε την ισχύ της Ak+1.

Τυπικό παράδειγµα τέτοιας ακολουθίας προτάσεων είναι η επονοµαζόµενη ανισότητα του Bernoulli

An : (1 + x)n ≥ 1 + nx, ισχύουσα για x > −1 και τους ακέραιους n ≥ 1. (*)

Η απόδειξη προκύπτει εφαρµόζοντας την αρχή της επαγωγής:
(1) Για n = 1, A1 : (1 + x)1 = (1 + x), ισχύει.
(2) Για n = k, υποθέτοντας ότι ισχύει η Ak : (1 + x)k ≥ (1 + kx), πολλαπλασιάζουµε µε (1 + x) > 0.
Προκύπτει η (1 + x)k+1 ≥ (1 + kx)(1 + x) = 1 + (k + 1)x + kx2 > 1 + (k + 1)x, άρα ισχύει και η Ak+1.

Μια εφαρµογή αυτής της ανισότητας γίνεται στη µελέτη της επονοµαζόµενης γεωµετρικής προόδου,
που είναι η ακολουθία {sn = 1 + x + · · · + xn}, εξαρτώµενη από το x. Χρησιµοποιώντας επαγωγή
µπορούµε να δείξουµε εύκολα ότι

sn = 1 + x + · · · + xn = 1 − xn+1

1 − x ⇒
∣∣∣∣sn − 1

1 − x
∣∣∣∣ = |x |n+1

1 − x , για x > −1. (**)

Οι αριθµοί 0 < x < 1 γράφονται x = 1
1+θ µε θ > 0. Τότε, xn = 1

(1+θ)n ≤ 1
1+nθ , λόγω της (∗). Που,

λόγω της (∗∗), συνεπάγεται ότι, για 0 < x < 1, η γεωµετρική πρόοδος συγκλίνει στο όριο 1/(1 − x).

΄Ασκηση 6.1.6 ∆είξε λεπτοµερώς ότι η γεωµετρική πρόοδος sn, για 0 < x < 1, συγκλίνει στο 1/(1− x).
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6.2 Ορισµός της περιµέτρου του κύκλου

Το δεύτερο, να διαιρώ την καθεµία από τις δυσκολίες που ϑα εξετάζω σε
όσα τεµάχια είναι δυνατόν και χρειάζεται για να τη λύσω καλύτερα.

Καρτέσιου, Λόγος περί Μεθόδου ϐ΄ µέρος

Στην παράγραφο αυτή ϑεωρούµε ένα κύκλο ακτίνας ρ και ορίζουµε κανονικά πολύγωνα Π1, Π2, Π3,
... εγγεγραµµένα σε αυτόν, καθένα από τα οποία έχει κορυφές αυτές του προηγουµένου συν τα µέσα
των τόξων που ορίζονται από τις διαδοχικές κορυφές του προηγουµένου. Ξεκινάµε δε µε το τετράγωνο
Π1. Αν ABΓ∆ συµβολίζει το τετράγωνο (Σχήµα 6.2.1-Ι), τότε τα µέσα των τόξων AB, BΓ, Γ∆, ∆A ορίζουν

A

B

Γ

Δ

EZ

H Θ

O

Z

Δ

ρ

E

Γ

Θ

B

H

O A

M

φ/2

φρ

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 6.2.1: Τετράγωνο και οκτάγωνο |AE|: το 1
µ της περιµέτρου

τέσσερα πρόσθετα σηµεία E, Z , H , Θ αντίστοιχα και το AEBZΓH∆Θ είναι κανονικό οκτάγωνο : το Π2.
Το Π3 ϑα προκύπτει ανάλογα και ϑα έχει 16 πλευρές, το Π4 ϑα έχει 32 και, γενικά, το Πν ϑα έχει
2ν+1 πλευρές.

Λήµµα 6.2.1 Το κανονικό πολύγωνο µε µ πλευρές, εγγεγραµµένο στον κύκλο ακτίνας ρ έχει περίµετρο

2µρ ημ
Å

180◦

µ

ã
.

Απόδειξη : Επειδή όλες οι πλευρές του κανονικού πολυγώνου είναι ίσες, η περίµετρός του ϑα είναι
µ · |AE| όπου AE µία πλευρά του (Σχήµα 6.2.1-ΙΙ). Αν O το κέντρο του κύκλου, τότε το AOE είναι
ισοσκελές µε γωνία στο O ίση µε

φ =
360◦

µ
⇒ φ

2
=

180◦

µ

αφού το άθροισµα µ τέτοιων ίσων γωνιών ϑα δίδει µια πλήρη στροφή περί το O. Επίσης η διάµεσος
AM είναι κάθετη στο µέσον M της AE (Πόρισµα 1.8.2) και το τρίγωνο OME είναι ορθογώνιο, άρα κατά
το Θεώρηµα 3.6.1

|AE|
2
= |ME| = ρ · ημ

(φ
2

)
.

Συνδυάζοντας τις προηγούµενες σχέσεις, προκύπτει το Ϲητούµενο, ο.ε.δ.

Λήµµα 6.2.2 Η ακολουθία των περιµέτρων p1, p2, p3, ... των πολυγώνων Π1, Π2, Π3, ... είναι
αύξουσα.

Απόδειξη : Επειδή κάθε τέτοιο πολύγωνο έχει πλευρές διπλάσιες του προηγουµένου του, αρκεί να
δείξουµε ότι ο λόγος των περιµέτρων p

p′ δύο κανονικών πολυγώνων Π και Π ′, εκ των οποίων το πρώτο
έχει µ πλευρές και το δεύτερο έχει 2µ πλευρές, είναι µικρότερος του 1. ΄Οµως, κατά τα προηγούµενα,
λαµβάνοντας υπόψη τον τύπο για το ηµίτονο της διπλάσιας γωνίας (΄Ασκηση 3.6.5), έχουµε :

p

p′
=

2µρ ημ( 180◦
µ )

2(2µ)ρ ημ( 180◦
2µ )
=
ημ( 180◦

µ )

2 ημ( 180◦
2µ )
=

2 ημ( 180◦
2µ ) · συν( 180◦

2µ )

2 ημ( 180◦
2µ )

= συν
Å

180◦

2µ

ã
< 1, ο.ε.δ.
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Λήµµα 6.2.3 Κάθε κανονικό πολύγωνο µε µ πλευρές, εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας ρ, έχει περίµε-
τρο µικρότερη από αυτήν του περιγεγραµµένου τετραγώνου στον ίδιο κύκλο.

Ξ
B'

M
I'

E
A

Γ'

Z

H'

B

Θ

Δ'

Z'

H

Γ

I

N

A'
O

Δ
E'

Ρ

Θ'

(Ι)

Y

Y'

O

Z

X X'

(ΙΙ)

Σχήµα 6.2.2: Προβολή στο τετράγωνο Σύγκριση τριγώνου και προβολής του

Απόδειξη : Η απόδειξη προκύπτει προβάλλοντας το κανονικό πολύγωνο από το κέντρο του O πάνω σε
ένα περιγεγραµµένο τετράγωνο (Σχήµα 6.2.2-Ι). Προς τούτο, για κάθε µία από τις κορυφές A, B, Γ, ...
του εγγεγραµµένου πολυγώνου, ϕέρουµε την αντίστοιχη ηµιευθεία OA, OB, OΓ, ... και ορίζουµε το
σηµείο τοµής της A′, B′, Γ′, ... µε το περιγεγραµµένο τετράγωνο. Προκύπτει ένα πολύγωνο A′B′Γ′...
που έχει τις κορυφές του πάνω στο τετράγωνο και κάθε πλευρά του είναι µεγαλύτερη της αντίστοι-
χης πλευράς του αρχικού πολυγώνου. Αυτό προκύπτει από τη σύγκριση των αντιστοίχων τριγώνων,
(AOB,A′OB′), (BOΓ, B′OΓ′),... Για κάθε τέτοιο Ϲεύγος τριγώνων, ας το ονοµάσω (XOY, X ′OY ′) (Σχήµα
6.2.2-ΙΙ), το X ′ είναι επί της προεκτάσεως της OX και το Y ′ επί της προεκτάσεως της OY . Συνεπώς,
το X ′Y ′ είναι µεγαλύτερο από το XY . Για την απόδειξη του τελευταίου ισχυρισµού, υπόθεσε ότι από
τις αποστάσεις XX ′ και YY ′ η XX ′ είναι η µικρότερη και ϕέρε παράλληλο X ′Z από το X ′ προς τη XY .
Προφανώς ισχύει

|XY | ≤ |X ′Z | < |X ′Y ′|.
Η πρώτη ανισότητα ισχύει διότι, λόγω οµοιότητας, |XY ||X ′Z |=

|OX |
|OX ′|≤ 1. Η δεύτερη ανισότητα ισχύει διότι

η γωνία ÷X ′ZY ′ είναι αµβλεία (Πόρισµα 1.10.3), άρα απέναντί της είναι η µεγαλύτερη πλευρά του
τριγώνου X ′ZY ′. Προκύπτει λοιπόν ότι η περίµετρος του A′B′Γ′... είναι µεγαλύτερη αυτής του ABΓ...
αλλά και µικρότερη της περιµέτρου του τετραγώνου. Το τελευταίο διότι οι πλευρές του A′B′Γ′...
είναι, ή µέρη των πλευρών του τετραγώνου (όπως η A′B′), ή έχουν τα άκρα τους σε διαφορετικές
πλευρές του τετραγώνου (όπως η B′Γ′) και είναι υποτείνουσες ορθογωνίων, που είναι µικρότερες από
το άθροισµα των δύο καθέτων. Συνολικά λοιπόν, οι περίµετροι p, p′ και p′′ του κανονικού πολυγώνου,
της προβολής του στο τετράγωνο και του τετραγώνου αντίστοιχα, ικανοποιούν την

p < p′ < p′′, ο.ε.δ.

Τα λήµµατα 6.2.2 και 6.2.3 εξασφαλίζουν, ϐάσει του Αξιώµατος 6.1.1, ότι η ακολουθία α1, α2, ... των
περιµέτρων των πολυγώνων Π1, Π2, ... έχει όριο A. Το A αυτό ορίζουµε ως µήκος ή περίµετρο του
κύκλου.

Σχόλιο-1 Οι αριθµοί αi που αναφέρονται παραπάνω, ως περίµετροι των Πi , προκύπτουν από το
Λήµµα 6.2.1 ϑέτοντας σε αυτό

µ = 2i+1.

΄Ετσι η περίµετρος του Πi είναι

αi = 2(2i+1) · ρ · ημ
Å

180◦

2i+1

ã
.

Για κάθε ε > 0, σύµφωνα µε τον ορισµό του ορίου, προκύπτει ότι για την περίµετρο του κύκλου A
και τους παραπάνω αριθµούς αi ισχύουν οι ανισότητες

A − ε < αi < A,
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η δεξιά για όλα τα αi και η αριστερή για όλα τα αi εκτός πεπερασµένων ολίγων. Το πόσα αi δεν
ικανοποιούν την αριστερή ανισότητα, εξαρτάται από το µέγεθος του ε. Πάντοτε όµως το πλήθος τους
είναι πεπερασµένο.

Σχόλιο-2 Ο ορισµός της περιµέτρου του κύκλου που δώσαµε, συνδέεται µε τον ορισµό του µήκους
τεθλασµένης γραµµής και αποδεικνύεται ότι οι δύο αυτές έννοιες µήκους (τεθλασµένης και κύκλου)
µπορούν να προκύψουν ως ειδικές περιπτώσεις ενός ενιαίου ορισµού µήκους καµπύλης. ∆υστυχώς
ή ευτυχώς ο ορισµός αυτός ανήκει στην περιοχή του απειροστικού λογισµού και ξεπερνά τα πλαίσια
του µαθήµατος. Μια ιδέα για τις λεπτοµέρειες που υπεισέρχονται δίνουν οι επόµενες ασκήσεις.

΄Ασκηση 6.2.1 ∆ίδεται κύκλος κ. ∆είξε ότι κάθε εγγεγραµµένο στον κ κανονικό πολύγωνο έχει περί-
µετρο µικρότερη αυτής του κύκλου κ.

Υπόδειξη : Εδώ αναφερόµαστε σε γενικό κανονικό πολύγωνο και όχι στα ειδικά κανονικά πολύγωνα
Πi µε 2i+1 πλευρές, για τα οποία δείξαµε ότι οι περίµετροί τους αi αποτελούν µια αύξουσα ακολουθία
µε όριο την περίµετρο του κύκλου A και αi < A. Η απόδειξη, στη γενική περίπτωση, προκύπτει από
την ειδική περίπτωση και την ΄Ασκηση 2.13.9, κατά την οποία η περίµετρος του κανονικού πολυγώνου
µε ν + 1 πλευρές είναι µεγαλύτερη αυτής του κανονικού πολυγώνου µε ν πλευρές. ΄Ετσι, για δοθέν
ν, ϐρίσκουµε µια δύναµη του 2, για την οποία ν ≤ 2i+1, που είναι πάντοτε δυνατόν. Τότε όµως, η
περίµετρος p του κανονικού πολυγώνου µε ν πλευρές, ϑα είναι µικρότερη της αντίστοιχης περιµέτρου
αi του Πi , που, µε τη σειρά της, είναι µικρότερη του A.

΄Ασκηση 6.2.2 ∆είξε ότι η ακολουθία των περιµέτρων &1, &2, &3, ... των κανονικών πολυγώνων µε
ν =3, 4, 5, ... πλευρές και εγγεγραµµένων σε κύκλο κ είναι αύξουσα και ϕραγµένη. Συνεπώς, έχει όριο
B. ∆είξε ακόµη ότι B = A, όπου A το όριο των περιµέτρων α1, α2, α3, ... των κανονικών πολυγώνων Π1,
Π2, Π3, ... των εγγεγραµµένων στον κ.

Υπόδειξη : Το ότι η ακολουθία &1, &2, &3, ... των περιµέτρων όλων των πολυγώνων είναι αύξουσα,
αποδεικνύεται στην ΄Ασκηση 2.13.9. Το ότι η ακολουθία αυτή είναι ϕραγµένη αποδεικνύεται όπως
ακριβώς και στο Λήµµα 6.2.3. Η ύπαρξη του ορίου B είναι, εποµένως, συνέπεια του Αξιώµατος
6.1.1. Το ότι B = A αποδεικνύεται αποκλείοντας τις περιπτώσεις B < A και A < B. Πράγµατι, έστω
ότι B < A, τότε, κατά τον ορισµό του ορίου, ϑα υπάρχουν αi τέτοια ώστε B < αi < A. Τότε όµως
και για κάθε πολύγωνο µε πλήθος πλευρών ν > 2i+1 ϑα έχουµε αντίστοιχη περίµετρο αi < &ν, που
συνεπάγεται ότι B < αi < &ν. Τούτο όµως είναι άτοπο, διότι για όλα τα &ν ισχύει &ν < B. Ανάλογα
αποδεικνύουµε ότι και η A < B οδηγεί σε άτοπο.

6.3 Ο αριθµός π

Η µέθοδος που ακολουθώ για να ξεπεράσω µια
δυσκολία είναι να γυρίζω γύρω-γύρω από αυτήν.

George Polya, Πώς να το λύσεις

Λήµµα 6.3.1 Για κάθε κανονικό πολύγωνο µε µ πλευρές, ο λόγος της περιµέτρου προς τη διάµετρο
2ρ του περιγεγραµµένου κύκλου του είναι ανεξάρτητος του µεγέθους του, εξαρτάται µόνον από το µ και
δίδεται από τον τύπο :

µ · ημ
Å

180◦

µ

ã
.

Απόδειξη : Προκύπτει αµέσως από το Λήµµα 6.2.1 διαιρώντας µε 2ρ, ο.ε.δ.

Θεώρηµα 6.3.1 Για κάθε κύκλο, ο λόγος της περιµέτρου προς τη διάµετρό του είναι µια σταθερά π,
ανεξάρτητη της ακτίνας του κύκλου.
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A

B
Γ

Δ

Ε
Ζ

r

(I) (II)
Α

Β

Γ
Δ

Ε

Σχήµα 6.9.2: Σύγκριση εµβαδών Εξάγωνο µε πλευρές κυκλικά τόξα

΄Ασκηση 6.9.4 ∆ίδεται κυρτό τετράπλευρο ABΓ∆. Θεωρούµε τους περιγεγραµµένους κύκλους (EAB),
(EBΓ), (EΓ∆), (E∆A), των τριγώνων που σχηµατίζονται από τις πλευρές του και το σηµείο τοµής των δια-
γωνίων του (Σχήµα 6.9.2-Ι). ∆είξε ότι τα κέντρα αυτών των κύκλων είναι κορυφές παραλληλογράµµου,
του οποίου το εµβαδόν ε′ έχει λόγο προς το εµβαδόν ε του τετραπλεύρου

ε

ε′
≤ 2,

όπου η ισότητα ισχύει τότε και µόνον όταν το ABΓ∆ είναι ορθοδιαγώνιο, δηλαδή οι διαγώνιοί του
τέµνονται ορθογωνίως.

΄Ασκηση 6.9.5 ∆ίδεται κυρτό τετράπλευρο ABΓ∆. ∆είξε ότι το άθροισµα των εµβαδών ε′ = (EAB) +
(EBΓ) + (EΓ∆) + (E∆A), των περιγεγραµµένων κύκλων των τριγώνων που σχηµατίζονται από το σηµείο
τοµής των διαγωνίωνE και τις πλευρές του (Σχήµα 6.9.2-Ι) έχει λόγο προς το εµβαδόν ε του τετραπλεύρου

ε′

ε
≥ π

και η ισότητα ισχύει τότε ακριβώς, όταν το τετράπλευρο είναι τετράγωνο.

΄Ασκηση 6.9.6 Να υπολογισθεί το εµβαδόν και η περίµετρος του καµπυλόγραµµου πολυγώνου ABΓ∆EZ,
που προκύπτει από ένα κανονικό εξάγωνο εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας r (Σχήµα 6.9.2-ΙΙ).

΄Ασκηση 6.9.7 Να υπολογισθεί το εµβαδόν και η περίµετρος του καµπυλόγραµµου πολυγώνου ABΓ...,
που προκύπτει από ένα κανονικό n−γωνο εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας r (γενίκευση προηγούµενης
άσκησης).

2r

h

(I) (II)

x

y

x

x

y

Σχήµα 6.9.3: Μεγιστοποίηση εµβαδού

΄Ασκηση 6.9.8 Να ϐρεθεί η σχέση των {r, h} για τα οποία το εµβαδόν του παραθύρου του σχήµατος
6.9.3-Ι γίνεται µέγιστο, όταν το µήκος της περιµέτρου του είναι σταθερό ([Loh82, σ. 31]).
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Υπόδειξη : Το εµβαδόν E και η περίµετρος p δίδονται αντίστοιχα από τους τύπους

E =
r

2
(4h + πr), p = 2r + 2h + πr.

Εφάρµοσε τη µέθοδο της άσκησης 3.9.12 ϑέτοντας {x = r
2 , y = 4h + πr} και µεγιστοποιώντας το

x · y υπό τη συνθήκη ax + by = 2r + 2h + πr = p (σταθερό).

Προκύπτει ότι {a = 4 + π, b = 1
2 } και το µέγιστο λαµβάνεται όταν ax = by ⇔ r = h.

΄Ασκηση 6.9.9 Να ϐρεθεί η σχέση (λόγος) των {x, y} για τα οποία το εµβαδόν του σχήµατος 6.9.3-ΙΙ
γίνεται µέγιστο, όταν το µήκος της περιµέτρου του είναι σταθερό. Τα τόξα κύκλου στις πλευρές του είναι
90◦.

1/3 1/2 3/5 2/3 3/4 4/5 5/60/1 1/1
p/q

1/(2q2)

Σχήµα 6.9.4: Κύκλοι του Ford

΄Ασκηση 6.9.10 Οι κύκλοι του Ford (1886 − 1967) είναι εφαπτόµενοι ευθείας ε από την ίδια µεριά.
Κατασκευάζονται επιλέγοντας ένα σύστηµα τετµηµένων στην ε και ϑεωρώντας τα σηµεία µε τετµηµένες
τα ανάγωγα κλάσµατα p

q του διαστήµατος [0,1]. Σε κάθε τέτοιο σηµείο εφάπτεται ένας κύκλος κp,q
(συχνά λέµε «ο κύκλος p

q ») ακτίνας
1

2q2 (Σχήµα 6.9.4). ∆είξε ότι

1. ∆ύο κύκλοι του Ford εφάπτονται, τότε και µόνον, όταν d2 = 4r · r ′, όπου d η απόσταση των
σηµείων επαφής και {r, r ′} οι ακτίνες των κύκλων.

2. Η προηγούµενη ισότητα για τους κύκλους {κp,q, κp′,q′ } ισοδυναµεί µε την p · q′ − q · p′ = −1.

3. ∆ύο κύκλοι του Ford ή είναι ξένοι µεταξύ τους ή εφάπτονται.

4. Εάν οι κύκλοι που αντιστοιχούν στα κλάσµατα { pq , p
′
q′ } εφάπτονται, τότε ο κύκλος που αντιστοιχεί

στο p′′
q′′ , εφάπτεται των δύο άλλων, τότε και µόνον, όταν

p′′
q′′ =

p+p′
q+q′ .

΄Ασκηση 6.9.11 Πόσες και ποιες ακριβώς σχέσεις µπορεί κανείς να διακρίνει στο σχήµα 6.9.5; Για
παράδειγµα, ότι ο κύκλος κ είναι ορθογώνιος στους κύκλους που αντιστοιχούν στα κλάσµατα {01 , 1

3 ,
1
2 }.

΄Οτι η κοινή εφαπτόµενη ε των κύκλων {23 , 1
1 } διέρχεται από το σηµείο επαφής 5

6 και το αντιδιαµετρικό
του 1

2 ως προς τον κύκλο
1
2 .

Η ακολουθία των συντεταγµένων των σηµείων επαφής των κύκλων του Ford µε την ευθεία ονοµάζεται
ακολουθία των Haros - Farey. Οι όροι της ταξινοµούνται µε ϕυσιολογικό τρόπο στις λεγόµενες
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1/3 1/2 3/5 2/3 3/4 4/5 5/60/1 1/1

κ

ε

Σχήµα 6.9.5: Συνευθειακά, οµοκυκλικά σηµεία σε κύκλους του Ford

σειρές αριθµών Haros-Farey τάξης N , που είναι υποσύνολα {F1, F2, ...} της ακολουθίας και κατα-
σκευάζονται, καθένα από το προηγούµενο µέσω της πράξης, που σε δύο κλάσµατα αντιστοιχίζει το
λεγόµενο µεσαίο τους (που είναι διαφορετικός από τον γεωµετρικό µέσο του διαστήµατος [ pq ,

p′
q′ ]).

p

q
⊕ p

′

q′
=
p + p′

q + q′
.

Τα σύνολα FN αποτελούνται από τα ανάγωγα κλάσµατα 0 ≤ p
q ≤ 1 και q ≤ N .

F1 =

ß
0
1
,
1
1

™
,

F2 =

ß
0
1
,
1
2
,
1
1

™
,

F3 =

ß
0
1
,
1
3
,
1
2
,
2
3
,
1
1

™
,

F4 =

ß
0
1
,
1
4
,
1
3
,
1
2
,
2
3
,
3
4
,
1
1

™
, ...

Η επόµενη άσκηση ([RG95, σ. 114]), που παραθέτει τις ϐασικές ιδιότητες της ακολουθίας των Haros
- Farey, είναι για όσους ϑέλγονται από τη ϑεωρία αριθµών.

΄Ασκηση 6.9.12 1. Για δύο στοιχεία p
q ,

p′
q′ του FN , το

p
q ⊕ p′

q′ =
p+p′
q+q′ είναι ανάγωγο.

2. Εάν
¶
p
q ,

p′
q′ ,

p′′
q′′
©
, είναι διαδοχικοί όροι του FN , τότε

p′
q′ =

p
q ⊕ p′′

q′′ .

3. Κάθε FN περιέχει το προηγούµενο FN−1, και προκύπτει από το FN−1 παίρνοντας ορισµένους από
τους µεσαίους του.

4. Κάθε όρος της ακολουθίας Haros - Farey περιέχεται σε κάποιο FN.

5. Για κάθε N ισχύει ότι το πλήθος στοιχείων |FN | του FN ικανοποιεί την |FN | = |FN−1| + φ(N), όπου
η φ(N) παριστάνει το πλήθος των ακεραίων 1 ≤ x ≤ N, που δεν έχουν κοινό διαιρέτη µε το N
([RG95, σ. 133]).
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h

h/2

Α Β

Γ(I) (II)

A B

Σχήµα 6.9.6: Τεθλασµένες σταθερού µήκους Καµπύλες σταθερού µήκους

΄Ασκηση 6.9.13 ∆είξε ότι για κάθε ευθύγραµµο τµήµα AB και κάθε ε > 0, υπάρχει τεθλασµένη από το
A στο B της οποίας το µήκος είναι οσοδήποτε µεγάλο ϑέλουµε, ωστόσο όλα τα σηµεία της X ικανοποιούν
|X − X ′| < ε, όπου X ′ η προβολή του X στο AB.

Υπόδειξη : Ξεκίνησε µε τρίγωνο ABΓ και κατασκεύασε δύο όµοια αυτού στα δύο µισά της ϐάσης του
AB (Σχήµα 6.9.6-Ι). Επανέλαβε τη διαδικασία µε τα δύο νέα τρίγωνα κ.λπ. Σε κάθε ϐήµα ενώνοντας
τις πλευρές των τριγώνων που προκύπτουν, εκτός της ϐάσης τους, δηµιουργείται µία τεθλασµένη που
έχει πάντα το ίδιο µήκος |AΓ| + |ΓB|. Μετά από ν ϐήµατα, η απόσταση των σηµείων X αυτής της
τεθλασµένης από το AB είναι µικρότερη του h/2ν−1, όπου h το ύψος του αρχικού τριγώνου.

΄Ασκηση 6.9.14 ∆είξε ότι για κάθε ευθύγραµµο τµήµα AB και κάθε ε > 0, υπάρχει µια καµπύλη µε
άκρα {A, B}, που αποτελείται από διαδοχικά ηµικύκλια, έχει µήκος σταθερό π|AB| και για κάθε σηµείο
της X ισχύει |X − X ′| < ε, όπου X ′ η προβολή του X στο AB.

Υπόδειξη : Η κατασκευή είναι παρόµοια µε αυτή της προηγούµενης άσκησης (Σχήµα 6.9.6-ΙΙ). ∆ες
και την άσκηση 6.4.3.

Γ

Ε1

Δ2

Ε3

Ε

κ

Δ1

Δ3

Δ

Ε2

Α Β Α Β

Γ

Β'

Γ'

Α'

Β''

Α''

Γ''

O
Δ'

Δ

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 6.9.7: Ποδικό τρίγωνο και ισογώνια σηµεία Ποδικό τρίγωνο αντιστρόφου σηµείου

΄Ασκηση 6.9.15 ΄Εστω τρίγωνο ABΓ, σηµείο ∆ µη κείµενο επί των πλευρών του (και προεκτάσεων)
και ∆1∆2∆2 το ποδικό τρίγωνο του ∆, µε κορυφές τις προβολές του στις πλευρές του τριγώνου (Σχήµα
6.9.7-Ι). Προσδιόρισε το εµβαδόν του τριγώνου ∆1∆3∆3, το εµβαδόν του περικύκλου του κ και δείξε ότι
οι κάθετες στις πλευρές στα δεύτερα σηµεία τοµής του κ µε αυτές, διέρχονται από το ίδιο σηµείο E, που
είναι το ισογώνιο συζυγές του ∆.

΄Ασκηση 6.9.16 ΄Εστω τρίγωνο ABΓ, σηµείο ∆ µη κείµενο επί των πλευρών του (και προεκτάσεων)
(Σχήµα 6.9.7-ΙΙ). ∆είξε ότι το ποδικό τρίγωνο t = A′B′Γ′ του σηµείου ∆ και το ποδικό τρίγωνο t′ = A′′B′′Γ′′
του αντιστρόφου ∆′ ως προς τον περίκυκλο του ABΓ είναι όµοια τρίγωνα. Υπολόγισε το λόγο των
εµβαδών των τριγώνων {t, t′}, καθώς και το λόγο των εµβαδών των περικύκλων τους.
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Μια από τις διασηµότερες ακολουθίες ακεραίων αριθµών είναι η ακολουθία του Fibonacci (1175-
1250),

{1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584...}.
Εκτός των δύο πρώτων, κάθε όρος της an προκύπτει προσθέτοντας τους δύο προηγούµενους :

a1 = a2 = 1,
an = an−1 + an−2, για n > 2.

Η ακολουθία αυτή εµφανίζεται σε διάφορα προβλήµατα, πρακτικά και ϑεωρητικά ([PL07], [Wal01]).
Τη συναντάµε επίσης και στη µελέτη της χρυσής τοµής φ =

√
5+1
2 , όταν επιχειρήσουµε να γράψουµε

τις δυνάµεις του φ µε τη ϐοήθεια του ίδιου του φ, χρησιµοποιώντας τη ϐασική εξίσωση ορισµού του
φ : φ2 = φ + 1 (§ 4.2):

φ2 = φ + 1
φ3 = φ2 + φ = 2 · φ + 1
φ4 = 2φ2 + φ = 3 · φ + 2
φ5 = 3φ2 + 2φ = 5 · φ + 3
φ6 = 5φ2 + 3φ = 8 · φ + 5
φ7 = 8φ2 + 5φ = 13 · φ + 8
. . . = . . .

φn = an · φ + an−1.

Παρόµοια σχέση ισχύει και για τον αντίστροφο του φ, x = 1
φ =

√
5−1
2 , που ικανοποιεί την εξίσωση

x2 + x − 1 = 0, από την οποία προκύπτει ανάλογα ότι

(−x)n = an · (−x) + an−1.

Συνδυάζοντας τις δύο σχέσεις παίρνουµε τον τύπο του Binet (1786-1856):

φn − (−x)n = an · (φ + x) = an ·
√

5 ⇒
an =

1√
5

(φn − (−x)n) =
1√
5

ÇÇ
1 +
√

5
2

ån
−
Ç

1 − √5
2

ånå
.

Το σχήµα 6.9.8 δείχνει µια ακολουθία ορθογωνίων, που ξεκινούν από το τετράγωνο µε πλευρά

.....

Σχήµα 6.9.8: Προσέγγιση του χρυσού ορθογωνίου

µήκους 1 και των οποίων οι πλευρές έχουν ως µήκη δύο διαδοχικούς αριθµούς του Fibonacci.
∆ιαλέγοντας τα ορθογώνια περιττής τάξης, δηλαδή αυτά που η µικρή τους πλευρά είναι οριζόντια,
έχουµε την ακολουθία των λόγων των πλευρών τους

bn =
a2n

a2n+1
, n = 1, 2, . . . .

Αποδεικνύεται (΄Ασκηση 6.9.19) ότι αυτή η ακολουθία είναι αύξουσα και ϕραγµένη και το όριό της
είναι ο αριθµός x = 1

φ . Συνεπώς, ο λόγος των πλευρών αυτών των ορθογωνίων τείνει προς το λόγο των
πλευρών του χρυσού ορθογωνίου και τα ορθογώνια, ενώ αυξάνουν σε µέγεθος, τείνουν ταυτόχρονα να
οµοιάσουν προς το χρυσό ορθογώνιο.
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΄Ασκηση 6.9.17 ∆είξε ότι για κάθε n > 1 ισχύει ο τύπος an+1an−1 = a2
n + (−1)n.

Υπόδειξη : Γράψε an = k(φn − (−x)n), όπου k = 1/
√

5 και παρατήρησε ότι φm · (−x)m = (−1)m, για
κάθε m ≥ 1. Τότε,

an+1an−1 − a2
n = k2((φn+1 − (−x)n+1)(φn−1 − (−x)n−1) − (φn − (−x)n)2)

= −k2φn−1(−x)n−1(φ − x)2 = (−1)n.

΄Ασκηση 6.9.18 ∆είξε ότι η ακολουθία {bn} είναι αύξουσα και ϕραγµένη, εποµένως συγκλίνει.
Υπόδειξη : Η ακολουθία ϕράσσεται από το 1. Για το ότι είναι αύξουσα, δες ότι

bn+1 − bn =
a2n+2

a2n+3
− a2n

a2n+1
=
a2n+2a2n+1 − a2n+3a2n

a2n+1a2n+3

=
a2n+2a2n+1 − (a2n+2 + a2n+1)a2n

a2n+1a2n+3
=
a2n+1(a2n+2 − a2n) − (−1)2n+1

a2n+1a2n+3
> 0.

΄Ασκηση 6.9.19 ∆είξε ότι η ακολουθία {bn} συγκλίνει στο x = 1/φ.

Υπόδειξη : Επειδή το x < 1 ⇒ xn < 1, ισχύει :

(−x)n = an(−x) + an−1 ⇔ (−x)n

an
=
an−1

an
− x ⇒

∣∣∣∣an−1

an
− x

∣∣∣∣ < 1
an
.

΄Ασκηση 6.9.20 ∆είξε ότι οι αριθµοί x που ικανοποιούν µία εξίσωση της µορφής x2 − nx + 1 = 0, όπου
n ακέραιος ϑετικός, αναπτύσσονται σε άπειρο συνεχές κλάσµα της µορφής x = [n; n, n, n, . . . ].

Υπόδειξη : x = n + 1
x , . . .

΄Ασκηση 6.9.21 ∆είξε ότι οι αριθµοί της µορφής x =
√
n2 + 1, όπου n ακέραιος ϑετικός, αναπτύσσονται

σε άπειρο συνεχές κλάσµα της µορφής x = [n; 2n,2n, 2n, . . . ].

Υπόδειξη :
√
n2 + 1 − n = (

√
n2 + 1 − n)(

√
n2 + 1 + n)/(

√
n2 + 1 + n) = 1/(

√
n2 + 1 + n). Αυτό

συνεπάγεται την

x = n +
1

x + n
⇒ x = n +

1
2n + 1

x+n

κ.λπ.

΄Ασκηση 6.9.22 Προσδιόρισε τον άρρητο αριθµό x, του οποίου η ανάπτυξη σε συνεχές κλάσµα είναι η
περιοδική x = [2; 5, 1, 3,5, 1,3, 5,1, 3 . . . ] = [2; 5,1, 3].

Υπόδειξη : ([Moo64, σ.46]) Θεώρησε το περιοδικό τµήµα του συνεχούς κλάσµατος

y = 5 +
1

1 +
1

3 +
1
y

= 5 +
1

1 + y
3y+1

= 5 +
3y + 1
4y + 1

⇔ 2y2 − 11y − 3 = 0,

και χρησιµοποίησε τη σχέση x = 2 + 1
y .

΄Ασκηση 6.9.23 ∆είξε ότι ο ϑετικός x που ικανοποιεί την x = 3x+2
13x+9 , έχει ανάπτυγµα σε συνεχές περιο-

δικό κλάσµα x = [0; 4,2, 1]. Κατασκεύασε και µελέτησε παραδείγµατα για αναπτύγµατα αριθµών y
που ικανοποιούν µια εξίσωση της µορφής y = ay+b

cy+d , όπου {a, b, c, d} ϑετικοί ακέραιοι που ικανοποιούν
τη σχέση ad − bc = 1.

΄Ασκηση 6.9.24 ∆ίδονται ακέραιοι ϑετικοί {a, b}. Βρες τη µορφή των αριθµών x που αναπτύσσονται σε
συνεχές περιοδικό κλάσµα της µορφής x = [0; a, b].



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

Μετασχηµατισµοί του επιπέδου

7.1 Μετασχηµατισµοί, ισοµετρίες

∆εν ήξερα τότε πως δεν µπορεί ο άνθρωπος
να ϑελήσει ότι του καπνίσει να ϑελήσει.

Σεφέρη, Μέρες Α, 9.4.1926

Μετασχηµατισµός του επιπέδου λέγεται µια διαδικασία f , η οποία σε κάθε σηµείο X του επιπέδου,
εκτός ενδεχοµένως ορισµένων ειδικών σηµείων, αντιστοιχίζει ένα άλλο σηµείο Y του επιπέδου που
συµβολίζουµε µε f (X ). Γράφουµε Y = f (X ) και ονοµάζουµε το X ένα πρότυπο του µετασχηµατισµού
και το Y την εικόνα του X µέσω του µετασχηµατισµού. Συχνά λέµε ότι ο µετασχηµατισµός f
απεικονίζει το X στο Y . Για τη διαδικασία f ϑεωρούµε ότι ικανοποιεί την απαίτηση

X � Y ⇒ f (X ) � f (Y ).

∆ηλαδή, διαφορετικά σηµεία έχουν και διαφορετικές εικόνες. Ισοδύναµα, αυτό σηµαίνει ότι, αν για
δύο σηµεία X, Y ισχύει f (X ) = f (Y ), τότε ϑα ισχύει X = Y . Το σύνολο των σηµείων X , στα οποία
ορίζεται ο µετασχηµατισµός f , ονοµάζουµε πεδίο ορισµού του µετασχηµατισµού f , ενώ το σύνολο
που αποτελείται από όλα τα Y = f (X ), όταν το X µεταβάλλεται στο πεδίο ορισµού του f , ονοµάζουµε
πεδίο τιµών του f . Για παραδείγµατα µετασχηµατισµών µπορεί ο αναγνώστης να προστρέξει στις
αρχές των εποµένων παραγράφων. Εδώ περιοριζόµεθα στην περιγραφή κοινών χαρακτηριστικών
αυτών των εννοιών.

Για κάθε σχήµα του επιπέδου Σ το σύνολο των εικόνων f (X ), όπου το X διατρέχει το Σ, ονοµάζεται
εικόνα του Σ και συµβολίζεται µε f (Σ).

Εφαρµόζοντας τις διαδικασίες τη µία µετά την άλλη δηµιουργούµε την έννοια της σύνθεσης
µετασχηµατισµών. Για δύο δοθέντες µετασχηµατισµούς f και g, ονοµάζουµε σύνθεση των f και
g, το µετασχηµατισµό του οποίου η διαδικασία είναι η επαλληλία των διαδικασιών των f και g. Η
σύνθεση των µετασχηµατισµών παριστάνεται µε το σύµβολο

g ◦ f.
Εξ ορισµού η διαδικασία της σύνθεσης g◦ f αντιστοιχίζει στο X πρώτα το Y = f (X ) και κατόπιν στο

Y το Z = g(Y ) = g(f (X )). Συνολικά λοιπόν η σύνθεση αντιστοιχίζει στο X το Z = g(f (X )). Υπάρχουν
ορισµένες λεπτοµέρειες που πρέπει να προσέχουµε στη σύνθεση. Αυτές αφορούν τα πεδία ορισµού
και τιµών των µετασχηµατισµών που συµµετέχουν στη σύνθεση. Για να έχουν όλα νόηµα, ϑα πρέπει
το πεδίο τιµών του πρώτου µετασχηµατισµού (f ) να περιέχεται στο πεδίο ορισµού του δεύτερου (g).
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Τα πράγµατα απλοποιούνται για µετασχηµατισµούς που έχουν πεδίο ορισµού καθώς και πεδίο τιµών
όλο το επίπεδο.

Καθώς η σύνθεση g ◦ f είναι ένας νέος µετασχηµατισµός, µπορούµε να ϑεωρήσουµε τη σύνθεση
αυτού µε έναν τρίτο µετασχηµατισµό h :

h ◦ (g ◦ f ),
και, γενικότερα, µπορούµε να ορίσουµε τη σύνθεση οσωνδήποτε µετασχηµατισµών f1, f2, f3,..., fk
που, για απλότητα, ας ϑεωρήσουµε ότι ορίζονται σε όλο το επίπεδο :

fk ◦ fk−1 ◦ ... ◦ f1.

Το νόηµα µιας τέτοιας σύνθεσης µετασχηµατισµών είναι ότι εφαρµόζουµε επάλληλα τις διαδικασίες
των µετασχηµατισµών που συµµετέχουν µε τη σειρά από τα δεξιά προς τα αριστερά. Ο f1 απεικονίζει
το σηµείο X1 στο X2 = f1(X1), ο f2 κατόπιν απεικονίζει το X2 στο X3 = f2(X2), κ.ο.κ. Η διαδικασία
µπορεί να αποδοθεί σχηµατικά από το διάγραµµα

X1
f1�−→ X2

f2�−→ X3
f3�−→ X4 ...

fk�−→ Xk+1.

΄Ενας πολύ απλός και ανούσιος, ως προς τη δράση του, µετασχηµατισµός είναι ο λεγόµενος ταυτο-
τικός µετασχηµατισµός, που συµβολίζουµε µε e και ο οποίος, σε κάθε σηµείο X αντιστοιχίζει το
ίδιο το X . Τούτος µοιάζει µε τη µονάδα στον πολλαπλασιασµό, που αφήνει τους αριθµούς αµετάβλη-
τους. ΄Ετσι και αυτός δεν κάνει τίποτε. Αφήνει κάθε σηµείο σταθερό. Η δοµική σηµασία του ωστόσο
είναι τόσο σηµαντική, όσο και αυτή της µονάδος. Με τη ϐοήθειά του µπορούµε να ορίσουµε αµέσως
τον αντίστροφο µετασχηµατισµό ενός µετασχηµατισµού f , που συµβολίζουµε µε f −1. Αυτός κάνει
ακριβώς την αντίθετη διαδικασία από αυτήν του f και εξ᾿ ορισµού ισχύει

f −1 ◦ f = e.

Αν περιοριστούµε σε µετασχηµατισµούς f , g, h, ..., που ορίζονται για κάθε σηµείο του επιπέδου, τότε
το σύνολό τους µαζί µε τη σύνθεση, παρουσιάζει µια αξιοσηµείωτη αναλογία µε το σύνολο των ϑετικών
αριθµών και τον πολλαπλασιασµό. Σηµειώνω τις αναλογίες (και µία διαφορά) σε δύο παράλληλες
στήλες :

Αριθµοί Μετασχηµατισµοί
z = x · y (γινόµενο) h = g ◦ f (σύνθεση)
x · y = y · x (µεταθετικότητα) g ◦ f � f ◦ g (εν γένει)
x · (y · z) = (x · y) · z (προσεταιριστικότητα) h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f
1 (µονάδα) e (ταυτοτικός µετασχηµατισµός)
y = x−1 ⇔ y · x = 1 (αντίστροφος) g = f −1 ⇔ g ◦ f = e

Τους κανόνες αυτούς ϑα εφαρµόζουµε στις επόµενες παραγράφους. Υπογραµµίζω εδώ την προσεται-
ϱιστική ιδιότητα

h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f,
που ισχύει για όλους τους µετασχηµατισµούς. Τούτο οφείλεται στην ίδια τη ϕύση τους, ως διαδικασίας
αντιστοίχισης, που τελικά παράγει το ίδιο αποτέλεσµα, όπως και αν τους οµαδοποιήσουµε (ϐάλουµε
παρενθέσεις) σε µια σύνθεση περισσοτέρων µετασχηµατισµών.

Μια ειδική κατηγορία µετασχηµατισµών, που ϑα µας απασχολήσει στις επόµενες παραγράφους,
είναι αυτή των ισοµετριών του επιπέδου. Με αυτό τον όρο εννοούµε µετασχηµατισµούς που
ορίζονται σε όλο το επίπεδο και έχουν επιπλέον την ιδιότητα να διατηρούν τις αποστάσεις ([Cox61,
σ.39], [Sin95]). ∆ηλαδή µετασχηµατισµούς X ′ = f (X ), τέτοιους ώστε, για κάθε Ϲεύγος σηµείων X , Y
και τις εικόνες τους X ′, Y ′ να ισχύει

|X ′Y ′| = |XY |.

Θεώρηµα 7.1.1 Μια ισοµετρία διατηρεί τις γωνίες.
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Απόδειξη : Η σύντοµη διατύπωση σηµαίνει, ότι για τρία σηµεία X , Y , Z και τις εικόνες τους X ′,
Y ′, Z ′, µέσω του µετασχηµατισµού, οι γωνίες ‘YXZ και ÷Y ′X ′Z ′ είναι ίσες. Αυτό όµως είναι συνέπεια
της ιδιότητας της ισοµετρίας του µετασχηµατισµού, ϐάσει της οποίας |X ′Y ′| = |XY |, |Y ′Z ′| = |YZ |,
|Z ′X ′| = |ZX |. ∆ηλαδή τα τρίγωνα X ′Y ′Z ′ και XYZ είναι ίσα. Από την ισότητα των τριγώνων προκύπτει
και η ισότητα των γωνιών, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 7.1.1 ∆είξε ότι η σύνθεση g ◦ f δύο ισοµετριών f και g είναι πάλι ισοµετρία. ∆είξε επίσης ότι
ο αντίστροφος µετασχηµατισµός f −1 µιας ισοµετρίας είναι ισοµετρία.

Θεώρηµα 7.1.2 Μία ισοµετρία απεικονίζει µία ευθεία ε σε µία ευθεία ε′. Αν η ισοµετρία αφήνει σταθερά
δύο σηµεία A και B της ε, τότε αφήνει σταθερά και όλα τα σηµεία της ε.

Απόδειξη : Η ϑέση ενός σηµείου X της ευθείας AB καθορίζεται πλήρως από το λόγο |XA|
|XB| και το ότι

||XA| ± |XB|| = |AB|. Η τελευταία δίδει την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το X επί της
ευθείας. Αν λοιπόν η ισοµετρία f αφήνει τα A, B σταθερά τότε ϑα ισχύει για τις εικόνες X ′, A′, B′:

|X ′A′|
|X ′B′| =

|XA|
|XB| , και |X ′A′| ± |X ′B′| = |XA| ± |XB|.

Συνεπώς, αν το X περιέχεται στην ευθεία ε = AB, τότε και το X ′ ϑα περιέχεται στην ευθεία ε′ = A′B′.
Το δεύτερο µέρος προκύπτει αµέσως από τις προηγούµενες ισότητες, αν λάβουµε υπόψη ότι A′ = A,
B′ = B. Τότε από αυτές προκύπτει ότι για κάθε σηµείο X της ε το X ′ ταυτίζεται µε το X , ο.ε.δ.

Θεώρηµα 7.1.3 Μία ισοµετρία που αφήνει τρία µη συνευθειακά σηµεία σταθερά συµπίπτει µε τον
ταυτοτικό µετασχηµατισµό.

Απόδειξη : ΄Εστω ότι η ισοµετρία f αφήνει τα σηµεία A, B και Γ σταθερά. Τότε, κατά το προηγούµενο
ϑεώρηµα, ϑα αφήνει σταθερές και τις ευθείες AB και AΓ. Αν X είναι σηµείο εκτός αυτών των ευθειών,
ϕέρνουµε µία ευθεία ε διά του X , που τέµνει τις AB και AΓ αντίστοιχα στα ∆ και E, τα οποία η f
αφήνει σταθερά. Κατά το προηγούµενο ϑεώρηµα η f ϑα αφήνει σταθερά και όλα τα σηµεία της ∆E
άρα και το X , ο.ε.δ.

Πόρισµα 7.1.1 ∆ύο ισοµετρίες που ταυτίζονται σε τρία σηµεία ταυτίζονται παντού.

Απόδειξη : Πράγµατι, αν f , g είναι οι δύο ισοµετρίες, τότε η g−1 ◦ f ϑα αφήνει τα τρία σηµεία σταθερά,
άρα ϑα συµπίπτει µε τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό g−1 ◦ f = e ⇔ f = g, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 7.1.2 ∆είξε ότι µία ισοµετρία f απεικονίζει έναν κύκλο κ σε έναν κύκλο κ′ = f (κ) ίσης
ακτίνας.

Πρόταση 7.1.1 Εάν µια ισοµετρία f ικανοποιεί τη σχέση f ◦ f = e, τότε έχει ένα τουλάχιστον σταθερό
σηµείο.

Απόδειξη : Προφανώς ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός έχει την ιδιότητα της πρότασης. Ας υποθέσουµε
λοιπόν ότι η f δεν συµπίπτει µε τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό και ας συµβολίζουµε µε X ′ το f (X ), έτσι
ώστε, κατά την υπόθεση X ′′ = X . Θεωρούµε λοιπόν ένα τυχόν σηµείο X έτσι ώστε το X ′ = f (X ) � X .
Τέτοιο υπάρχει, διαφορετικά η f ϑα ήταν η ταυτοτική. ΄Εστω M το µέσον του XX ′. ∆είχνουµε ότι η
f αφήνει το M σταθερό. Εξ υποθέσεως η f εναλλάσσει τα X και X ′, άρα απεικονίζει την ευθεία XX ′
στον εαυτό της (Θεώρηµα 7.1.2). Επίσης

|X ′M ′| = |XM | = |X ′M | = |X ′′M ′| = |XM ′|.
Η πρώτη ισότητα ισχύει διότι η f είναι ισοµετρία. Η δεύτερη διότι το M είναι το µέσον του XX ′, η
τρίτη διότι η f είναι ισοµετρία και η τέταρτη διότι X ′′ = X εξ᾿ υποθέσεως. Συνολικά λοιπόν έχουµε ότι
|XM ′| = |X ′M ′|. Αυτό σηµαίνει ότι το M ′ είναι πάνω στη µεσοκάθετο του XX ′, αλλά, όπως σηµειώσαµε,
είναι και σηµείο της ευθείας XX ′, άρα συµπίπτει µε το M, ο.ε.δ.
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7.2 Κατοπτρισµοί ή ανακλάσεις

΄Οπως συµβαίνει πάντα, όσο πιο νεφελώδης και συγκεχυµένη είναι η αντίληψη
την οποία µεταβιβάζει µια λέξη, µε τόσο µεγαλύτερη αυτοπεποίθηση και
ϐεβαιότητα χρησιµοποιούν οι άνθρωποι τη λέξη αυτή, και ισχυρίζονται ότι αυτό
που µας δίδει να καταλάβουµε η λέξη είναι τόσο απλό και ξεκάθαρο, ώστε δεν
αξίζει τον κόπο ούτε καν να συζητήσουµε τι πραγµατικά σηµαίνει.

Λ. Τολστόι, Τι είναι τέχνη

Μια ευθεία του επιπέδου ε ορίζει ένα απλούστατο µετασχηµατισµό, που λέγεται κατοπτρισµός ή
ανάκλαση ως προς την ευθεία ε, που ονοµάζεται άξονας ή κάτοπτρο της ανάκλασης. Η διαδικασία
για αυτόν το µετασχηµατισµό περιγράφεται ως εξής :

ε

Χ

Υ

Μ

Σχήµα 7.2.1: Κατοπτρισµός ή ανάκλαση ως προς ε

α) Σε κάθε σηµείο X , που δεν περιέχεται στην ευθεία ε, αντιστοιχίζεται το σηµείο Y , έτσι ώστε η ε να
είναι η µεσοκάθετος του XY . Με άλλα λόγια, το X προβάλλεται κάθετα στην ε στο σηµείο της M και
το XM προεκτείνεται προς τη µεριά του M κατά το διπλάσιο του |XM |, έως το Y .
ϐ) Σε κάθε σηµείο X , που περιέχεται στην ευθεία ε, η διαδικασία αντιστοιχίζει το ίδιο το σηµείο X .
Σε αυτήν την περίπτωση λοιπόν, το X είναι, όπως λέµε, σταθερό σηµείο του µετασχηµατισµού.

Ο κατοπτρισµός λοιπόν, ορίζεται για κάθε σηµείο του επιπέδου ή, µε άλλα λόγια, το πεδίο ορισµού
του είναι όλο το επίπεδο. Το ίδιο συµβαίνει και µε το πεδίο τιµών του. Συµπίπτει και αυτό µε όλο το
επίπεδο, αφού για κάθε Y υπάρχει ένα X έτσι ώστε f (X ) = Y . Η ευθεία ε, που ορίζει τον κατοπτρισµό,
αποτελείται από τα σταθερά σηµεία του κατοπτρισµού. Κάθε σηµείο X , που δεν περιέχεται στην
ε, αντιστοιχίζεται στο Y , που είναι στην άλλη πλευρά της ε, από αυτήν που ευρίσκεται το X . Ο
κατοπτρισµός λοιπόν εναλλάσσει τις δύο πλευρές της ε και αφήνει τα σηµεία της ε σταθερά.

Ο κατοπτρισµός είναι η έννοια που στηρίζει αυτήν της αξονικής συµµετρίας, που εξετάσαµε στην
§ 1.16: Αξονικά συµµετρικό είναι το σχήµα Σ για το οποίο υπάρχει κατοπτρισµός f , έτσι ώστε
f (Σ) = Σ. Το επόµενο ϑεώρηµα αποδεικνύεται όπως ακριβώς το αντίστοιχο Θεώρηµα 1.16.1.

Θεώρηµα 7.2.1 Κάθε κατοπτρισµός είναι ισοµετρία του επιπέδου.

ε

Χ

Υ

X'

Y'

A
B

Γ

Α'

Γ'

Β'

Σχήµα 7.2.2: |XX ′| = |YY ′| και ‘BAΓ =÷B′A′Γ′
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Πρόταση 7.2.1 Για κάθε ανάκλαση f ισχύει f ◦ f = e, µε άλλα λόγια ο αντίστροφος µιας ανάκλασης
είναι ο ίδιος µετασχηµατισµός της ανάκλασης.

Απόδειξη : Πράγµατι, αν Y = f (X ), τότε το Y είναι το συµµετρικό του X ως προς την ευθεία ε, που
ορίζει την ανάκλαση. Τότε όµως και το X είναι το συµµετρικό του Y ως προς ε. Συνεπώς, X = f (Y )
και εποµένως, για κάθε X ϑα ισχύει f (Y ) = f (f (X ) = X , που σηµαίνει ότι η σύνθεση f ◦ f συµπίπτει
µε τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό e, ο.ε.δ.

Το σηµαντικό χαρακτηριστικό των κατοπτρισµών είναι ότι, όπως λέµε, παράγουν όλες τις ισοµετρί-
ες του επιπέδου. ∆ηλαδή, κάθε ισοµετρία του επιπέδου µπορεί να γραφεί ως σύνθεση κατοπτρισµών.
Με λίγη πρόσθετη εργασία (΄Ασκηση 7.4.9) ϑα αποδείξουµε αργότερα το επόµενο ϑεώρηµα ([Cox61,
σ.46]):

Θεώρηµα 7.2.2 Κάθε ισοµετρία του επιπέδου είναι ή ένας κατοπτρισµός ή µία σύνθεση από δύο ή τρεις
κατοπτρισµούς.

Στενά συνδεδεµένος µε κατοπτρισµούς είναι και ο άλλος απλός µετασχηµατισµός που γνωρίσαµε
και περιγράφει τη σηµειακή συµµετρία. ΄Ενα σηµείο O του επιπέδου ορίζει το µετασχηµατισµό f
της σηµειακής συµµετρίας ως προς O (Παράγραφος 1.16). Αυτός σε κάθε X � O αντιστοιχίζει το
X ′ = f (X ) που είναι το συµµετρικό του X ως προς O. Με άλλα λόγια το σηµείο X ′ για το οποίο το O
είναι το µέσον του XX ′.

OX
X'

Σχήµα 7.2.3: Ο µετασχηµατισµός της σηµειακής συµµετρίας ως προς το O

Θεώρηµα 7.2.3 Η σύνθεση g ◦ f δύο ανακλάσεων των οποίων οι άξονες τέµνονται κάθετα στο σηµείο
O ταυτίζεται µε τη σηµειακή συµµετρία ως προς O.

α

β
Χ

Υ Ζ

Ο

Σχήµα 7.2.4: Σηµειακή συµµετρία ως σύνθεση δύο ανακλάσεων

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι η ίδια µε αυτήν του Θεωρήµατος 1.16.2 και υποδεικνύεται από το σχήµα.
Αν το Y είναι συµµετρικό ως προς την ευθεία α και το Z είναι συµµετρικό του Y ως προς την ευθεία
&, που τέµνει την α κάθετα στο O, τότε το Z είναι και συµµετρικό του X ως προς το σηµείο O, ο.ε.δ.

A B

X

X'

Y

Σχήµα 7.2.5: Ισοµετρία µε δύο σταθερά σηµεία
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(3,3,3,3,6) (3,3,3,3,6) εναντιόμορφη

Σχήµα 7.10.11: Η Αρχιµήδεια πλακόστρωση (3,3, 3,3, 6) και η εναντιόµορφή της

∆εν ϑα προχωρήσω στην απόδειξη. Αυτή µπορεί να γίνει µε τον ίδιο τρόπο που έγινε και η απόδειξη
του προηγουµένου ϑεωρήµατος. Ας σηµειώσουµε ωστόσο, ότι η τάξη κ µιας Αρχιµήδειας πλακόστρω-
σης δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερη του 6. Τούτο διότι τα κανονικά πολύγωνα έχουν, όλα, γωνίες
µεγαλύτερες ή ίσες των 60◦ και έξι τέτοιες γωνίες γύρω από µια κορυφή καλύπτουν τις 360◦ του ορί-
Ϲοντα. Επίσης η τάξη 6 δεν µπορεί να περιέχει άλλη πλακόστρωση εκτός της αναγραφόµενης, αφού
τότε ϑα περιελάµβανε µία γωνία µεγαλύτερη των 60◦ και ϑα υπερκάλυπτε τον ορίζοντα των 360◦. Για
την απόδειξη, συνεπώς, στην περίπτωση της τάξης 4, αρκεί να «λύσουµε» την αντίστοιχη εξίσωση για
ακεραίους

360◦ =
ν1 − 2
ν1

180◦ +
ν2 − 2
ν2

180◦ +
ν3 − 2
ν3

180◦ +
ν4 − 2
ν4

180◦ ⇔ 1
ν1
+

1
ν2
+

1
ν3
+

1
ν4
= 1

και για στην περίπτωση της τάξης 5 την αντίστοιχη, που είναι η

1
ν1
+

1
ν2
+

1
ν3
+

1
ν4
+

1
ν5
=

3
2
.

Βλέπουµε εύκολα ότι στην πρώτη εξίσωση όλοι οι ακέραιοι ϑα ικανοποιούν τις 3 ≤ νi ≤ 12 ενώ στη
δεύτερη τις 3 ≤ νi ≤ 6. Οι εξισώσεις λοιπόν µπορούν να λυθούν «δοκιµάζοντας» για την πρώτη 104

τετράδες ακεραίων και στη δεύτερη περίπτωση 45 πεντάδες. Οι αριθµοί είναι σχετικά µικροί και η
λύση των δύο εξισώσεων µπορεί να γίνει µε τη ϐοήθεια ενός µικρού προγράµµατος.

OΑ

Β Γ

ΔΕ

Α'

Β'

Ε'

(I) (II)

Σχήµα 7.10.12: Πεντάγωνα που επιτρέπουν πλακόστρωση

΄Ασκηση 7.10.4 ∆είξε ότι κάθε πεντάγωνο ABΓ∆E µε δύο πλευρές παράλληλες ορίζει µία πλακόστρω-
ση του επιπέδου.

Υπόδειξη : Υπάρχει µία πλευρά του πενταγώνου που έχει τις γειτονικές της πλευρές παράλληλες. Η
συµµετρία ως προς το µέσον O αυτής της πλευράς ορίζει ένα γειτονικό πεντάγωνο που µαζί µε το
αρχικό συγκροτούν ένα εξάγωνο συµµετρικό ως προς το σηµείο O (Σχήµα 7.10.12-Ι).

΄Ασκηση 7.10.5 ∆είξε ότι το δυϊκό πλακάκι της Αρχιµήδειας πλακόστρωσης (3, 3,4, 3,4), δηλαδή το
πλακάκι που έχει ως κορυφές τα κέντρα ϐάρους των πλακακιών γύρω από µια κορυφή αυτής της
πλακόστρωσης, ορίζει πλακόστρωση µε πεντάγωνα.
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Υπόδειξη : Στο σχήµα 7.10.12-ΙΙ ϕαίνονται µε διακεκοµµένες γραµµές λίγα πλακάκια της (3,3, 4,3, 4)
πλακόστρωσης. Το πεντάγωνο πλακάκι ορίζεται από τα κέντρα των δύο τετραγώνων και των τριών τρι-
γώνων που συντρέχουν σε µια κορυφή της πλακόστρωσης. Τέσσερα τέτοια πλακάκια σχηµατίζουν
συµµετρικό εξάγωνο. Τα πλακάκια αυτά και η αντίστοιχη πλακόστρωση ονοµάζονται συχνά του Κα-
ΐρου, γιατί συναντώνται σε παλιούς δρόµους αυτής της πόλης.

Σχήµα 7.10.13: Μια πλακόστρωση του Penrose

Στο ϐιβλίο [GS87] µελετώνται διεξοδικά οι προηγούµενες, καθώς και πλήθος άλλων κατηγοριών πλα-
κοστρώσεων. Σηµειώνω ένα ακόµη παράδειγµα, του Penrose [Wel91, σ.176], [dB81], πλακόστρωσης
µε δύο πλακάκια (δες Σχόλιο-2 της § 4.2) τα οποία δίνουν τη δυνατότητα για άπειρες διαφορετι-
κές πλακοστρώσεις. Και σ᾿ αυτές ωστόσο δεν ισχύει ο περιορισµός της τάξης. Σε µια κορυφή της
πλακόστρωσης µπορεί να συναντώνται 3, 4 ή 5 πλακάκια (Σχήµα 7.10.13). Η επόµενη άσκηση κα-

Α Β

Ε
Δ

Γ

x

Γ'
ΜΝ

Ξ
Α Β

Γ

Δ
Ε

a

b
c

d

e

a=b=c=d

(I) (II)

2Δ+Γ=2π,
2Ε+Β=2π,

κ λ

μ

ν

Σχήµα 7.10.14: Προδιαγραφές ενός πλακακιού Rice Κατασκευή ενός τέτοιου πλακακιού

τασκευάζει ένα πλακάκι όπως αυτό της Rice, που αναφέρθηκε παραπάνω. Το πλακάκι αυτό πληροί
τις προδιαγραφές του σχήµατος 7.10.14-Ι, όπου τα κεφαλαία συµβολίζουν τα µέτρα των αντιστοίχων
γωνιών και τα µικρά λατινικά τα µήκη πλευρών ([Sch78, σ. 35]).

΄Ασκηση 7.10.6 Ξεκινώντας από ευθύγραµµο τµήµα AB αυθαίρετου µήκους x κατασκεύασε τέσσερις
κύκλους. Τους δύο κ(A, x), λ(B, x) άµεσα και τους άλλους δύο µετά την επιλογή αυθαίρετου σηµείου
E στον κ. Εάν Γ′ το δεύτερο σηµείο τοµής του λ µε την AE, ο µ ορίζεται ως ο κύκλος µ(Γ′, x) και ο
ν ως ο κύκλος µε διάµετρο EB. ΄Εστω ∆ το δεύτερο σηµείο τοµής των κύκλων µ, ν. M το µέσον της
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B∆ και Γ το δεύτερο σηµείο τοµής της MΓ′ µε τον κύκλο λ. ∆είξε ότι το πεντάγωνο ABΓ∆E πληροί της
προδιαγραφές του πλακακιού Rice.

Υπόδειξη : Εκ κατασκευής το BΓ′∆Γ είναι ϱόµβος και τα µήκη των πλευρών a = b = c = d = x.
Η σχέση γωνιών 2E + B = 2π προκύπτει προβάλλοντας το B στο Ξ επί της AΓ′. Εκ κατασκευής το
BΞE∆ είναι εγγράψιµο, άρα η E είναι παραπληρωµατική της ΞB∆, που είναι το µισό της ABΓ. Ισχύει
λοιπόν E+ B

2 = π, που είναι ισοδύναµο µε την προδιαγραφή. Η άλλη προδιαγραφή αποδεικνύεται πιο
απλά από το τραπέζιο ∆EΓ′Γ στο οποίο οι γωνίες ∆ και Γ′Γ∆ είναι παραπληρωµατικές. Προκύπτει η
∆ + Γ2 = π που ισοδυναµεί πάλι µε την προδιαγραφή.

7.11 Σχόλια και ασκήσεις κεφαλαίου

Ατέλειωτος ο κύκλος της ιδέας και της πράξης,
Ατέλειωτη εφεύρεση, ατέλειωτο πείραµα,
Προσάγει γνώση κίνησης, αλλ᾿ όχι της ακινησίας,
Γνώση της οµιλίας, αλλ᾿ όχι της σιωπής.

T.S. Eliot, Χορικά από τον «Βράχο»

ΑΒ

Γ Δ

X

Y

X1

X2

Y1

Y2

Σχήµα 7.11.1: Τροχιά µπιλιάρδου

΄Ασκηση 7.11.1 Τοποθετούνται στο µπιλιάρδο δύο µπίλιες X, Y . Προσδιόρισε την τροχιά της µπίλιας
X, που ανακλώµενη στα τέσσερα τοιχώµατα ϑα κτυπήσει την Y . Εξέτασε και την περίπτωση που η
µπίλια, µετά από τις τέσσερις ανακλάσεις επιστρέφει στη ϑέση της.

Υπόδειξη : ([Cat52, σ. 7]) Το Y1 προκύπτει από ανάκλαση του Y ως προς την πλευρά A∆. Το Y2
προκύπτει από το Y1 µέσω ανάκλασης ως προς Γ∆. Το X1 προκύπτει από το X µέσω ανάκλασης ως
προς BΓ. Το X2 προκύπτει από το X1 µέσω ανάκλασης ως προς AB. Το X2Y2 είναι ευθύγραµµο
τµήµα. Για το δεύτερο µέρος δες την ΄Ασκηση 3.5.7.

Στο σχήµα 7.11.2-Ι ϕαίνεται η κατασκευή µιας πολυγωνικής γραµµής που συνδέει τα σηµεία
επαφής τεσσάρων κύκλων α, &, γ, δ, που εφάπτονται εξωτερικά ανά δύο αντίστοιχα στα σηµεία A, B,
Γ, ∆. Η διαδικασία κατασκευής της πολυγωνικής γραµµής είναι η εξής :

1. Ξεκινάµε από τυχόν σηµείο X1 του κύκλου α και το ενώνουµε µε το σηµείο επαφής A των α, &,
2. Η ευθεία X1A ξανατέµνει τον & στο X2, το οποίο ενώνουµε µε το σηµείο επαφής B των &, γ,
3. Η ευθεία X2B ξανατέµνει τον γ στο X3, το οποίο ενώνουµε µε το σηµείο επαφής Γ των γ, δ,
4. Η ευθεία X3Γ ξανατέµνει τον δ στο X4, το οποίο ενώνουµε µε το σηµείο επαφής ∆ των δ, α,
5. Η ευθεία X4∆ ξανατέµνει τον κ σε σηµείο X5 που συµπίπτει µε το X1.
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Β

Γ
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Χ6
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Σχήµα 7.11.2: Αλυσίδα εφαπτοµένων ανά δύο κύκλων

Η προηγούµενη διαδικασία µπορεί να επεκταθεί σε οσοδήποτε µεγάλες αλυσίδες κύκλων α, &, γ, ...,
που εφάπτονται ανά δύο. Το σχήµα 7.11.2-ΙΙ δείχνει µια ανάλογη πολυγωνική γραµµή για αλυσίδα
πέντε κύκλων. Είναι αξιοσηµείωτη µια διαφορά που εµφανίζεται στα δύο σχήµατα και ισχύει γενικά
για παρόµοιες αλυσίδες ν κύκλων.

΄Ασκηση 7.11.2 ∆είξε ότι στην προηγούµενη κατασκευή, όταν το ν είναι άρτιο, τότε το τελευταίο σηµείο
Xν+1 (το X5 = X1 στο σχήµα 7.11.2-Ι) συµπίπτει µε το σηµείο εκκίνησης X1. ΄Οταν το ν είναι περιττό,
τότε το τελευταίο σηµείο (X6 στο σχήµα 7.11.2-ΙΙ) ταυτίζεται µε το αντιδιαµετρικό του σηµείου εκκίνησης.

Υπόδειξη : ([Yag62, σ. 31 II]). Το X2 είναι εικόνα X2 = fA(X1) της οµοιοθεσίας fA µε κέντρο A και λόγο
λA ίσο µε το λόγο των ακτίνων των κύκλων α και & : λA = − r&rα . Ανάλογα το X3 είναι εικόνα X3 = fB(X2)

της οµοιοθεσίας µε κέντρο B και λόγο λB = − rγr& . Το X4 είναι εικόνα X4 = fΓ(X3) της οµοιοθεσίας µε
κέντρο Γ και λόγο λΓ = − rδrγ . Τέλος το X5 είναι εικόνα X5 = fΓ(X4) της οµοιοθεσίας µε κέντρο ∆ και
λόγο λ∆ = − rαrδ . Συνολικά λοιπόν το X5 είναι εικόνα της σύνθεσης των µετασχηµατισµών

X5 = (f∆ ◦ fΓ ◦ fB ◦ fA)(X1).

Κατά το Θεώρηµα 7.6.3, η σύνθεση των οµοιοθεσιών είναι οµοιοθεσία µε λόγο λ ίσο µε το γινόµενο
των λόγων

λ = λ∆ · λΓ · λB · λA =
Å
− rα
rδ

ã
·
Å
− rδ
rγ

ã
·
Å
− rγ
r&

ã
·
Å
− r&
rα

ã
= 1.

΄Οµως η οµοιοθεσία µε λόγο λ = 1 είναι ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός, όθεν και το συµπέρασµα για
ν = 4. Ανάλογη είναι η απόδειξη και για άρτιο ν = 2κ.

Στη δεύτερη περίπτωση, µε τους πέντε κύκλους το X6 = f (X1) = (fE ◦ f∆ ◦ fΓ ◦ fB ◦ fA)(X1), είναι
πάλι εικόνα µιας οµοιοθεσίας f µε λόγο που υπολογίζεται ανάλογα και είναι ίσος µε λ = −1. Μια
τέτοια οµοιοθεσία, όµως, ταυτίζεται µε τη συµµετρία ως προς κέντρο, που πρέπει να συµπίπτει µε
το κέντρο του κύκλου α αφού αυτός µένει αναλλοίωτος κατά την f (δηλαδή η f τον απεικονίζει στον
εαυτό του). Από αυτό προκύπτει και το συµπέρασµα για περιττά ν.

΄Ασκηση 7.11.3 ∆ίδονται όµοια και όµοια προσανατολισµένα τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′, των οποίων οι
αντίστοιχες πλευρές τέµνονται στα σηµεία E = (AB, A′B′), Z = (BΓ, B′Γ′), H = (ΓA,Γ′A′). ∆είξε ότι :

1. Οι κύκλοι (AA′E), (BB′E), (ΓΓ′Z ) διέρχονται από κοινό σηµείο ∆.

2. Το σηµείο H είναι κοινό των κύκλων (AA′E), (ΓΓ′Z ).

3. Το σηµείο ∆ είναι κέντρο οµοιότητας των δύο τριγώνων.

4. Τα τρία κέντρα των κύκλων (AA′E), (BB′E), (ΓΓ′Z ) ορίζουν τρίγωνο A0B0Γ0 όµοιο του ABΓ.
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Σχήµα 7.11.3: ΄Οµοια τρίγωνα ΄Οµοια τετράπλευρα

Υπόδειξη : Το δεύτερο σηµείο τοµής ∆ των κύκλων (AA′E), (BB′E) ορίζει το κέντρο οµοιότητας f που
απεικονίζει f (A) = A′, f (B) = B′ (Σχήµα 7.11.3-Ι). Η οµοιότητα αυτή, λόγω της διατήρησης γωνιών
και λόγων, απεικονίζει το τρίγωνο ABΓ στο A′B′Γ′. Αυτό αποδεικνύει τα (1), (2) και (3). Για το (2)
αρκεί επίσης η παρατήρηση ότι οι γωνίες ’BEB′ και’BZB′ είναι ίσες.

Το (4) ανάγεται στο ότι τα (∆A0Γ0,∆A′Γ′), (∆B0A0,∆B′A′), (∆Γ0B0,∆Γ′B′) είναι Ϲεύγη οµοίων
τριγώνων. Αυτό λ.χ. για το πρώτο Ϲεύγος προκύπτει ως εξής : Οι γωνίες ’∆A′Γ′ και ÷∆A0Γ0 είναι ίσες,
διότι η πρώτη είναι ίση µε την ‘∆EH, λόγω του εγγράψιµου τετραπλεύρου ∆EHA′, η οποία είναι το
µισό της (µη κυρτής) ’∆A0H, που είναι ακριβώς ίσο µε την ÷∆A0Γ0. Τα τρίγωνα ∆A0Γ0, ∆A′Γ′ έχουν,
συνεπώς, µία γωνία ίση και τις αντίστοιχες προσκείµενες πλευρές ανάλογες, κ.λπ.

΄Ασκηση 7.11.4 ∆ιατύπωσε και απόδειξε ιδιότητες ανάλογες αυτών της προηγούµενης άσκησης για
τετράπλευρα (Σχήµα 7.11.3-ΙΙ).
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Σχήµα 7.11.4: ∆ίπλωµα σε τετράγωνο

΄Ασκηση 7.11.5 ∆ίδεται ταινία (ορθογώνιο παραλληλόγραµµο) ABΓ∆. Βρες σε ποια σηµεία και µε
ποιες γωνίες πρέπει να το διπλώσεις, ώστε να σχηµατιστεί το µέγιστο δυνατό τετράγωνο ∆ZMN (Σχήµα
7.11.4).
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Σχήµα 7.11.5: ∆ίπλωµα σε κανονικό πεντάγωνο

΄Ασκηση 7.11.6 ∆ίδεται ταινία (ορθογώνιο παραλληλόγραµµο) ABΓ∆. Βρες σε ποια σηµεία και µε
ποιες γωνίες πρέπει να το διπλώσεις, ώστε να σχηµατιστεί το µέγιστο δυνατό κανονικό πεντάγωνο ∆EZHΘ
(Σχήµα 7.11.5).
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Δ
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Σχήµα 7.11.6: ∆ίπλωµα σε κανονικό n-γωνο

΄Ασκηση 7.11.7 Γενίκευσε τις δύο προηγούµενες ασκήσεις και ϐρες πως πρέπει να διπλώσεις µία ταινία
a × b διαστάσεων, ώστε να σχηµατιστεί το µέγιστο κανονικό n-γωνο ABΓ∆... στο εσωτερικό της (Σχήµα
7.11.6).

΄Ασκηση 7.11.8 ∆ίδονται τα όµοια και όµοια προσανατολισµένα παραλληλόγραµµα ABΓ∆ και A′B′Γ′∆′.
Θεώρησε τα σηµεία τοµής αντίστοιχων πλευρών Θ = (AB, A′B′), H = (Γ∆,Γ′∆′), E = (BΓ, B′Γ′) και
Z = (A∆, A′∆′). ∆είξε ότι οι ZE και HΘ διέρχονται από το κέντρο οµοιότητας I των παραλληλογράµµων.

Υπόδειξη : Θ̂IZ =‘ΘAZ (Σχήµα 7.11.7-Ι) και, λόγω της παραλληλίας, η τελευταία γωνία ισούται µε την‘ΘBE, κ.λπ.

΄Ασκηση 7.11.9 ∆ίδονται τρεις διαφορετικές ευθείες α, &, γ διερχόµενες από σηµείο I. Κατασκεύασε
τρίγωνο AEH που έχει τις ευθείες αυτές ως εσωτερικές διχοτόµους. ∆είξε επίσης, ότι αν δύο από τις
δοθείσες ευθείες είναι κάθετες, τότε δεν υπάρχει λύση.
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Σχήµα 7.11.7: ΄Οµοια παραλληλόγραµµα Τρίγωνο δοθέντων διχοτόµων (ευθειών)

Υπόδειξη : Αν A είναι τυχόν σηµείο της α και Z τυχόν σηµείο της &, ϑεώρησε την ευθεία AZ , την
ανάκλασή της AB ως προς α και την ανάκλαση BΓ της AB ως προς & (Σχήµα 7.11.7-ΙΙ). Οι τρεις
ευθείες AZ , AB και BΓ ορίζουν τρίγωνο ABΓ. Για σταθερό A και µεταβλητό Z επί της & η κορυφή
Γ αυτού του τριγώνου διαγράφει κύκλο κ, διερχόµενο από το A, το I και το κατοπτρικό A′ του A ως
προς &. Το Ϲητούµενο τρίγωνο προκύπτει από το σηµείο τοµής E αυτού του κύκλου µε τη γ.

΄Ασκηση 7.11.10 Από τυχόν σηµείο ∆ της πλευράς AB τριγώνου ABΓ ϕέρνουµε διαδοχικά αντιπαράλ-
ληλες ∆E, EZ, ZH, HΘ, ΘI , αντίστοιχα, προς τις πλευρές BΓ, AB, AΓ, BΓ, AB. ∆είξε ότι η I∆ είναι
επίσης αντιπαράλληλος της AΓ.
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Σχήµα 7.11.8: Εγγεγραµµένα στο ABΓ εξάγωνα µε αντιπαράλληλες πλευρές

Υπόδειξη : Θεώρησε τη σύνθεση f = f6 ◦ f5 ◦ f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1, όπου fi η ανάκλαση ως προς την ευθεία
εi για i = 1,2, ...,6 (Σχήµα 7.11.8). Η σύνθεση αυτή είναι µία µεταφορά κατά το προσανατολισµένο
διάστηµα AA′ και το πολύγωνο, λόγω της αντιπαραλληλίας, σχηµατίζει ίσες γωνίες µε τις πλευρές
και οι f (HZ ), f (I∆) είναι παράλληλες, άρα και οι HZ , I∆ είναι παράλληλες. Συνεπώς, και η I∆ είναι
αντιπαράλληλη της AΓ.

΄Ασκηση 7.11.11 ∆οθέντος τριγώνου ABΓ και σηµείου H, προβάλλουµε το H στις πλευρές του τρι-
γώνου αντίστοιχα στα σηµεία {A′′, B′′,Γ′′} έτσι ώστε οι γωνίες των ευθειών (HA′′,ΓB), (HB′′, AΓ),
(HΓ′′, BA) να είναι όλες ίσες µε τη σταθερά γωνία ω (Σχήµα 7.11.9-Ι). ∆είξε ότι το τρίγωνο A′B′Γ′,
που σχηµατίζεται από τις ανακλάσεις των ευθειών {HA′′, HB′′, HΓ′′} ως προς τις αντίστοιχες πλευρές



536 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΤΟΥ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ

ω ω
φ

Α

Β

Γ

Β'

Γ'

Α'

Η

Α''

Γ''

Β''Δ

Θ

Ι

ω

ω

X

I

A

B

f(X)

Γ
B'

(I) (II)

Σχήµα 7.11.9: Οµοιότητα µέσω ανάκλασης Στροφές ως προς γωνίες τριγώνου

{BΓ,ΓA, AB} είναι όµοιο του ABΓ. ∆είξε επίσης ότι το κέντρο οµοιότητας συµπίπτει µε το H και ο λόγος
οµοιότητας µε το λ = 2συν(ω).

Υπόδειξη : ∆είξε πρώτα ότι ο λόγος οµοιότητας λ είναι ανεξάρτητος της ϑέσης του H . Κατόπιν υπολό-
γισε το λόγο παίρνοντας το H σε µια ειδική ϑέση, όπως λ.χ. H = Γ.

΄Ασκηση 7.11.12 Θεώρησε τις στροφές {f1, f2, f3} µε κέντρα τις κορυφές, αντίστοιχα, {A, B,Γ} τριγώνου
ABΓ και γωνίες ϑετικές ίσες αντίστοιχα µε αυτές του τριγώνου {α, &, γ} (Σχήµα 7.11.9-ΙΙ). ∆είξε ότι η
σύνθεσή τους f = f3 ◦ f2 ◦ f3 είναι µία συµµετρία ως προς το σηµείο επαφής B′ του εγγεγραµµένου
κύκλου µε την AΓ.

Υπόδειξη : Αφού το άθροισµα των γωνιών α + & + γ = π, η σύνθεση f των στροφών ϑα είναι σίγουρα
(Πρόταση 7.4.3) µία στροφή κατά π, δηλαδή µία σηµειακή συµµετρία. ∆είξε ότι το σηµείο B′ παρα-
µένει σταθερό, άρα είναι το κέντρο της συµµετρίας.

Η τελευταία άσκηση µπορεί να γενικευθεί, κατ᾿ αρχήν, για κυρτά πολύγωνα µε ν πλευρές A1A2 . . . Aν.
Να ϑεωρήσουµε δηλαδή τις γωνίες του πολυγώνου οµοιόµορφα προσανατολισµένες, λ.χ. ϑετικά, και
να σχηµατίσουµε τη σύνθεση

f = fν ◦ fν−1 ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1,
όπου κάθε fi είναι η στροφή µε κέντρο την κορυφή Ai του πολυγώνου και γωνία στροφής τη γωνία
ωi του πολυγώνου στην Ai . Επειδή το άθροισµα των γωνιών ω1 + · · · + ων = (ν − 2)π, από τα γενικά
ϑεωρήµατα για στροφές, ϐλέπουµε ότι η σύνθεση f των στροφών, για περιττά ν ϑα είναι µια συµµετρία
ως προς σηµείο και για άρτια ν ϑα είναι µια µεταφορά.

Είναι εύκολο να δούµε ότι η f αφήνει την ευθεία ε = AνA1 αναλλοίωτο, δηλαδή την απεικονίζει
στον εαυτό της. Συνεπώς, στην περίπτωση της σηµειακής συµµετρίας, το κέντρο της συµµετρίας ϑα
είναι επί της ε και στην περίπτωση της µεταφοράς, το προσανατολισµένο διάστηµα της µεταφοράς ϑα
είναι παράλληλο προς την ε. Οι επόµενες ασκήσεις εξετάζουν τις απλούστερες περιπτώσεις τέτοιων
συνθέσεων στροφών.

΄Ασκηση 7.11.13 ∆ίδεται το εγγεγραµµένο σε κύκλο τετράπλευρο ABΓ∆. ΄Εστω f = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1
η σύνθεση των ανακλάσεων ως προς τις πλευρές, αντίστοιχα, {AB,BΓ,Γ∆,∆A} µε αντίστοιχα µήκη
{a, b, c, d}. ∆είξε ότι η f είναι µία µεταφορά κατά προσανατολισµένο διάστηµα E∆ (Σχήµα 7.11.10-Ι)

µήκους
ac + bd

R
και κλίσης ως προς τη διαγώνιο B∆ : ‘B∆E = π

2
− B̂,

όπου R η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου.
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Σχήµα 7.11.10: Σύνθεση 4 ανακλάσεων Σύνθεση 4 στροφών

Υπόδειξη : Χώρισε τη σύνθεση σε δύο Ϲεύγη f = (f4◦f3)◦(f2◦f1). Οι δύο πρώτες ανακλάσεις g = (f2◦f1)
ορίζουν µία στροφή µε κέντρο το B και γωνία στροφής τη διπλάσια της B̂. Η στροφή αυτή µπορεί να
παρασταθεί και µε το Ϲεύγος ανακλάσεων g = f ′2 ◦ f ′1 , όπου f ′1 η ανάκλαση ως προς την ευθεία BA′ και
f ′2 η ανάκλαση ως προς τη διαγώνιο B∆. Αρκεί προς τούτο η BA′ να σχηµατίζει µε τη B∆ επίσης τη
γωνία B̂. Το άλλο Ϲεύγος h = f4 ◦ f3 παριστάνει επίσης στροφή, που, και αυτή, µπορεί να παρασταθεί
µε το Ϲεύγος ανακλάσεων h = f ′4 ◦ f ′3 , όπου η f ′3 = f ′2 είναι η ανάκλαση ως προς τη ∆B και η f ′4 είναι
η ανάκλαση ως προς ευθεία που σχηµατίζει µε τη B∆ γωνία ίση µε ∆̂. Λόγω της B̂ + ∆̂ = π, οι άξονες
των ανακλάσεων {f ′1 , f ′4} είναι παράλληλοι και η σύνθεση

f = (f4 ◦ f3) ◦ (f2 ◦ f1) = (f ′4 ◦ f ′3 ) ◦ (f ′2 ◦ f ′1 ) = f ′4 ◦ f ′1 ,

είναι η παράλληλος µεταφορά κατά το διπλάσιο της απόστασης αυτών των παραλλήλων. Τα υπόλοιπα
είναι απλοί υπολογισµοί. Αξιοσηµείωτη είναι η συµµετρία της παράστασης µε τα µήκη, που, κατά
Πτολεµαίο, εκφράζεται και µε το γινόµενο των διαγωνίων.

΄Ασκηση 7.11.14 ΄Εστω f = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1 η σύνθεση των στροφών µε κέντρα τις κορυφές, αντίστοιχα,
{A,B,Γ,∆} του τετραπλεύρου ABΓ∆ και γωνίες στροφής τις, ϑετικά προσανατολισµένες, αντίστοιχες
γωνίες του τετραπλεύρου. ∆είξε ότι η f είναι µία µεταφορά κατά το διάστηµα ∆2B2 της πλευράς ∆A. Το
διάστηµα αυτό είναι το διπλάσιο σε µήκος της προβολής ∆1B1 στη ∆A της διαγωνίου ενός τετραπλεύρου
A′B′Γ′∆′ (Σχήµα 7.11.10-ΙΙ). Το τετράπλευρο αυτό είναι εγγράψιµο και σχηµατίζεται από τα σηµεία
τοµής των εσωτερικών διχοτόµων των γωνιών του ABΓ∆.

Υπόδειξη : Η στροφή f1 µε κέντρο το A µπορεί να παρασταθεί ως σύνθεση δύο ανακλάσεων f1 = h1◦g1.
Η g1 είναι η ανάκλαση ως προς τη διχοτόµο AA′ της Â. Η h1 είναι η ανάκλαση ως προς την πλευρά
AB. Παρόµοια, η στροφή f2 µε κέντρο το B µπορεί να παρασταθεί ως σύνθεση f2 = h2 ◦ g2, όπου
g2 = h1 είναι, πάλι, η ανάκλαση ως προς την πλευρά AB και h2 είναι η ανάκλαση ως προς τη διχοτόµο
BΓ′ της B̂. Τότε η σύνθεση των δύο στροφών

f2 ◦ f1 = (h2 ◦ g2) ◦ (h1 ◦ g1) = h2 ◦ g1,

είναι η σύνθεση των ανακλάσεων ως προς τις δύο διαδοχικές πλευρές {A′∆′,∆′Γ′} του τετραπλεύρου
A′B′Γ′∆′. Παρόµοιος συλλογισµός δείχνει ότι οι σύνθεση των στροφών µε κέντρα Γ και ∆ ταυτίζεται
µε τη σύνθεση των ανακλάσεων ως προς τις B′Γ′ και Γ′∆′. Εφάρµοσε την προηγούµενη άσκηση στο
εγγράψιµο τετράπλευρο A′B′Γ′∆′.
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΄Ασκηση 7.11.15 ∆είξε ότι ένα κυρτό τετράπλευρο ABΓ∆ είναι περιγράψιµο σε κύκλο τότε και µόνον,
όταν η σύνθεση f = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1 των όµοια προσανατολισµένων στροφών που ορίζονται από τις γωνίες
του παριστάνει τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό.
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Σχήµα 7.11.11: Πλακοστρώσεις µε πλακάκια τύπου pn

΄Ασκηση 7.11.16 Το πλακάκι τύπου pn ορίζεται από ένα κανονικό n−γωνο q. Για άρτιο n ϑεωρούµε
το συµµετρικό q′ του q ως προς τη δεύτερη µεγαλύτερη διαγώνιό του AB και αφαιρούµε από το q το
κοινό µε το q′ κοµµάτι. Αυτό που αποµένει είναι το pn, όπως το p8 στο σχήµα 7.11.11-Ι. Για περιττό n
κάνουµε την ίδια διαδικασία ως προς µία µέγιστη διαγώνιο AB, από την οποία προκύπτει το pn, όπως
το p15 στο σχήµα 7.11.11-ΙΙ. ∆είξε ότι, αυτά τα µη-κυρτά πλακάκια πλακοστρώνουν το επίπεδο κατά
κυκλικές Ϲώνες, όπως το p8 στο σχήµα 7.11.11-Ι και το p15 στο σχήµα 7.11.11-ΙΙΙ. Υπολόγισε πόσα
πλακάκια περιέχονται σε κάθε κυκλική Ϲώνη.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

Ευθείες και επίπεδα στο χώρο

8.1 Αξιώµατα για το χώρο

Το µάτι της κατανόησης είναι σαν το πραγµατικό µάτι. ∆ιότι, όπως µπορείς να
διακρίνεις µεγάλα αντικείµενα µέσα από χαραµάδες, έτσι µπορείς να διακρίνεις
και µεγάλα αξιώµατα της ϕύσης µέσα σε µικρά και ασήµαντα περιστατικά.

Francis Bacon, Sylva Sylvarum

Για τη µελέτη σχηµάτων του χώρου χρειαζόµαστε την αόριστη έννοια του επιπέδου και µερικά συ-
µπληρωµατικά αξιώµατα αυτών που γνωρίσαµε στα προηγούµενα κεφάλαια. Αξιώµατα που περιγρά-
ϕουν τις ϐασικές ιδιότητες των επιπέδων αλλά και ιδιότητες των ευθειών του χώρου.

Αξίωµα 8.1.1 Τρία σηµεία µη κείµενα επ᾿ ευθείας ορίζουν ένα ακριβώς επίπεδο. Κάθε επίπεδο ε
περιέχει άπειρα σηµεία και υπάρχουν επίσης άπειρα σηµεία µη περιεχόµενα στο επίπεδο ε.

Αξίωµα 8.1.2 Αν µία ευθεία έχει δύο κοινά σηµεία µε ένα επίπεδο ε, τότε περιέχεται στο επίπεδο ε.

Αξίωµα 8.1.3 Αν δύο επίπεδα έχουν ένα κοινό σηµείο, τότε έχουν και ολόκληρη ευθεία κοινή.

Αξίωµα 8.1.4 Κάθε επίπεδο ε χωρίζει το χώρο σε δύο µέρη που δεν έχουν κοινά σηµεία και ονοµάζονται
ηµίχωροι. ΄Ενα ευθύγραµµο τµήµα που έχει τα άκρα του σε διαφορετικούς ηµίχωρους τέµνει το επίπεδο
σε ένα ακριβώς σηµείο. ΄Ενα ευθύγραµµο τµήµα, που έχει και τα δύο άκρα του στον ίδιο ηµίχωρο, δεν
τέµνει το επίπεδο.

Τα επίπεδα παίζουν στο χώρο το ϱόλο που παίζουν οι ευθείες στο επίπεδο. Στην επιπεδοµετρία
αποµονώνουµε ένα από τα επίπεδα του χώρου και εξετάζουµε τα σχήµατα που ορίζονται µέσα σε αυτό
το επίπεδο. Στη στερεοµετρία εξετάζουµε σχήµατα, όπως λ.χ. τον κύβο, που εκτείνονται στο χώρο
και δεν µπορούν να περιορισθούν σε κάποιο επίπεδο.

Θεώρηµα 8.1.1 Αν δύο διαφορετικά επίπεδα τέµνονται, τότε η τοµή τους συµπίπτει µε µία ευθεία.

Απόδειξη : Κατά το τελευταίο αξίωµα, η τοµή τους ϑα περιλαµβάνει τουλάχιστον µία ευθεία AB (Σχήµα
8.1.1). ∆εν µπορεί όµως να περιλαµβάνει σηµεία εκτός της AB. Τούτο διότι δύο σηµεία της ευθείας
λ.χ. τα A, B και ένα σηµείο X εκτός αυτής ορίζουν ένα ακριβώς επίπεδο. ΄Αρα αν το X ανήκε και στα
δύο επίπεδα τότε αυτά, κατά το πρώτο αξίωµα, ϑα έπρεπε να ταυτίζονται, αντίθετα µε την υπόθεση,
ο.ε.δ.
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Σχήµα 8.1.1: Τεµνόµενα επίπεδα

Θεώρηµα 8.1.2 ∆ύο διαφορετικές τεµνόµενες ευθείες ορίζουν ένα και µοναδικό επίπεδο που τις περιέ-
χει.

Oα
β

ε X
Y

Σχήµα 8.1.2: Επίπεδο δύο τεµνοµένων ευθειών

Απόδειξη : Θεώρησε το σηµείο τοµής O δύο ευθειών α και &. Πάρε και δύο σηµεία {X, Y }, το πρώτο
στην α και το δεύτερο στη &. Κατά το πρώτο αξίωµα, ορίζεται ένα ακριβώς επίπεδο ε περιέχον τα τρία
σηµεία {O,X, Y }. Κατά το δεύτερο αξίωµα το επίπεδο ϑα περιέχει και τις δύο ευθείες, ο.ε.δ.

Πρόταση 8.1.1 Μία ευθεία ε και σηµείο X εκτός αυτής ορίζουν ένα ακριβώς επίπεδο που τα περιέχει.

α

ε

Α
Β

Χ

Σχήµα 8.1.3: Επίπεδο ευθείας και σηµείου

Απόδειξη : Θεώρησε δύο σηµεία A και B της ε. Το επίπεδο α, που περιέχει τα τρία σηµεία A, B και X ,
περιέχει και όλη την ευθεία ε (Αξίωµα 8.1.2). Κάθε επίπεδο που περιέχει την ε και το X ϑα περιέχει
και τα A, B και X , άρα ϑα ταυτίζεται µε το α (Αξίωµα 8.1.1), ο.ε.δ.

Πρόταση 8.1.2 Αν δύο διαφορετικές ευθείες ε και ζ περιέχονται σε επίπεδο, τότε το επίπεδο αυτό είναι
το µοναδικό που περιέχει και τις δύο.

Απόδειξη : Πάρε δύο σηµεία {A, B} της ε και ένα X της ζ και εφάρµοσε την πρόταση 8.1.1, ο.ε.δ.

Παράλληλα επίπεδα ονοµάζονται δύο επίπεδα που δεν τέµνονται. Μία ευθεία λέγεται παράλ-
ληλη προς το επίπεδο όταν δεν το τέµνει. ΄Ενα επίπεδο λέγεται παράλληλο προς ευθεία όταν δεν

α

β

Σχήµα 8.1.4: Παράλληλα επίπεδα

την τέµνει. ∆ύο ευθείες λέγονται παράλληλες (στο χώρο) όταν (1) περιέχονται σε ένα επίπεδο α και
(2) είναι παράλληλες ευθείες αυτού του επιπέδου. Ασύµβατες ευθείες λέγονται δύο ευθείες α και &
που δεν περιέχονται, και οι δύο, σε κάποιο επίπεδο.

Ξεκαθαρίζω πρώτα ένα λεπτό σηµείο που αφορά δύο ευθείες παράλληλες στο χώρο, διότι ο ορι-
σµός των παραλλήλων του χώρου και του επιπέδου έχουν µία µικρή διαφορά. Ενώ στο επίπεδο δύο
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α

β

Σχήµα 8.1.5: Ασύµβατες ευθείες

παράλληλες ορίζονται ως δύο µη-τεµνόµενες ευθείες, στο χώρο αυτή η ιδιότητα δεν αρκεί, όπως ϕαί-
νεται µε δύο ασύµβατες ευθείες, οι οποίες ναι µεν δεν τέµνονται, δεν είναι όµως και παράλληλες. Οι
παράλληλες στο χώρο περιέχονται εξ υποθέσεως στο ίδιο επίπεδο και ο ορισµός τους, ως παραλλήλων
του χώρου, ανάγεται στον ορισµό, ως παραλλήλων του επιπέδου που τις περιέχει.

Θεώρηµα 8.1.3 Από σηµείο A, εκτός ευθείας ε, άγεται µία και µόνον ευθεία ζ παράλληλος της ε.

α ε
ζΑ

Σχήµα 8.1.6: Μοναδικότητα παραλλήλου στο χώρο

Απόδειξη : Στο επίπεδο α, που ορίζεται από την ευθεία ε και το σηµείο A, ϑεώρησε τη µοναδική
παράλληλο ζ προς την ε (Αξίωµα παραλληλίας 1.15.1). Κάθε άλλο επίπεδο που περιέχει την ε και το
A ϑα ταυτίζεται µε το α. Συνεπώς, η παράλληλος από το A προς την ε ϑα είναι µοναδική, ο.ε.δ.

Πόρισµα 8.1.1 Για κάθε σηµείο X εκτός ευθείας ε το επίπεδο που περιέχει το X και την ε περιέχει και
την παράλληλο ζ της ε από το X.

ζ
ε

Α

α

Β

Χ

Σχήµα 8.1.7: Επίπεδο δύο παραλλήλων ευθειών

Απόδειξη : Θεώρησε το µοναδικό επίπεδο α που περιέχει την ε και το X . Σε αυτό το επίπεδο ορίζεται
η παράλληλος ζ της ε από το X . Κάθε επίπεδο που περιέχει την ε και το X ϑα ταυτίζεται µε το α και
η παράλληλος της ε από το X ϑα ταυτίζεται µε την ζ , ο.ε.δ.

Πρόταση 8.1.3 Αν ευθεία ε δεν είναι παράλληλη προς το επίπεδο α και δεν περιέχεται σε αυτό, τότε
το τέµνει σε ένα ακριβώς σηµείο.

α

ε

X

Σχήµα 8.1.8: Ευθεία τέµνουσα επίπεδο

Απόδειξη : Προφανώς πρέπει η ε να τέµνει το α. ∆ιαφορετικά ϑα ήταν παράλληλη προς αυτό. Επίσης
αν το έτεµνε σε περισσότερα από ένα σηµεία τότε, κατά το δεύτερο αξίωµα, ϑα περιεχόταν στο α,
αντίθετα µε την υπόθεση. ΄Αρα η ε τέµνει το α σε ένα ακριβώς σηµείο, ο.ε.δ.
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΄Ασκηση 8.8.14 Εάν οι προβολές ορισµένων σηµείων σε επίπεδο ε περιέχονται σε ευθεία του ε, τότε τα
σηµεία αυτά περιέχονται σε επίπεδο ζ .

΄Ασκηση 8.8.15 ∆είξε ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων P, που ισαπέχουν από τις πλευρές γωνίας‘XOY, είναι το επίπεδο ζ που ορίζεται από τη διχοτόµο της γωνίας και την ευθεία ε την κάθετο στο επίπεδο
της γωνίας στο σηµείο O.

Υε
O

Ρ
ζ

A

B

Χ
Σ

Σχήµα 8.8.1: Επίπεδο ίσων αποστάσεων από πλευρές γωνίας

Υπόδειξη : Αν P σηµείο του ζ , Σ η προβολή του στο ε και A, B οι προβολές στις OX , OY αντίστοιχα.
Τότε το Σ είναι επί της διχοτόµου της ‘OXY και τα ορθογώνια τρίγωνα PΣA και PΣB είναι ίσα. Επίσης,
από το Θεώρηµα τριών καθέτων 8.5.3, έπεται ότι οι PA και PB είναι αντίστοιχα κάθετες στις OX και
OY , άρα το P είναι σηµείο του γεωµετρικού τόπου. Αντίστροφα, αν το P είναι σηµείο του τόπου, έστω
PA και PB οι ίσες κάθετες αντίστοιχα στις OX και OY . Και πάλι τα ορθογώνια τρίγωνα PΣA και PΣB
είναι ίσα και από το ϑεώρηµα τριών καθέτων οι ΣA και ΣB είναι κάθετες αντίστοιχα στις OX και OY ,
άρα το Σ είναι επί της διχοτόµου της ‘XOY .

΄Ασκηση 8.8.16 ∆είξε ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων P για τα οποία οι ευθείες OP σχηµατίζουν
ίσες γωνίες µε τις πλευρές γωνίας ‘XOY , είναι το επίπεδο ζ που ορίζεται από τη διχοτόµο της γωνίας και
την ευθεία την κάθετο στο επίπεδό της ε στο σηµείο O (Σχήµα 8.8.1).

΄Ασκηση 8.8.17 ∆είξε ότι, αν το επίπεδο ε διέρχεται από µία διαγώνιο παραλληλογράµµου, τότε οι
αποστάσεις από το ε των άκρων της άλλης διαγωνίου είναι ίσες.

΄Ασκηση 8.8.18 ∆ίδεται επίπεδο ε και ευθεία αυτού η. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων X
του χώρου, τα οποία απέχουν σταθερή απόσταση d από την η και απόσταση d′ από το ε. Για ποια d, d′
δεν υπάρχει λύση;

ε
Γ

Β
Α

Δ

η
Α

Γ
Β

Δ
α

γβ

ε

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 8.8.2: Μεταβολή γωνίας Σταθερός διπλός λόγος

΄Ασκηση 8.8.19 ∆ίδεται επίπεδο ε και ευθεία η, κάθετη στο επίπεδο στην κορυφή A ισοσκελούς τριγώ-

νου ABΓ του επιπέδου (Σχήµα 8.8.2-Ι). ∆είξε ότι, για κάθε σηµείο ∆ � A της ευθείας η, η γωνία ‘BAΓ
είναι µεγαλύτερη της‘B∆Γ.
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΄Ασκηση 8.8.20 Τα τρία επίπεδα{α, &, γ} είναι σταθερά και διέρχονται από την ίδια ευθεία ε (αντίστοιχα,
είναι παράλληλα). Η µεταβλητή ευθεία η τέµνει αυτά τα επίπεδα αντίστοιχα στα σηµεία {A, B,Γ}. Βρες
το γεωµετρικό τόπο των σηµείων ∆ της ευθείας η, που ορίζουν ένα σταθερό διπλό λόγο k = (ABΓ∆)
(Σχήµα 8.8.2-ΙΙ).

΄Ασκηση 8.8.21 ∆ίδονται τρεις ευθείες α, & και γ, που είναι ανά δύο ασύµβατες. Κατασκεύασε ευθεία
δ, παράλληλο της γ και τέµνουσα τις α και &.

Υπόδειξη : Από σηµείο A της α ϕέρε παράλληλο γ′ της γ και όρισε το επίπεδο ε1 = αγ′ που τις
περιέχει. Ανάλογα, από σηµείο B της & ϕέρε παράλληλο γ′′ της γ και όρισε το επίπεδο ε2 = &γ′′ που
τις περιέχει. Η τοµή των επιπέδων ε1, ε2 είναι η Ϲητούµενη ευθεία.

α

γ
β

Β Α

Β'

Α'

δΒ1 Α1

Γ

ε

(Ι)

ε

Β1

Α1

Β α
β

Α

Α'

Β'δ

x

η

B''

(II)

Σχήµα 8.8.3: Κατασκευή τµήµατος δοθέντος µήκους

΄Ασκηση 8.8.22 ∆ίδονται δύο ασύµβατες ευθείες α και & και επίπεδο ε που τέµνει και τις δύο. Κατα-
σκεύασε ευθύγραµµο τµήµα AB µε τα άκρα του αντίστοιχα στις α και &, το οποίο να είναι παράλληλο
προς το ε και να έχει δοθέν µήκος δ.

Υπόδειξη : Τα επίπεδα εα, ε&, που περιέχουν αντίστοιχα τις α, & και είναι κάθετα στο ε, τέµνονται, εν
γένει, κατά ευθεία γ κάθετη στο ε (Σχήµα 8.8.3). Το τρίγωνο ABΓ που προκύπτει από τις τοµές των α,
&, γ µε επίπεδο παράλληλο προς το ε, µπορεί να υπολογισθεί, συναρτήσει της απόστασης x = |A′Γ|,
έτσι ώστε |AB| = δ (Σχήµα 8.8.3-Ι). Εξέτασε και την περίπτωση που τα εα, ε& είναι παράλληλα. Σε
αυτή την περίπτωση το ε µπορεί να ϑεωρηθεί ότι περιέχει το ευθύγραµµο τµήµα A′B′ της ελάχιστης
απόστασης η των δύο ασυµβάτων (Σχήµα 8.8.3-ΙΙ). Το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε διαγώνιο
A1B1 που ορίζεται από τις προβολές των {A, B} στο ε κατασκευάζεται από τα δεδοµένα. Κατόπιν και
το τρίγωνο A′AB′′ των προβολών πάνω στο εα κατασκευάζεται, διότι έχει γωνίες και την πλευρά AB′′
που προσδιορίζονται από τα δεδοµένα.

΄Ασκηση 8.8.23 Για δύο διαφορετικά σηµεία {A, B} του χώρου, ϑεωρούµε όλες τις ευθείες/επίπεδα α
διά του A και σε κάθε τέτοια ευθεία/επίπεδο την προβολή Bα του B. ∆είξε ότι όλα αυτά τα σηµεία {Bα}
έχουν την ίδια απόσταση r = |AB|/2 από το µέσον M του AB.

΄Ασκηση 8.8.24 Τα επίπεδα {α, &}, που τέµνονται κατά την ευθεία ε, περιέχουν αντίστοιχα τα σηµεία
{A,B}. ∆είξε ότι η ευθεία AB σχηµατίζει µε τα δύο επίπεδα ίσες γωνίες, τότε και µόνον, όταν τα σηµεία
ευρίσκονται σε ίση απόσταση από την ευθεία ε.

Υπόδειξη : Πρόβαλλε το A στην ευθεία ε στο σηµείο A′ και στο επίπεδο & στο σηµείο A′′ και αντίστοιχα
το B στα {B′, B′′} των {ε, α}. Η ισότητα των γωνιών της AB µε τα επίπεδα ισοδυναµεί µε την ισότητα
των ορθογωνίων τριγώνων {A′′BA,B′′AB}. Αυτή ισοδυναµεί µε την ισότητα των {|AA′′ |, |BB′′|} που, µε
τη σειρά της, ισοδυναµεί µε την ισότητα των τριγώνων {AA′A′′, BB′B′′}.
΄Ασκηση 8.8.25 ∆είξε ότι τα µεσοκάθετα επίπεδα των πλευρών ενός στρεβλού τετραπλεύρου διέρχο-
νται, και τα τέσσερα, από ένα κοινό σηµείο.

΄Ασκηση 8.8.26 ∆είξε ότι αν δύο απέναντι πλευρές στρεβλού τετραπλεύρου είναι ίσες, τότε οι προβολές
τους στην ευθεία που ενώνει τα µέσα των δύο άλλων πλευρών είναι επίσης ίσες ([Καν70, σ. 45]).
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Στερεά

9.1 ∆ίεδρες γωνίες

∆εν ϐλέπεις, ϕίλε, τον καιρόν, το πως ουδέν αφήνει
στέρεον τι να στέκεται, µα ᾿δω κ᾿ εκεί το κλίνει,
και οι χρόνοι πως µας ϕεύγουσι και πως κυλούν κ᾿ υπάσι,
και πάσα µέρα δε ϑωρείς τον κόσµον πως αλλάσσει;

Μαρίνος Φαλιέρος, Ρίµα παρηγορητική

∆ύο επίπεδα α και &, που τέµνονται, χωρίζουν το χώρο σε τέσσερα µέρη, που λέγονται τεταρτηµόρια

α

β

Χ

Υ

(1)(2)

(3) (4)
X

Y

α

β
(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 9.1.1: Τεταρτηµόρια ∆ίεδρος γωνία

(Σχήµα 9.1.1-Ι). Ορίζουν επίσης σχήµατα ανάλογα των γωνιών που ορίζουν δύο τεµνόµενες ευθείες
του επιπέδου. Κάθε Ϲεύγος ηµιεπιπέδων, που είναι τµήµατα διαφορετικών επιπέδων, ορίζει µία κυρτή
δίεδρο γωνία (Σχήµα 9.1.1-ΙΙ). Η ευθεία XY τοµής των επιπέδων α και & λέγεται ακµή της διέδρου.
Τα ηµιεπίπεδα (αλλά και τα επίπεδα) που ορίζουν τη δίεδρο λέγονται έδρες της διέδρου γωνίας.

Στην έννοια της διέδρου αντιστοιχεί αυτή της γωνίας του επιπέδου. Αυτό τονίζεται και µε τον
επόµενο ορισµό, που δίδει τον τρόπο που µετράµε το µέγεθος µιας διέδρου.

Το µέτρο διέδρου γωνίας ορίζεται µέσω επιπέδου καθέτου στην ακµή της. Το επίπεδο αυτό
τέµνει τις έδρες κατά ευθείες {OA, OB} και ως µέτρο της διέδρου ορίζουµε αυτό της γωνίας ‘AOB
(Σχήµα 9.1.2-Ι). ΄Ετσι η κυρτή δίεδρος αντιστοιχεί στην κυρτή γωνία ‘AOB µέτρου µικρότερου του π
(σε ακτίνια) και η µη-κυρτή δίεδρος αντιστοιχεί στη µη-κυρτή γωνία ‘AOB µέτρου µεγαλύτερου του π.

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι το µέτρο της διέδρου δεν εξαρτάται από τη ϑέση του O στην ακµή XY
αυτής. Αν ϕέρουµε το κάθετο στην XY επίπεδο σε ένα άλλο σηµείο O′ της ακµής, τότε η αντίστοιχη
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Σχήµα 9.1.2: Μέτρο διέδρου ‘AOB < ÷A′OB′
γωνία που ϑα σχηµατισθεί ÷A′O′B′ ϑα έχει τις πλευρές της παράλληλες και οµόρροπες προς αυτές της‘AOB. Συνεπώς, οι δύο γωνίες ϑα είναι ίσες (Θεώρηµα 8.3.1).

Θεώρηµα 9.1.1 Το µέτρο ‘AOB µιας διέδρου γωνίας είναι µικρότερο από κάθε γωνία÷A′OB′, που σχη-
µατίζεται τέµνοντας τη δίεδρο µε επίπεδο που δεν είναι κάθετο στην ακµή της (Σχήµα 9.1.2-ΙΙ).

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι ταυτόσηµη µε αυτήν της άσκησης 8.6.2, ο.ε.δ.

∆ύο δίεδρες γωνίες τις λέµε ίσες όταν έχουν το ίδιο µέτρο. Γενικότερα, µεταφέροντας τις έννοιες
των επιπέδων γωνιών στις διέδρους µιλάµε για ορθή δίεδρο, αµβλεία δίεδρο, οξεία δίεδρο, συ-
µπληρωµατική δίεδρο, παραπληρωµατική δίεδρο, κατά κορυφήν δίεδρο κ.λπ. Ισχύουν επίσης
ιδιότητες ανάλογες µε αυτές των γωνιών. Αρκεί να ανατρέξουµε στις ιδιότητες των γωνιών και να
αντικαταστήσουµε σε αυτές τη ϕράση πλευρά γωνίας µε τη ϕράση έδρα διέδρου. Η επόµενη πρόταση
δίδει ένα παράδειγµα αυτών των αναλογιών.
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Σχήµα 9.1.3: ΄Ισες δίεδρες γωνίες

Πρόταση 9.1.1 ∆ίεδρες γωνίες των οποίων οι αντίστοιχες έδρες είναι παράλληλα επίπεδα είναι ίσες ή
παραπληρωµατικές.

Απόδειξη : ΄Εστω ότι οι έδρες α′, &′ της µιας διέδρου είναι παράλληλα επίπεδα αντίστοιχα προς τις
έδρες α, & της άλλης (Σχήµα 9.1.3). Τότε οι ακµές τους είναι παράλληλες. Αυτό συνάγεται προε-
κτείνοντας µία έδρα λ.χ. τη &′ έως ότου τµήσει την α κατά ευθεία ε. Κατά την Πρόταση 8.2.3 η ε
και η XY ϑα είναι παράλληλες ως αποτεµνόµενες από τα παράλληλα επίπεδα & και &′ µέσω του α.
Παρόµοια και οι ε και X ′Y ′ ϑα είναι παράλληλες ως αποτεµνόµενες από τα παράλληλα επίπεδα α
και α′ µέσω του &′. Συνεπώς, οι ακµές XY και X ′Y ′ ϑα είναι παράλληλες ευθείες. Εποµένως, ένα
επίπεδο γ κάθετο στην ακµή XY που ορίζει τη γωνία ‘AOB της µιας διέδρου ϑα είναι και κάθετο στην
ακµή X ′Y ′ της άλλης διέδρου (Πρόταση 8.5.2) και ϑα ορίζει τη γωνία ÷A′O′B′ της άλλης διέδρου.
Λόγω της παραλληλίας των επιπέδων οι γωνίες ‘AOB και ÷A′O′B′ ϑα έχουν πλευρές παράλληλες, άρα
ϑα είναι ίσες ή παραπληρωµατικές (Πόρισµα 1.15.11), ο.ε.δ.

∆ύο επίπεδα που σχηµατίζουν µία ορθή δίεδρο τα λέµε κάθετα επίπεδα.

Θεώρηµα 9.1.2 Αν µία ευθεία AB είναι κάθετος στο επίπεδο α, τότε κάθε άλλο επίπεδο & που περιέχει
την AB ϑα είναι κάθετο στο επίπεδο α.
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X Y
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Σχήµα 9.1.4: Κάθετα επίπεδα

Απόδειξη : Η AB (µε B στο α) είναι κάθετος σε κάθε ευθεία του α διερχόµενη από το B (Θεώρηµα
8.5.1), άρα ϑα είναι κάθετος και στην BΓ που είναι ορθογώνια προς την τοµή XY των επιπέδων και
περιέχεται στο α (Σχήµα 9.1.4). Αυτό δείχνει ότι η γωνία της διέδρου των α και & είναι ορθή, ο.ε.δ.

Πρόταση 9.1.2 Για δύο επίπεδα α και &, τεµνόµενα κατά την ευθεία XY , τα σηµεία του χώρου Γ που
ισαπέχουν από τα επίπεδα ευρίσκονται επί δύο καθέτων επιπέδων {γ, δ}, διερχοµένων διά της XY και
σχηµατιζόντων ίσες δίεδρες µε τα α και &.

β
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B

Γ

O

X

Y

Σχήµα 9.1.5: ∆ιχοτόµο επίπεδο διέδρου

Απόδειξη : ΄Εστω σηµείο Γ ισαπέχον από τα επίπεδα α και &. Φέρε τις κάθετες ΓA και ΓB σε αυτά. Το
επίπεδο ABΓ είναι κάθετο στην XY , διότι η XY , ως ευθεία του επιπέδου &, είναι κάθετη στη BΓ και
ως ευθεία του επιπέδου α, είναι κάθετη στην AΓ. ΄Επεται ότι η γωνία ‘AOB, όπου O το σηµείο τοµής
της XY µε το επίπεδο ABΓ , είναι η γωνία της διέδρου των α και &, που περιέχει το Γ. Επίσης, τα
ορθογώνια τρίγωνα OΓA και OΓB είναι ίσα, ως έχοντα την υποτείνουσα OΓ κοινή και τις καθέτους
ΓA και ΓB ίσες εξ υποθέσεως. Συνάγεται ότι το επίπεδο γ, που περιέχει το Γ και την ευθεία XY ,
σχηµατίζει ίσες γωνίες µε τα επίπεδα α και &. Ανάλογα δείχνουµε ότι, αν το Γ είναι σε ένα από τα
άλλα τεταρτηµόρια που ορίζουν τα δύο επίπεδα, τότε περιέχεται είτε στο γ είτε στο επίπεδο δ που
σχηµατίζει ορθή γωνία µε το γ (διχοτοµεί την εξωτερική δίεδρο), ο.ε.δ.

Στην προηγούµενη πρόταση ϐλέπουµε πάλι µια ιδιότητα γωνιών του επιπέδου (Πόρισµα 1.15.17)
να µεταφέρεται στις δίεδρες γωνίες. Τα επίπεδα που ορίζονται από την προηγούµενη πρόταση λέγο-
νται διχοτοµούντα επίπεδα της διέδρου.

΄Ασκηση 9.1.1 Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων X του χώρου που απέχουν δοθείσα από-
σταση δ από τις έδρες µιας διέδρου γωνίας.

Θεώρηµα 9.1.3 Μία ευθεία α, που δεν περιέχεται και δεν είναι κάθετος στο επίπεδο ε, περιέχεται σε
ένα ακριβώς επίπεδο ζ κάθετο στο ε.

Απόδειξη : Φέρε από τυχόν σηµείο X της α την κάθετο XY στο ε (Σχήµα 9.1.6). Το επίπεδο ζ που
περιέχει την α και την XY είναι κάθετο στο ε (Πρόταση 9.1.2). Κάθε άλλο επίπεδο ζ ′ που περιέχει
την α και είναι κάθετο στο ε, ϑα τέµνει το ε κατά ευθεία &. Φέρε από το X την κάθετο XY ′ στη &
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Χ

ΥO β

ζ

Σχήµα 9.1.6: Επίπεδο διερχόµενο από ευθεία κάθετο σε άλλο

στο επίπεδο ζ ′. Η XY ′ ϑα είναι και κάθετος στο ε διότι εκτός της ευθείας & ϑα είναι και κάθετος
σε µία ορθογώνιά της και περιεχόµενη στο ε, λόγω της υποθέσεως ότι τα ζ ′ και ε τέµνονται κάθετα.
Συνεπώς, η XY ′ ϑα συµπίπτει µε την προηγούµενη XY και το ζ ′ ϑα περιέχει την α και την XY , άρα
ϑα ταυτίζεται µε το ζ , ο.ε.δ.

Η ευθεία & που ορίζεται από την προηγούµενη πρόταση, ως τοµή του µοναδικού επιπέδου ζ που
περιέχει την ευθεία α και τέµνει κάθετα το επίπεδο ε, λέγεται προβολή της ευθείας α στο επίπεδο ε.

Πρόταση 9.1.3 Οι προβολές α′, &′ δύο παραλλήλων ευθειών α και & στο επίπεδο ε ή ταυτίζονται ή
είναι δύο σηµεία ή είναι παράλληλες ευθείες του ε.

α β

α'
β'

ε

X

Χ'

Y

Y'

Σχήµα 9.1.7: Προβολή παραλλήλων σε παράλληλες

Απόδειξη : Αν οι α, & είναι κάθετες στο ε, τότε οι προβολές τους είναι δύο σηµεία : τα σηµεία στα
οποία αυτές τέµνουν το ε. Αν το ε είναι κάθετο στο επίπεδό τους, αλλά όχι κάθετο στις α, & τότε
οι ευθείες προβάλλονται στην ίδια ευθεία του ε. Στην περίπτωση που δεν συµβαίνουν τα παραπάνω
(Σχήµα 9.1.7), παίρνοντας ένα σηµείο X στην α και ένα Y στη & και προβάλλοντάς τα στο ε, ορίζουµε
τα κάθετα στο ε επίπεδα που περιέχουν τις προβολές α′ και &′ των δύο ευθειών. Τα δύο αυτά επίπεδα,
ως περιέχοντα δύο Ϲεύγη παραλλήλων ευθειών είναι παράλληλα (Πρόταση 8.2.2) άρα οι α′, &′ κατά
τις οποίες τέµνουν το ε ϑα είναι παράλληλες (Πρόταση 8.2.3), ο.ε.δ.

Πόρισµα 9.1.1 Η προβολή ενός παραλληλογράµµου του επιπέδου ε σε ένα άλλο επίπεδο ζ , που δεν
είναι κάθετο στο ε, είναι ένα παραλληλόγραµµο.
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Σχήµα 9.1.8: Προβολή ίσων τριγώνων σε ίσα τρίγωνα
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Πόρισµα 9.1.2 ∆ύο τρίγωνα ABΓ και ∆EZ περιεχόµενα σε επίπεδο α που είναι ίσα και µε παράλληλες
πλευρές προβάλλονται σε επίπεδο &, µη-κάθετο στο α, σε δύο τρίγωναA′B′Γ′ και∆′E′Z ′ που είναι επίσης
ίσα και µε παράλληλες πλευρές.

Απόδειξη : Προκύπτει από το προηγούµενο πόρισµα αφού το παραλληλόγραµµο λ.χ. BΓZE (Σχήµα
9.1.8), που ορίζεται από δύο ίσες και παράλληλες πλευρές των τριγώνων στο α, ϑα προβάλλεται σε
παραλληλόγραµµο B′Γ′Z ′E′, ορίζοντας ίσες και παράλληλες πλευρές B′Γ′ και E′Z ′, ο.ε.δ.

Πόρισµα 9.1.3 ∆ύο πολύγωνα ABΓ∆E..., ΠPΣT..., περιεχόµενα σε επίπεδο α που είναι ίσα και µε
παράλληλες πλευρές προβάλλονται σε επίπεδο &, µη-κάθετο στο α, σε δύο πολύγωνα A′B′Γ′∆′E′...,
Π ′P ′Σ′T ′..., που είναι επίσης ίσα και µε παράλληλες πλευρές.

Απόδειξη : Προκύπτει από το προηγούµενο πόρισµα διαιρώντας τα δύο πολύγωνα σε τρίγωνα και
προβάλλοντας, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 9.1.2 ∆είξε ότι η προβολή M ′ του µέσου M ευθυγράµµου τµήµατος AB σε επίπεδο ε είναι το
µέσον του ευθυγράµµου τµήµατος A′B′, όπου A′ και B′ οι προβολές των A και B στο επίπεδο.

΄Ασκηση 9.1.3 Εάν A′B′Γ′ είναι η προβολή τριγώνου ABΓ στο επίπεδο ε, δείξε ότι η προβολή του
κέντρου ϐάρους του ABΓ είναι το κέντρο ϐάρους του A′B′Γ′.

΄Ασκηση 9.1.4 Εάν η ευθεία ε δεν είναι ορθογώνια στο επίπεδο α και ω είναι µια γωνία 0 < ω < π/2,
δείξε ότι υπάρχουν δύο επίπεδα περιέχοντα την ε και σχηµατίζοντα µε το α δίεδρες γωνίες ίσες µε ω.
Κατασκεύασε αυτά τα επίπεδα και τη διχοτόµο της διέδρου που σχηµατίζουν.

9.2 Τρίεδρες γωνίες

Πάσαι όσαι µεγάλαι των τεχνών, προσδέονται
αδολεσχίας και µετεωρολογίας ϕύσεως.

Πλάτων, Φαίδρος 54

Τρεις ηµιευθείες OA, OB, OΓ, διερχόµενες από κοινό σηµείο O και µη περιεχόµενες σε ένα επίπεδο,
ορίζουν ανά δύο, επίπεδα και δηµιουργούν στερεό σχήµα, που χωρίζει το χώρο σε δύο µέρη. Από τα

α

A
O γ

Γ

β

B

γ

α

β

Σχήµα 9.2.1: Τρίεδρος γωνία

δύο αυτά µέρη το ένα είναι κυρτό (δηλαδή για δύο σηµεία X , Y περιεχόµενα σε αυτό το µέρος και
ολόκληρο το τµήµα XY περιέχεται στο ίδιο µέρος) και το άλλο είναι µη-κυρτό.

Επιλέγοντας ένα εξ αυτών των µερών, συνήθως το κυρτό, ορίζεται µια τρίεδρος γωνία (Σχήµα
9.2.1). Το µέρος του χώρου που επιλέγεται λέγεται εσωτερικό της τριέδρου. Οι ηµιευθείες που
ορίζουν την τρίεδρο λέγονται ακµές της τριέδρου και οι γωνίες α = ‘BOΓ, & = ‘ΓOA, γ = ‘AOB που
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σχηµατίζονται µεταξύ αυτών λέγονται έδρες της τριέδρου. Συχνά ονοµάζουµε έδρες και τα επίπεδα
στα οποία περιέχονται αυτές οι γωνίες.

Οι δίεδρες γωνίες µε ακµές τις ευθείες OA,OB και OΓ, λέγονται δίεδρες της τριέδρου και
συµβολίζονται αντίστοιχα µε Â, B̂, Γ̂. Συχνά µε το ίδιο γράµµα συµβολίζουµε και το µέτρο της
γωνίας. ΄Ετσι στις διάφορες προτάσεις παρακάτω τα α, & και γ µπορεί να συµβολίζουν τις έδρες ή
και τα µέτρα των εδρών της τριέδρου. Ανάλογα τα Â, B̂, Γ̂ µπορεί να συµβολίζουν τις δίεδρες ή και
τα µέτρα αυτών, που λαµβάνονται µετρώντας τις γωνίες που αποτέµνουν οι δίεδρες αυτές σε επίπεδα
κάθετα στις ακµές τους. ∆ύο τρίεδρες÷OABΓ και ÿ�O′A′B′Γ′ λέγονται ίσες όταν έχουν αντίστοιχες έδρες
ίσες και αντίστοιχες δίεδρες επίσης ίσες.

Θεώρηµα 9.2.1 Σε κάθε τρίεδρο÷OABΓ το άθροισµα δύο εδρών της είναι µεγαλύτερο της τρίτης.
O

A

B

Γ
Δ

α

β

γ

ω

Χ

Υ

Z

Σχήµα 9.2.2: Ανισότητες εδρών

Απόδειξη : Υπόθεσε ότι η & = ‘XOZ είναι η µεγαλύτερη από τις τρεις έδρες α = ‘YOZ , & = ‘XOZ ,
γ =‘ZOX . Θα δείξουµε ότι & < α + γ. Πάρε τα σηµεία B και Γ επί των ακµών OY και OZ αυθαίρετα.
Κατόπιν σχηµάτισε στο επίπεδο XOZ το τρίγωνο ∆OΓ έτσι ώστε να είναι ίσο µε το BOΓ και προέκτεινε
τη ∆Γ µέχρι το σηµείο τοµής της A µε την τρίτη ακµή. Από τον τρόπο που ορίστηκαν τα τρίγωνα ABO
και A∆O έχουν την AO κοινή και τις BO και ∆O ίσες. Επίσης από την τριγωνική ανισότητα έχουµε

|AΓ| = |A∆| + |∆Γ| < |AB| + |BΓ|.
΄Οµως |∆Γ| = |BΓ| ⇒ |A∆| < |AB|. Από το Πόρισµα 1.10.10 η γωνία

ω =‘AO∆ < ‘AOB ⇔‘AOΓ −‘BOΓ < ‘AOB, ο.ε.δ.

Θεώρηµα 9.2.2 Σε κάθε τρίεδρο÷OABΓ το άθροισµα των εδρών της είναι µικρότερο του 2π.

Απόδειξη : Θεώρησε τυχόντα σηµεία A, B και Γ επί των ακµών αντίστοιχα OX , OY και OZ της τριέδρου
(σχήµα 9.2.2). Σχηµατίζονται άλλες τρεις τρίεδροι µε κορυφές στα σηµεία A, B και Γ. Εφαρµόζοντας
την προηγούµενη πρόταση στις τρεις αυτές τριέδρους έχουµε

α + & + γ = (π −‘OBΓ −‘OΓB) + (π −‘OAΓ −‘OΓA) + (π −‘OAB −‘OBA)

= 3π − (‘OBΓ +‘OBA) − (‘OΓB +‘OΓA) − (‘OAΓ +‘OAB)

< 3π − (‘ABΓ +‘BΓA +‘ΓAB) = 3π − π = 2π, ο.ε.δ.

Παίρνοντας ίσα ευθύγραµµα τµήµατα |OA| = |OB| = |OΓ| = δ επί των ακµών OX , OY , OZ της τριέ-
δρου, αντίστοιχα, σχηµατίζουµε ένα τρίγωνο ABΓ , το οποίο, µαζί µε το µήκος δ, περιγράφει πλήρως
την τρίεδρο και µάλιστα µε τη ϐοήθεια ενός επιπέδου σχήµατος που λέγεται ανάπτυγµα τριέδρου.
Το σχήµα αυτό προκύπτει κόβοντας την τρίεδρο κατά µήκος των ακµών της και περιστρέφοντας τα
ισοσκελή τρίγωνα περί τις ϐάσεις τους, που είναι οι πλευρές του τριγώνου ABΓ , έως ότου τα επίπεδά
των ισοσκελών συµπέσουν µε αυτό του ABΓ . Το σχήµα (9.2.3) που προκύπτει µπορεί να χρησι-
µοποιηθεί και για την κατασκευή τριέδρου από χαρτί. Αρκεί να περιστρέψουµε, αντίστροφα προς
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Σχήµα 9.2.3: Ανάπτυγµα τριέδρου

την προηγούµενη ϕορά, τα ισοσκελή τρίγωνα περί τις ϐάσεις τους, έως ότου οι τρεις κορυφές τους
συµπέσουν στο ίδιο σηµείο του χώρου O, που ορίζει τότε την κορυφή της τριέδρου. Οι επόµενες δύο
προτάσεις δείχνουν ότι οι ανισότητες των δύο προηγουµένων προτάσεων είναι και ικανές συνθήκες
που εξασφαλίζουν ότι µια τέτοια διαδικασία οδηγεί πάντοτε σε τρίεδρο.

Λήµµα 9.2.1 ∆οθέντων τριών ισοσκελών τριγώνων µε ίσα σκέλη, των οποίων οι κορυφές λαµβανόµενες
ανά δύο έχουν άθροισµα γωνιών µεγαλύτερο της τρίτης, µπορούµε να κατασκευάσουµε τρίγωνο, του
οποίου οι πλευρές να συµπίπτουν µε τις ϐάσεις των ισοσκελών.

Απόδειξη : ΄Εστω ότι τα τρία τρίγωνα µε ίσα σκέλη είναι τα OBΓ, ΠΓA και PA′B′. Τοποθετούµε δύο εξ
αυτών λ.χ. τα δύο πρώτα έτσι ώστε οι γωνίες στις κορυφές τους να γίνουν εφεξής. Από την τριγωνική

O=ΠΡ

B Γ

A
A'

B'

Σχήµα 9.2.4: Τριεδρική ανισότητα

ανισότητα έχουµε ότι
|BΓ| + |ΓA| > |BA|.

Τα τρίγωνα PA′B′ και OAB είναι ισοσκελή µε το ίδιο µήκος σκέλους και εξ υποθέσεως έχουµε ότι οι
γωνίες τους ικανοποιούν την ’A′PB′ < ‘BOA.
Από το Θεώρηµα 1.10.4 συνάγεται ότι |A′B′| < |AB| < |BΓ|+ |ΓA|, συνεπώς, ικανοποιείται η τριγωνική
ανισότητα και κατασκευάζεται τρίγωνο µε πλευρές τις ϐάσεις των ισοσκελών (Θεώρηµα 2.4.1), ο.ε.δ.

Θεώρηµα 9.2.3 Για κάθε τριάδα γωνιών α, & και γ µε α + &+ γ < 2π και τέτοια ώστε η µεγαλύτερη εξ
αυτών να είναι µικρότερη του αθροίσµατος των δύο άλλων, υπάρχει τρίεδρος µε έδρες τις τρεις αυτές
γωνίες.

Απόδειξη : Κατασκεύασε ισοσκελή τρίγωνα µε γωνία στην κορυφή αντίστοιχα α, & και γ και τα σκέλη
τους όλα ίσα µε αυθαίρετο ϑετικό αριθµό δ. Οι υποθέσεις για τις γωνίες συνεπάγονται, κατά το
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Σχήµα 9.18.15: Προβολή σε ισόπλευρο Προβολή σε δύο ισόπλευρα

προβάλλονται αντίστοιχα στις κορυφές {∆, E} του ισοπλεύρου Γ∆E. Προκύπτουν οι σχέσεις :

z2 = |BΓ|2 = x2 + y2, |BE|2 = z2 − d2, |A∆|2 = x2 − d2 ⇒ 4(x2 − d2)(y2 − d2) = d4,

b = |BE| = (2a2 + d2)/(2a), όπου a = |A∆|.

΄Ασκηση 9.18.38 Ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ, µε τα άκρα της υποτείνουσας {A, B} σε δύο τεµνόµενα
επίπεδα {α, &}, προβάλλεται κάθετα σε αυτά τα επίπεδα και οι προβολές είναι ισόπλευρα τρίγωνα µε
πλευρές µήκους d. Να ϐρεθούν οι διαστάσεις του ορθογωνίου.

Υπόδειξη : Εάν {I, H} είναι αντίστοιχα οι προβολές των {A,B} στα επίπεδα (Σχήµα 9.18.15-ΙΙ), τότε
τα ορθογώνια τρίγωνα {ABI, ABH}, ϑα έχουν κατά την υπόθεση, κοινή υποτείνουσα και τις καθέτους
|IB| = |HA| = d. ΄Αρα ϑα είναι ίσα. Εφαρµόζοντας κατόπιν την προηγούµενη άσκηση, ϐλέπουµε ότι
για b = |AI | = |BH | και τα a = |Γ∆| = |ΓE|. Συνάγεται ότι και τα ορθογώνια τρίγωνα {Γ∆B,ΓEA}
είναι ίσα, άρα το ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ είναι ισοσκελές. Για τον υπολογισµό του |AB| αρκεί να
εφαρµόσουµε τη σχέση των καθέτων πλευρών της προηγούµενης άσκησης για x = y.
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Σχήµα 9.18.16: Σταθερό άθροισµα αποστάσεων του X από τις έδρες

΄Ασκηση 9.18.39 ∆είξε ότι το άθροισµα των αποστάσεων σηµείου X του εσωτερικού κανονικού τετραέ-
δρου ABΓ∆, από τις έδρες του είναι σταθερό και ίσο µε το ύψος του τετραέδρου.

Υπόδειξη : Αν {XA′, XB′, XΓ′, X∆′} οι κάθετες από το X στις έδρες (Σχήµα 9.18.16), τότε το µήκος
|XA′| δεν αλλάζει όταν το X κινείται στο επίπεδο B1Γ1∆1 το παράλληλο του BΓ∆, το διερχόµενο δια
του X . Παρόµοια το µήκος |X∆′| δεν αλλάζει όταν το X κινείται στο επίπεδο A2B2Γ2 το παράλληλο
του ABΓ και διερχόµενο δια του X .
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Εµβαδά στο χώρο, όγκοι

10.1 Εµβαδά στο χώρο

Για να γράψει το σηµαντικό ϐιβλίο, το µόνο αληθινό, ένας καλός
συγγραφέας, δεν χρειάζεται να το επινοήσει, αφού ήδη υπάρχει
µέσα στον καθένα από ᾿µας, αλλά να το µεταφράσει.

Marcel Proust, Σε αναζήτηση του χαµένου χρόνου

Το εµβαδόν πολυεδρικών επιφανειών στηρίζεται στους ορισµούς και τις ιδιότητες του εµβαδού επι-
πέδων σχηµάτων. ΄Ετσι το εµβαδόν της επιφάνειας του ορθογωνίου παραλληλογράµµου µε πλευρές
µήκους α, & και γ είναι 2(α&+&γ+γα), το εµβαδόν της επιφανείας του κύβου πλευράς δ είναι 6δ2 και
ανάλογα υπολογίζονται τα εµβαδά όλων των πολυέδρων προσθέτοντας τα εµβαδά των εδρών που τα
αποτελούν. Το εµβαδόν των πολυέδρων λοιπόν δεν παρουσιάζει δυσκολίες και, εποµένως, ϑεωρητικό
ενδιαφέρον (δες ωστόσο τις ασκήσεις παρακάτω).

Εκεί που παρουσιάζονται δυσκολίες είναι στα εµβαδά καµπύλων επιφανειών, όπως ο κύλινδρος,
ο κώνος, η σφαίρα, καθώς και τµηµάτων αυτών των επιφανειών. Ο ορισµός του εµβαδού αυτών των
επιφανειών ή/και τµηµάτων τους µε έναν γενικό τρόπο, παρόµοια µε τον ορισµό µήκους γενικών
καµπυλών είναι αντικείµενο της ∆ιαφορικής γεωµετρίας (εµβαδόν χωρίων επιφανείας [dC76, σ. 114],
στοιχείο όγκου υποπολλαπλότητας [Σπί94β, σελ. 130]) και ξεπερνά τα πλαίσια αυτού του µαθήµατος.

Αποδεικνύεται ωστόσο ότι το εµβαδόν του κώνου, του κυλίνδρου και της σφαίρας µπορεί να ορισθεί
ως όριο εµβαδών πολυέδρων εγγεγραµµένων σε αυτές τις επιφάνειες. Η διαδικασία είναι, στην ουσία,
η ίδια µε αυτήν που χρησιµοποιήσαµε για τον ορισµό του µήκους και του εµβαδού του κύκλου § 6.5.

Το εµβαδόν κώνου ορίζεται ως το όριο των εµβαδών κανονικών πυραµίδων εγγεγραµµένων στον
κώνο. Παρόµοια το εµβαδόν του κυλίνδρου ορίζεται ως όριο κανονικών πρισµάτων εγγεγραµµένων
στον κύλινδρο. Σε αυτά τα δύο σχήµατα το εµβαδόν των ϐάσεων είναι αυτό του κύκλου. Εποµένως,
το ενδιαφέρον εστιάζεται στον υπολογισµό του εµβαδού της παράπλευρης επιφάνειας.

Ως παράπλευρο εµβαδόν του κυλίνδρου ϑεωρούµε το όριο των παράπλευρων εµβαδών των κανο-
νικών πρισµάτων των εγγεγραµµένων στον κύλινδρο καθώς αυξάνουµε τον αριθµό των πλευρών τους
(Σχήµα 10.1.0). Ας συµβολίζουµε πάλι µε Π1, Π2, Π3, ... τα κανονικά πολύγωνα που χρησιµοποιή-
σαµε και στην § 6.2. Αρχίζουν από το τετράγωνο (Π1) εγγεγραµµένο στον κύκλο κ και καθένα από τα
επόµενα είναι επίσης εγγεγραµµένο στον κ και έχει διπλάσιο πλήθος πλευρών από το προηγούµενο.
Εάν pν συµβολίζει την περίµετρο του Πν τότε το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του κανονικού
πρίσµατος µε ϐάση το Πν είναι

υ · pν,
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όπου υ το ύψος του πρίσµατος. Από το Λήµµα 6.2.2 προκύπτει ότι η ακολουθία

υ · p1, υ · p2, υ · p3, ...

είναι αύξουσα. Και από το Λήµµα 6.2.3 προκύπτει ότι η ακολουθία είναι και ϕραγµένη, άρα κατά
το Αξίωµα 6.1.1 η ακολουθία ϑα συγκλίνει. Το όριο ακριβώς αυτής της ακολουθίας ονοµάζουµε
παράπλευρο εµβαδόν του κυλίνδρου. Προκύπτει λοιπόν από τα προηγούµενα (Πόρισµα 6.3.1) η
επόµενη πρόταση.

A

B Γ

ΔEZ

υ

ε

Σχήµα 10.1.1: Εµβαδόν παράπλευρης επιφάνειας κυλίνδρου

Θεώρηµα 10.1.1 Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας κυλίνδρου είναι ίσο µε

ϸ = 2π · ρ · υ,
όπου ρ η ακτίνα της ϐάσης του κυλίνδρου και υ το ύψος του.

Ο υπολογισµός του παράπλευρου εµβαδού του κώνου γίνεται µε ανάλογο τρόπο. Ως παράπλευρο

O

ΧA

B Γ

Δ
E

Σχήµα 10.1.2: Εµβαδόν παράπλευρης επιφάνειας κώνου

εµβαδόν του κώνου ϑεωρούµε το όριο των παράπλευρων εµβαδών των κανονικών πυραµίδων των
εγγεγραµµένων στον κώνο καθώς αυξάνουµε τον αριθµό των πλευρών τους. Με τους προηγούµενους
συµβολισµούς το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του κανονικού κώνου µε ϐάση το Πν είναι

1
2
· υν · pν,

όπου υν το ύψος της τριγωνικής έδρας του πρίσµατος (όχι το ύψος του κώνου, ούτε η γενέτειρα,
αλλά το µήκος του τµήµατος όπως το OE στο σχήµα-10.1.2). Και πάλι διαπιστώνουµε εύκολα ότι η
ακολουθία

1
2
· υ1 · p1,

1
2
· υ2 · p2,

1
2
· υ3 · p3, ...

είναι αύξουσα και ϕραγµένη από τον αριθµό

1
2
· υ · (2πρ),
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όπου υ = |OX | το µήκος της γενέτειρας του κώνου και ρ η ακτίνα του κύκλου της ϐάσης του. Και πάλι
κατά το Αξίωµα 6.1.1 η ακολουθία ϑα συγκλίνει. Το όριο ακριβώς αυτής της ακολουθίας ονοµάζουµε
παράπλευρο εµβαδόν του κώνου.

Θεώρηµα 10.1.2 Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας κώνου είναι ίσο µε

ϸ = π · υ · ρ,

όπου ρ η ακτίνα της ϐάσης του κώνου και υ το µήκος της γενέτειράς του.

Απόδειξη : Σκιαγραφώ την απόδειξη γιατί δεν ϑέλω να µπω στις λεπτοµέρειες για τα όρια. ∆είχνουµε
λοιπόν πρώτα ότι η ακολουθία

υ1, υ2, υ3, ...

είναι αύξουσα και ϕραγµένη άρα συγκλίνει και µάλιστα προς το υ = |OX |. Για τις περιµέτρους pν
γνωρίζουµε ήδη ότι συγκλίνουν στο 2πρ. Για την ολοκλήρωση της απόδειξης χρειάζεται και ο κανόνας
για τα όρια, σύµφωνα µε τον οποίο το όριο του γινοµένου ακολουθιών που συγκλίνουν είναι το γινόµενο
των ορίων. Κατ᾿ αυτόν λοιπόν τον κανόνα το όριο της ακολουθίας (υν)(pν) ϑα είναι το υ · (2πρ) απ᾿
όπου προκύπτει και ο τύπος του εµβαδού, ο.ε.δ.

κ

Λ λ

K

μ
η

O

Χ

Σχήµα 10.1.3: Εµβαδόν παράπλευρης επιφάνειας κόλουρου κώνου

Ο υπολογισµός του εµβαδού της παράπλευρης επιφάνειας κόλουρου κώνου ανάγεται στον αντίστοιχο
υπολογισµό για κώνους. Η παράπλευρη επιφάνεια του κόλουρου κώνου µπορεί να ϑεωρηθεί ως η
διαφορά της παράπλευρης του κώνου ως προς τη µεγάλη ϐάση (κύκλος κ στο σχήµα-10.1.3) µείον
την παράπλευρη του κώνου ως προς τη µικρή ϐάση (κύκλος λ στο σχήµα-10.1.3). Εφαρµόζοντας τον
τύπο έχουµε, συνεπώς, ότι το εµβαδόν δίδεται από τον τύπο

ϸ = π(υ2ρ2 − υ1ρ1),

όπου ρ1, ρ2, υ1, υ2 είναι τα µήκη γενέτειρας και ακτίνας ϐάσης των δύο κώνων των οποίων η διαφορά
είναι ο κόλουρος κώνος.

υ1 υ2

ρ1

ρ2

υ

δ

Σχήµα 10.1.4: Τοµή κόλουρου κώνου
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Θέτοντας υ = υ2 − υ1, δ = ρ2 − ρ1 και αντικαθιστώντας στον τύπο έχουµε ότι

υ2ρ2 − υ1ρ1 = (υ1 + υ)(ρ1 + δ) − υ1ρ1

= υρ1 + υ1δ + υδ

= υρ1 +

(
υ
ρ1

δ

)
δ + υδ

= υ(ρ1 + ρ1 + δ)

= υ(ρ1 + ρ2).

Η αντικατάσταση στη µεσαία ισότητα προκύπτει από την οµοιότητα των αντιστοίχων ορθογωνίων τρι-
γώνων. Το ηµιάθροισµα ρ = 1

2 (ρ1 + ρ2) είναι η ακτίνα της µεσαίας τοµής του κόλουρου κώνου και
έτσι έχουµε την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 10.1.1 Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του κόλουρου κώνου δίδεται από τον τύπο

ϸ = 2π · ρ · υ,
όπου ρ η ακτίνα της µεσαίας τοµής του και υ το µήκος της γενέτειράς του.

Πόρισµα 10.1.1 Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας κυλίνδρου, κώνου καθώς και κόλουρου
κώνου δίδεται από τον τύπο

ϸ = 2πρυ,

όπου υ το µήκος της γενέτειρας και ρ η ακτίνα της µεσαίας τοµής του στερεού.

υ

ρ
υ

ρ

υ

ρ

Σχήµα 10.1.5: Εµβαδόν παράπλευρης επιφάνειας, ενιαίος τύπος

Απόδειξη : Το πόρισµα απλά ενοποιεί τα επιµέρους αποτελέσµατα των τριών προηγουµένων προτάσεων
ϐάσει της παρατήρησης ότι για τον κώνο η µεσαία τοµή είναι ο κύκλος µε ακτίνα το µισό της ακτίνας
της ϐάσης, ενώ στον κύλινδρο η µεσαία τοµή είναι κύκλος ίσος µε αυτόν της ϐάσης, ο.ε.δ.

M

A

B

κ ρ O

Σχήµα 10.1.6: Εµβαδόν παράπλευρης ανεξάρτητο της κλίσης του AB

Σχόλιο-1 Ο τελευταίος τύπος δείχνει ότι το ευθύγραµµο τµήµα AB περιστρεφόµενο περί το µέσον του
M παράγει παράπλευρη επιφάνεια κόλουρου κώνου µε το ίδιο εµβαδόν, ανεξάρτητα της κλίσης του
προς το επίπεδο του κύκλου περιστροφής κ (σχήµα-10.1.6). ΄Οταν το AB είναι κάθετο στο επίπεδο του
κ τότε η παράπλευρη επιφάνεια είναι αυτή ενός κυλίνδρου. ΄Οταν το AB είναι στο επίπεδο του κ και
µικρότερο από την ακτίνα του κ, τότε παράγεται ένας επίπεδος κυκλικός δακτύλιος (σχήµα-10.1.7).
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O
ρ

κ A
B

ε

M

Σχήµα 10.1.7: ∆ακτύλιος όταν το AB περιέχεται στο ε

Πόρισµα 10.1.2 Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας κυλίνδρου, κώνου καθώς και κόλουρου
κώνου δίδεται από τον τύπο

ϸ = 2πση,

όπου σ το µήκος του καθέτου τµήµατος στο µέσον της γενέτειρας µέχρι τον άξονα και η το ύψος του
στερεού.

σ

η

σ σ

ηη

Σχήµα 10.1.8: Εµβαδόν παράπλευρης επιφάνειας, ενιαίος τύπος ΙΙ

Απόδειξη : Απόδειξη διά του σχήµατος. Στην περίπτωση του κυλίνδρου το πόρισµα ταυτίζεται µε
το προηγούµενο. Στις περιπτώσεις του κώνου και του κόλουρου κώνου, από την οµοιότητα των

υ

ρ

η

σ

υ

ρ

η

σ

Σχήµα 10.1.9: Εµβαδόν παράπλευρης επιφάνειας, ενιαίος εναλλακτικός τύπος

ορθογωνίων τριγώνων µε πλευρές (ρ, σ) και (η, υ) αντίστοιχα προκύπτει
ρ

σ
=
η

υ
⇒ ρυ = ση.

Αντικαθιστώντας το ρυ στον τύπο του προηγούµενου πορίσµατος αποδεικνύουµε το Ϲητούµενο, ο.ε.δ.

Σχόλιο-2 Αν χρησιµοποιήσουµε τα περί αναπτύγµατος που αναφέρθηκαν στις § 9.9, § 9.8 και ειδικά
το ότι η διαδικασία του αναπτύγµατος διατηρεί µήκη και εµβαδά, οι τύποι, που αποδείχθηκαν εδώ
µε τη χρήση ορίων, ανάγονται απ᾿ αυτήν τη σκοπιά σε απλούς υπολογισµούς επιπέδων εµβαδών. Το
επόµενο σχήµα δείχνει τα αναπτύγµατα κώνου, κυλίνδρου και κόλουρου κώνου και τα εµβαδά τους.
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υ
υ

2πρ=|AB|

υ

A BX
X

A B
A B

2πρ=|AΧB| 2πρ=|AΧB|

Σχήµα 10.1.10: Εµβαδόν µέσω αναπτύγµατος

Και στις τρεις περιπτώσεις το υ είναι το µήκος της γενέτειρας και το ρ είναι η ακτίνα της µέσης
τοµής και ευρίσκεται από την αντίστοιχη ισότητα που αναγράφεται. Σε αυτήν το δεξί µέλος είναι,
στις περιπτώσεις του κώνου και του κόλουρου κώνου, το µήκος τόξου AXB και στην περίπτωση του
κυλίνδρου το µήκος του ευθυγράµµου τµήµατος AB.

΄Ασκηση 10.1.1 ∆είξε ότι από τα παραλληλεπίπεδα που εγγράφονται σε δεδοµένο κύλινδρο αυτό µε
ϐάση το τετράγωνο έχει τη µέγιστη δυνατή παράπλευρη επιφάνεια.

Υπόδειξη : Χρησιµοποίησε την ΄Ασκηση 2.13.8.

σ

ρ

η
ρ

Α

ΒΓ Α
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Σχήµα 10.1.11: Εγγεγραµµένος κύλινδρος µεγίστου παράπλευρου εµβαδού

΄Ασκηση 10.1.2 Βρες τον κύλινδρο µε τη µεγίστου εµβαδού παράπλευρη επιφάνεια που εγγράφεται
σε µία σφαίρα.

Υπόδειξη : Το σ · η2 µεγιστοποιείται όταν σ = η
2 (Σχήµα 10.1.11).

΄Ασκηση 10.1.3 ∆είξε ότι δοθέντων δύο επιπέδων α και & και τριγώνου ABΓ του επιπέδου α, έτσι ώστε
η πλευρά του BΓ να είναι επί της τοµής των α και &, το εµβαδόν της προβολής A′BΓ του ABΓ στο &
είναι

ϸ(A′BΓ ) = συν(ω)ϸ(ABΓ ),

όπου ω η γωνία των επιπέδων α και & (Σχήµα 10.1.12-Ι).

΄Ασκηση 10.1.4 ∆είξε ότι ο προηγούµενος τύπος ισχύει και όταν το τρίγωνο ABΓ έχει την πλευρά του
BΓ παράλληλο προς την τοµή των α και &.

Υπόδειξη : Εφάρµοσε το Πόρισµα 9.1.2 και µετάφερε το ABΓ στο επίπεδο α παράλληλα εαυτώ έτσι
ώστε η ακµή του BΓ να συµπέσει µε την τοµή των α, &.

΄Ασκηση 10.1.5 ∆είξε ότι ο προηγούµενος τύπος ισχύει για κάθε τρίγωνο ABΓ του επιπέδου α και την
προβολή του A′B′Γ′ σε επίπεδο &. ∆ηλαδή

ϸ(A′B′Γ ′) = συν(ω)ϸ(ABΓ ),

όπου ω η γωνία των επιπέδων α και & (Σχήµα 10.1.12-ΙΙ).
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Σχήµα 10.1.12: Προβολή τριγώνου σε άλλο επίπεδο

Υπόδειξη : Από µία κορυφή του ABΓ λ.χ. την A ϕέρε παράλληλο A∆ προς την τοµή των α και
&. Εφάρµοσε την προηγούµενη άσκηση στα δύο τρίγωνα AB∆ και AΓ∆ και πρόσθεσε ή αφαίρεσε,
ανάλογα µε το αν το ∆ είναι µέσα ή έξω από το BΓ.

΄Ασκηση 10.1.6 ∆είξε ότι για κάθε κυρτό πολύγωνο ABΓ∆... του επιπέδου α και την προβολή του
A′B′Γ′∆′... στο επίπεδο & ισχύει η σχέση µεταξύ των εµβαδών τους :

ϸ(A′B′Γ ′∆′...) = συν(ω)ϸ(ABΓ∆...),

όπου ω η γωνία των επιπέδων α και &.

Υπόδειξη : Φέρε από µία κορυφή του ABΓ∆... τις διαγώνιες και διαίρεσέ το σε τρίγωνα. Κατόπιν
εφάρµοσε την προηγούµενη άσκηση και πρόσθεσε.

10.2 Εµβαδόν της σφαίρας

Το πρώτο ήταν να µην παραδέχοµαι ποτέ τίποτα
για αληθινό, αν δεν το ξέρω ολοφάνερα αληθινό.

Καρτέσιος, Λόγος περί Μεθόδου, ϐ΄ µέρος

Το εµβαδόν της σφαίρας υπολογίζεται µέσω των εµβαδών στερεών που προκύπτουν από εγγεγραµµένα
κανονικά πολύγωνα. Θεωρούµε ότι η σφαίρα παράγεται από την περιστροφή ενός κύκλου κ περί
διάµετρο AE αυτού. Μια προσέγγιση της σφαίρας παράγεται από περιστροφή κανονικού πολυγώνου
εγγεγραµµένου στον κύκλο κ. Ας συµβολίζουµε πάλι µε Π1, Π2, Π3, ... τα κανονικά πολύγωνα
που χρησιµοποιήσαµε και στην § 6.2. Αρχίζουν από το τετράγωνο (Π1) εγγεγραµµένο στον κύκλο κ
και καθένα από τα επόµενα είναι επίσης εγγεγραµµένο στον κ και έχει διπλάσιο πλήθος πλευρών
από το προηγούµενο, ενώ όλα έχουν κοινή τη διαγώνιο AE που είναι και διάµετρος του κύκλου κ.
Κατά την περιστροφή ενός τέτοιου πολυγώνου περί τη διάµετρο AE παράγεται µία επιφάνεια που
αποτελείται από κώνους και κόλουρους κώνους. Η παράπλευρη επιφάνεια αυτών των κώνων και
κόλουρων κώνων υπολογίσθηκε στην προηγούµενη παράγραφο και σύµφωνα µε τους τύπους που
αποδείχθηκαν(Πόρισµα 10.1.2) δίδει µια συνολική επιφάνεια, που στην περίπτωση του οκταγώνου
(Π2 κατά τους συµβολισµούς µας, σχήµα-10.2.1) είναι

ϸ2 = (2π · η2) · (|AK | + |KΛ| + |ΛM | + |ME|) = (2π · η2) · |AE| = (2π · η2)(2ρ)
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Σχήµα 10.11.8: Τετράεδρο εντός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου

΄Ασκηση 10.11.14 Το τετράεδρο AΓKΛ έχει δύο απέναντι ακµές επί των διαγωνίων δύο απέναντι
εδρών του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου ABΓ∆EZHΘ (Σχήµα 10.11.8). Η µία ακµή του ταυτίζεται µε
τη διαγώνιο AΓ και η άλλη, µήκους δ, περιέχεται στη διαγώνιο HE και είναι συµµετρική ως προς το
κέντρο M της HE. Υπολόγισε τον όγκο του τετραέδρου συναρτήσει των µηκών των ακµών α, &, γ του
παραλληλεπιπέδου, καθώς και του µήκους δ.

ε3

ε1

ε2

Σχήµα 10.11.9: ΄Ογκος κυρτού πολυέδρου µε δύο παράλληλες έδρες (πρισµατοειδές)

΄Ασκηση 10.11.15 ∆είξε ότι ο όγκος κυρτού πολυέδρου, του οποίου οι κορυφές περιέχονται σε δύο
παράλληλα επίπεδα σε απόσταση υ (συχνά ένα τέτοιο αναφέρεται ως πρισµατοειδές) ισούται µε

o =
υ

6
(ε1 + ε2 + 4ε3),

όπου ε1 και ε2 το εµβαδόν των παραλλήλων εδρών του και ε3 το εµβαδόν της µέσης τοµής του της
παράλληλης προς τα επίπεδα (Σχήµα 10.11.9).

Υπόδειξη : ([Sha86, σ.9]) ∆είξε πρώτα ότι ο τύπος ισχύει για τετράεδρα. Κατόπιν διαίρεσε το πολύεδρο
σε τετράεδρα και πρόσθεσε τους όγκους.

΄Ασκηση 10.11.16 ∆ίδεται ευθεία ε εκτός της σφαίρας Σ. Να αχθούν επίπεδα η1, η2,..., ην διερχόµενα
διά της ε, τα οποία τέµνουν τη σφαίρα σε ν + 1 µέρη που έχουν τον ίδιο όγκο.

΄Ασκηση 10.11.17 ∆είξε ότι το εµβαδόν ε ενός σφαιρικού ισοπλεύρου τριγώνου σφαίρας ακτίνας ρ και
η γωνία του α συνδέονται µε τον τύπο

α =
ϸ

3ρ2 +
π

3
.

Κατασκεύασε ισόπλευρο σφαιρικό τρίγωνο µε γωνίες 90◦. (∆ες και την ΄Ασκηση 9.14.4)

Ο επόµενος πίνακας καταγράφει το λόγο του εµβαδού της επιφάνειας ϸ(Σ)/a2, καθώς και το λόγο
του όγκου o(Σ)/a3, αντίστοιχα, προς το τετράγωνο/κύβο της ακµής του πλατωνικού σώµατος.

΄Ασκηση 10.11.18 ∆είξε την ισχύ των στοιχείων των τριών πρώτων γραµµών του επόµενου πίνακα.
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Πλατωνικό σώµα Σ ϸ(Σ)/a2 o(Σ)/a3

Τετράεδρο
√

3 1
12

√
2

Κύβος 6 1
Οκτάεδρο 2

√
3 1

3

√
3

∆ωδεκάεδρο 3
√

25 + 10
√

5 1
4 (15 + 7

√
5)

Εικοσάεδρο 5
√

3 5
12 (3 +

√
5)

΄Ασκηση 10.11.19 ∆ύο σφαίρες διαφορετικών ακτίνων {σ1(r1), σ2(r2)} εφάπτονται εξωτερικά και ο κώ-
νος κ εφάπτεται και των δύο. Υπολόγισε τον όγκο της εξωτερικής περιοχής των σφαιρών και εσωτερικής
του κώνου που περιλαµβάνεται µεταξύ των κύκλων επαφής των σφαιρών και του κώνου συναρτήσει των

σ1 σ2κ

(I)

α

Ο
β

ε

(II)

Σχήµα 10.11.10: Μεταξύ δύο σφαιρών Πλάγια τοµή κυλίνδρου

ακτίνων {r1, r2} (Σχήµα 10.11.10-Ι).

΄Ασκηση 10.11.20 Το ανάλογο µε το προηγούµενο πρόβληµα για σφαίρες διαφορετικών ακτίνων
{σ1(r1), σ2(r2)} µε r1 + r2 < d (d η απόσταση των κέντρων) και τον εφαπτόµενο και στις δύο κώνο
κ. Υπολόγισε τον όγκο της εξωτερικής περιοχής των σφαιρών και εσωτερικής του κώνου, περιεχόµενης
µεταξύ των κύκλων επαφής των σφαιρών και του κώνου, συναρτήσει των {r1, r2, d}.

΄Ασκηση 10.11.21 Ορθή κυκλική κυλινδρική επιφάνεια ακτίνας r τέµνεται µε επίπεδο ε ορθογώνιο
στον άξονά της καθώς και µε επίπεδο ε′ πλάγιο προς τον άξονα. Προκύπτει το στερεό Σ που περιορίζεται
από την κυλινδρική επιφάνεια και τα δύο επίπεδα, του οποίου έστω & το µεγαλύτερο µήκος γενέτειρας
και α το µικρότερο (Σχήµα 10.11.10-ΙΙ). Βρες µια µέθοδο υπολογισµού της παράπλευρης επιφάνειας
του στερεού, καθώς και του όγκου του, συναρτήσει των {r, α, &}. ∆είξε ότι αυτά τα δύο µεγέθη δεν
µεταβάλλονται όταν τα {α, &} αλλάζουν, έτσι ώστε το άθροισµά τους να παραµένει σταθερό.

x

y
A

B Γ

Δ

E

Z

H

Θ

I A

B

Γ

ΔE

Ζ

Η

Θ

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 10.11.11: Πενταγωνική τοµή κύβου ∆ίεδρη γωνία
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΄Ασκηση 10.11.22 ∆ίδεται κύβος µε ϐάση ABΓ∆ (Σχήµα 10.11.11-Ι). Στην κάθετη ακµή από το Γ
παίρνουµε ευθύγραµµο τµήµα ΓΘ µήκους x. Από το σηµείο H της καθέτου ακµής στο B και σε απόσταση
|BH | = y ϕέρνουµε την παράλληλο HI της διαγωνίου B∆. Το επίπεδοΘHI τέµνει τον κύβο, για ορισµένες
τιµές των x, y, κατά πεντάγωνο. ∆οθέντος του x να ϐρεθεί για ποιες τιµές του y συµβαίνει αυτό. Επίσης
να υπολογισθεί το εµβαδόν του προκύπτοντος πενταγώνου, καθώς και οι όγκοι των τµηµάτων του κύβου
που ορίζονται από αυτό.

Υπόδειξη : ΄Ενας τρόπος είναι µέσω της ΄Ασκησης 10.1.6

΄Ασκηση 10.11.23 Σε κύβο ABΓ∆EZHΘ ϕέρε τις διαγώνιες {AΓ, BZ} (Σχήµα 10.11.11-ΙΙ). ∆είξε ότι η
δίεδρος γωνία µεταξύ των επιπέδων {BZΓ, ZHΓ} είναι 60◦.

Υπόδειξη : Τα τετράεδρα {BΓZH, ABΓZ } είναι συµµετρικά ως προς το επίπεδο BΓZ και τα τετράεδρα
{ABΓZ, AΓ∆Z } είναι συµµετρικά ως προς το επίπεδο AΓZ .

΄Ασκηση 10.11.24 Το επίπεδο ε διέρχεται από τα µέσα {M, N} των απέναντι ακµών τετραέδρου ABΓ∆.
∆είξε ότι τα σηµεία τοµής {I, K} που ορίζονται στις άλλες δύο ακµές, αντίστοιχα, {AΓ, B∆} τις χωρίζουν
σε µέρη ανάλογα : KB

K∆ =
IΓ
IA .

Α

Β

Γ

Δ

Ν

Κ

Μ

Ι

Ο

Σχήµα 10.11.12: Τοµή τριέδρου µε επίπεδο δια των µέσων απέναντι ακµών

Υπόδειξη : Θεώρησε το σηµείο τοµής O του επιπέδου τοµής µε τη ∆Γ και εφάρµοσε το ϑεώρηµα του
Μενέλαου (1) στο τρίγωνο A∆Γ µε τέµνουσα την ON και (2) στο τρίγωνο ∆BΓ µε τέµνουσα την OM
(Σχήµα 10.11.12). Συνάγεται ότι

KB

K∆
· O∆
OΓ
· MΓ
MB

= 1 =
IΓ

IA
· O∆
OΓ
· NA
N∆

,

και η σχέση προκύπτει απλοποιώντας.

΄Ασκηση 10.11.25 Σε συνέχεια της προηγούµενης άσκησης, δείξε ότι, ένα επίπεδο ε, που διέρχεται από
τα µέσα {M, N} των απέναντι ακµών τετραέδρου ABΓ∆, το χωρίζει σε δύο στερεά {σ1, σ2} ίσων όγκων.
Υπόδειξη : Το κάθε ένα από τα δύο στερεά {σ1, σ2} είναι ένωση µιας τετραγωνικής πυραµίδας τi
και ενός τετραέδρου δi . Το σ1 αποτελείται από τα {τ1 = ∆MINK, δ1 = ∆MΓI} και το σ2 από τα
{τ2 = AKMIN, δ2 = KBMA}. Οι πυραµίδες {τ1, τ2} έχουν τον ίδιο όγκο, διότι έχουν την ίδια ϐάση
και το ίδιο ύψος.

Τα τετράεδρα {δ1, δ2} έχουν επίσης ίσους όγκους. Τούτο προκύπτει συγκρίνοντάς τα πρώτα προς
τον όγκο του µισού τετραέδρου o = o(∆ABM) = o(∆MΓA).

o(δ1)
o
=
ϸ(∆IΓ)
ϸ(∆ΓA)

=
|IΓ|
|AΓ| ,

o(δ2)
o
=
ϸ(BMK)
ϸ(BM∆)

=
|BK |
|B∆| .

Το συµπέρασµα προκύπτει, ϐάσει της προηγούµενης άσκησης, από την ισότητα των λόγων των τµη-
µάτων ([Cat52, σ. 241]).



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11

Κωνικές τοµές

11.1 Κωνικές τοµές

∆εν είναι υπερβολή, να πούµε ότι για τη συντριπτική πλειονότητα των
Μαθηµατικών της εποχής µας, ο Απολλώνιος δεν είναι παρά ένα όνοµα, και
τα Κωνικά του, από κάθε πρακτική άποψη ένα άγνωστο ϐιβλίο. Και όµως,
αυτό το ϐιβλίο, γραµµένο εδώ και 21 αιώνες, περιέχει, µε τα λόγια του
Chasles, «τις πιο ενδιαφέρουσες ιδιότητες των κωνικών» ...

Sir Thomas Heath, Κωνικά του Απολλώνιου

Οι τοµές ορθής κυκλικής κωνικής επιφάνειας Σ µε επίπεδο ε, κάθετο στον άξονά της και µη διερχό-
µενο από την κορυφή της O, είναι κύκλοι (Πρόταση 9.9.2). ΄Οταν το επίπεδο δεν είναι κάθετο στον
άξονα της Σ, τότε οι τοµές που προκύπτουν είναι ελλείψεις, παραβολές και υπερβολές.

Οι ελλείψεις προκύπτουν, όπως ϑα δούµε, από τοµές µε επίπεδα που τέµνουν όλες τις γενέτειρες
της Σ. Μια έλλειψη χαρακτηρίζεται και ως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων X τα οποία έχουν

X

ΒΑ

δ

ξ

Υ

Α
M

Χ

Ξ

Χ

BA

(I) (II) (III)

Σχήµα 11.1.1: ΄Ελλειψη |XA| + |XB| = λ, Παραβολή |XA| = |XY |, Υπερβολή ||XA| − |XB|| = λ

σταθερό άθροισµα αποστάσεων από δύο σταθερά σηµεία A και B (Σχήµα 11.1.1-Ι).

|XA| + |XB| = λ.
Τα σηµεία A και B λέγονται εστίες της έλλειψης. Ελλείψεις προκύπτουν επίσης όταν τµηθεί ορ-
ϑός κυκλικός κύλινδρος µε επίπεδο µη-κάθετο (και µη παράλληλο) στις γενέτειρές του. Οι κύκλοι
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µπορούν να ϑεωρηθούν ως ειδική περίπτωση ελλείψεων, των οποίων τα σταθερά σηµεία A και B
συµπίπτουν.

Οι παραβολές προκύπτουν από τοµές µε επίπεδα που είναι παράλληλα προς κάποιο εφαπτόµενο
επίπεδο της κωνικής επιφάνειας (§ 9.9). Η παραβολή χαρακτηρίζεται και ως ο γεωµετρικός τόπος
των σηµείων X τα οποία έχουν την ίδια απόσταση από σταθερό σηµείο A και σταθερή ευθεία ξ
(Σχήµα 11.1.1-ΙΙ). Το σηµείο A λέγεται εστία της παραβολής και η ευθεία ξ λέγεται διευθετούσα
της παραβολής.

Τέλος οι υπερβολές προκύπτουν από τοµές µε επίπεδα που είναι παράλληλα προς δύο ακριβώς
γενέτειρες της κωνικής επιφάνειας. Η υπερβολή χαρακτηρίζεται και ως ο γεωµετρικός τόπος των
σηµείων X τα οποία έχουν σταθερή διαφορά αποστάσεων από δύο σταθερά σηµεία A και B (Σχήµα
11.1.1-ΙΙΙ).

||XA| − |XB|| = λ.
Και πάλι τα σηµεία A και B ονοµάζονται εστίες της υπερβολής.

Τα τρία αυτά είδη καµπυλών (ελλείψεις, παραβολές, υπερβολές) ονοµάζονται συλλογικά γνήσιες
κωνικές τοµές και προκύπτουν ως τοµές κωνικής επιφάνειας µε επίπεδο µη-διερχόµενο διά της
κορυφής O. Οι ελλείψεις και οι υπερβολές έχουν, όπως ϑα δούµε, δύο άξονες συµµετρίας καθώς
και κέντρο συµµετρίας και λέγονται κωνικές µε κέντρο. Η παραβολή ωστόσο έχει ένα µόνο άξονα
συµµετρίας αλλά όχι κέντρο συµµετρίας.

΄Οταν το επίπεδο ε, µε το οποίο τέµνουµε την κωνική επιφάνεια, διέρχεται από την κορυφή O της
κωνικής επιφάνειας, τότε προκύπτουν, ανάλογα µε την κλίση του ε, οι επόµενες καµπύλες, µε µία

(α) (γ)(β) (δ)

Σχήµα 11.1.2: Τα τέσσερα είδη ιδιόµορφων κωνικών τοµών

καταχρηστική έννοια του όρου: (α) ένα σηµείο (το ε περιέχει τότε το O και κανένα άλλο σηµείο της
Σ), (ϐ) δύο τεµνόµενες ευθείες (το ε τέµνει τη Σ κατά δύο γενέτειρες) και (γ) µία ευθεία (το ε εφάπτεται
της Σ). ΄Οπως ανέφερα ήδη, ο όρος καµπύλη χρησιµοποιείται, κατ᾿ αρχήν, καταχρηστικά για αυτές
τις περιπτώσεις (Σχήµα 11.1.2). Συλλογικά αυτές οι ιδιάζουσες περιπτώσεις τοµών ονοµάζονται ιδιό-
µορφες κωνικές τοµές. Σε αυτές προσµετρώνται και Ϲεύγη παραλλήλων ευθειών, ϑεωρούµενα ότι
προκύπτουν από τοµή κυλίνδρου µε επίπεδο παράλληλο προς τις γενέτειρές του.

Σχόλιο-1 Συνήθως, ο µαθητής συναντά τις κωνικές τοµές, πολύ πριν τις γνωρίσει από τη γεωµετρική
σκοπιά, στη µορφή γραφικών παραστάσεων απλών συναρτήσεων. Για παράδειγµα, την παραβολή ως
γραφική παράσταση της συνάρτησης y = ax2 + bx + c (Σχήµα 11.1.3), της οποίας η εστία είναι στο
σηµείο x0 = − b

2a , y1 =
4ac−b2+1

4a και η διευθετούσα είναι η παράλληλη του x-άξονα από το σηµείο
του y-άξονα y2 =

4ac−b2−1
4a .

Ο µαθητής συναντά επίσης την υπερβολή ως γραφική παράσταση της συνάρτησης y = 1
x , που εί-

ναι υπερβολή διερχόµενη από τα σηµεία ±(1,1) και µε εστίες στα σηµεία ±(
√

2,
√

2). Γενικότερα,
υπερβολή παριστάνει και η συνάρτηση y = ax+b

cx+d , όπου {a, b, c, d} σταθερές (Σχήµα 11.1.4).

΄Ασκηση 11.1.1 Κατασκεύασε τα σηµεία της έλλειψης γ(A,B, λ), τα οποία ικανοποιούν την |XA|+|XB| =
λ και τα οποία ευρίσκονται στις καθέτους της ευθείας δια των εστιών ε = AB στα σηµεία A και B.

Υπόδειξη : Αν x = |XA| η απόσταση ενός τέτοιου σηµείου της καθέτου της AB στο A, τότε d2 + x2 =

(λ − x)2, όπου d = |AB|.
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y0

y1

y2

x0

O

A
B

Γ

(1) y = ax2 + bx + c

3 -2 -1 1 2

1

2

3

4

5

(2) y = x2, y1 =
1
4 , y2 = − 1

4

Σχήµα 11.1.3: Γραφική παράσταση τριωνύµου

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

(1) y = 1
x

-d/c

a/c

(2) y = ax+b
cx+d

Σχήµα 11.1.4: Υπερβολή ως γραφική παράσταση

΄Ασκηση 11.1.2 Κατασκεύασε σηµεία της παραβολής γ(Π , ξ ) µε εστία Π και διευθετούσα ξ , ευρίσκο-
ντας σηµεία τοµής B της γ µε ευθείες κάθετες της ξ .

΄Ασκηση 11.1.3 Κατασκεύασε σηµεία της παραβολής γ(Π , ξ ) µε εστία Π και διευθετούσα ξ , ευρίσκο-
ντας σηµεία τοµής B της γ µε ευθείες παράλληλες της ξ και από την ίδια µεριά της ξ µε το σηµείο
Π.

Υπόδειξη : Αν ε µια τέτοια παράλληλος της ξ , πάρε το συµµετρικό Π ′ του Π ως προς ε και την
προβολή O του Π στην ξ . Εάν Γ είναι η προβολή του Ϲητουµένου σηµείου B της ε, τότε ϑα πρέπει
|OA| · |OA′| = |OΓ|2.

΄Ασκηση 11.1.4 Κατασκεύασε τα σηµεία της υπερβολής γ(A, B, λ), τα οποία ικανοποιούν την ||XA| −
|XB|| = λ και τα οποία ευρίσκονται στις καθέτους της ευθείας δια των εστιών ε = AB στα σηµεία A και B.
Υπόδειξη : Αν x = |XA| η απόσταση ενός τέτοιου σηµείου της καθέτου της AB στο A, τότε λ(2x+λ) = d2,
όπου d = |AB|.

Σχόλιο-2 Η υπερβολή (ακριβέστερα, µια ειδική περίπτωσή της, που ονοµάζουµε ορθογώνια υπερ-
ϐολή) είναι το µοναδικό είδος κωνικής τοµής, που είναι ταυτόχρονα γράφηµα µιας αντιστρέψιµης
συνάρτησης. Τη συνάρτηση αυτή, που έχει τη µορφή y = ax+b

cx+d , χρησιµοποιούµε για τον ορισµό µιας
οµογραφικής σχέσης των {x, y} (§ 5.21).
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11.2 Οι σφαίρες του Dandelin

Η αλήθεια υπάρχει. Αυτά που επινοούνται είναι τα ψέµατα.

Georges Braque, Cahiers 1917-1952

Οι σφαίρες του Dandelin (1794-1847) διευκολύνουν το συσχετισµό των κωνικών τοµών µε τους
γεωµετρικούς τόπους, που αναφέρθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο. Πρόκειται για σφαίρες
εγγεγραµµένες σε κωνικές/κυλινδρικές επιφάνειες και ταυτόχρονα εφαπτόµενες ενός επιπέδου ε. Οι
επόµενες προτάσεις δείχνουν ότι, κάθε επίπεδο ε που τέµνει µια τέτοια επιφάνεια εκτός της κορυφής
της, ορίζει δύο (ή µία σε ορισµένες περιπτώσεις όπως ϑα δούµε) σφαίρες που λέγονται σφαίρες
Dandelin του επιπέδου ε. Αποφασιστικής σηµασίας εδώ είναι το Θεώρηµα 9.9.1, κατά το οποίο κάθε
επίπεδο ε, µη-διερχόµενο από την κορυφή O κωνικής επιφάνειας, τέµνει (α) ή όλες τις γενέτειρες, (ϐ)
ή όλες εκτός από δύο, (γ) ή όλες εκτός από µία. Εδώ ϑα εξετάσουµε τις δύο πρώτες περιπτώσεις. Στην
επόµενη παράγραφο ϑα εξετάσουµε και την τρίτη.

Πρόταση 11.2.1 ΄Εστω επίπεδο ε τέµνον όλες τις γενέτειρες κωνικής επιφάνειας K. Υπάρχουν τότε
δύο σφαίρες εφαπτόµενες της κωνικής επιφάνειας και ταυτόχρονα εφαπτόµενες του επιπέδου ε.
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Σχήµα 11.2.1: Σφαίρες του Dandelin Η τοµή µε το επίπεδο θ

Απόδειξη : Θεώρησε το επίπεδο θ, που ορίζεται από τον άξονα OX της κωνικής επιφάνειας K και την
κάθετο OΩ από την κορυφή O του κώνου προς το επίπεδο ε (και παριστάνεται από το επίπεδο του
χαρτιού). ΄Εστω ότι η τοµή του ε και του θ είναι η ευθεία ζ . Εκ κατασκευής, η ζ είναι κάθετη στην OΩ
και τέµνει τις δύο γενέτειρες της κωνικής επιφάνειας K, που περιέχονται στο θ, στα σηµεία A και B.
Ορίζεται λοιπόν στο επίπεδο θ, τρίγωνο OAB και, εποµένως, ο εγγεγραµµένος και παρεγγεγραµµένος
κύκλος του στη γωνία ‘AOB, µε κέντρα αντίστοιχα P και Σ. Οι σφαίρες µε κέντρα τα P και Σ και ακτίνες
αυτές του εγγεγραµµένου και παρεγγεγραµµένου, PΠ και ΣT αντίστοιχα, είναι οι Ϲητούµενες. ∆είχνω
ότι η µία από αυτές, η P(PΠ), είναι εφαπτόµενη του κώνου. Πράγµατι, αν OH είναι µια άλλη γενέτειρα
και Z η προβολή του P σε αυτήν, τότε τα ορθογώνια τρίγωνα PZO και PZ ′O, όπου Z ′ η προβολή του P
στην OA, είναι ίσα. Τούτο, διότι το P είναι επί του άξονος της κωνικής επιφάνειας, άρα έχει την ίδια
απόσταση από τις γενέτειρες, συνεπώς |PZ | = |PZ ′|. Επίσης τα δύο ορθογώνια έχουν την υποτείνουσα
OP κοινή, είναι συνεπώς ίσα. Αυτό συνεπάγεται ότι η OH είναι εφαπτόµενη της σφαίρας στο σηµείο
Z και αποδεικνύει τον ισχυρισµό. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι και η σφαίρα Σ(ΣT ) είναι εφαπτόµενη
της κωνικής επιφάνειας. Το ότι οι σφαίρες αυτές είναι και εφαπτόµενες στο επίπεδο ε συνάγεται
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αµέσως λ.χ. για την P(PΠ), από το γεγονός ότι η PΠ είναι και κάθετος στο επίπεδο ε, ως παράλληλη
της OΩ, που έχει αυτήν την ιδιότητα. Συνεπώς το επίπεδο ε είναι εφαπτόµενο της σφαίρας P(PΠ), ως
κάθετο στο άκρο µιας ακτίνας της, ο.ε.δ.

Θεώρηµα 11.2.1 Τα σηµεία τοµής επιπέδου ε, που τέµνει όλες τις γενέτειρες κωνικής επιφάνειας K,
αποτελούν µία έλλειψη, µε εστίες τα σηµεία επαφής των σφαιρών του Dandelin µε το επίπεδο ε.

Απόδειξη : Η απόδειξη προκύπτει από την ισότητα των εφαπτοµένων από σηµείο προς σφαίρα (Θεώρη-
µα 9.11.2). Αν E σηµείο της τοµής του ε και της K, τότε η γενέτειρα OE είναι ταυτόχρονα εφαπτόµενη
και των δύο σφαιρών. Επίσης, αν Π και T είναι τα σηµεία επαφής των σφαιρών P(PΠ) και Σ(ΣT ) µε
το επίπεδο ε, τότε και οι EΠ και ET είναι αντίστοιχα εφαπτόµενες σε αυτές τις σφαίρες. Συνάγεται
ότι |EΠ | = |EZ | και |ET | = |EH |, όπου E και Z τα σηµεία επαφής της γενέτειρας OE µε τις σφαίρες.
Τότε όµως το άθροισµα

|ET | + |EΠ | = |EZ | + |EH | = |ZH |,
το οποίο είναι σταθερό και ίσο µε το µήκος της γενέτειρας του κόλουρου κώνου που σχηµατίζεται από
τους κύκλους κ και µ, κατά τους οποίους εφάπτονται οι δύο σφαίρες µε την κωνική επιφάνεια, ο.ε.δ.

Πρόταση 11.2.2 ΄Εστω επίπεδο ε τέµνον όλες τις γενέτειρες κυλινδρικής επιφάνειας K. Υπάρχουν
τότε δύο σφαίρες εφαπτόµενες της K και ταυτόχρονα εφαπτόµενες του επιπέδου ε.
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Σχήµα 11.2.2: Σφαίρες του Dandelin Η τοµή µε το επίπεδο θ

Απόδειξη : Παρόµοια µε της Πρότασης 11.2.1. Το επίπεδο του χαρτιού στο σχήµα-11.2.2 είναι το θ
που ορίζεται από τον άξονα η της κυλινδρικής επιφάνειας και την κάθετο OΩ στο επίπεδο ε από τυχόν
σηµείο O του άξονα. Το θ τέµνει την κυλινδρική επιφάνεια K κατά δύο (παράλληλες) γενέτειρες α
και &. Τέµνει επίσης το επίπεδο ε κατά ευθεία ζ . Φέρνοντας τις διχοτόµους KΣ, IP των γωνιών που
σχηµατίζει η ζ µε τις α, & και τις τοµές αυτών P, Σ µε τον άξονα η, ορίζουµε τους κύκλους P(PΠ) και
Σ(ΣT ) που εφάπτονται ταυτόχρονα των α, & και ζ . Οι σφαίρες P(PΠ) και Σ(ΣT ) είναι οι Ϲητούµενες.
Η απόδειξη είναι ανάλογη αυτής της Πρότασης 11.2.1, ο.ε.δ.

Θεώρηµα 11.2.2 Τα σηµεία τοµής επιπέδου ε, που τέµνει όλες τις γενέτειρες κυλινδρικής επιφάνειας
K, αποτελούν µία έλλειψη µε εστίες τα σηµεία επαφής των σφαιρών του Dandelin µε το επίπεδο ε.

Απόδειξη : Η απόδειξη προκύπτει από την ισότητα των εφαπτοµένων από σηµείο προς σφαίρα (Θεώρη-
µα 9.11.2). Αν E σηµείο της τοµής του ε και της K, τότε η γενέτειρα EZ είναι ταυτόχρονα εφαπτόµενη
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και των δύο σφαιρών. Επίσης, αν Π και T είναι τα σηµεία επαφής των σφαιρών P(PΠ) και Σ(ΣT ) µε
το επίπεδο ε, τότε και οι EΠ και ET είναι αντίστοιχα εφαπτόµενες σε αυτές τις σφαίρες. Συνάγεται
ότι |EΠ | = |EZ | και |ET | = |EH |, όπου E και Z τα σηµεία επαφής της γενέτειρας OE µε τις σφαίρες.
Τότε όµως το άθροισµα

|ET | + |EΠ | = |EZ | + |EH | = |ZH |,
το οποίο είναι σταθερό και ίσο µε το µήκος της γενέτειρας του κυλίνδρου που σχηµατίζεται από τους
κύκλους κ και µ, κατά τους οποίους εφάπτονται οι δύο σφαίρες µε την κυλινδρική επιφάνεια, ο.ε.δ.

Πρόταση 11.2.3 ΄Εστω επίπεδο ε τέµνον όλες τις γενέτειρες κωνικής επιφάνειας K, εκτός από δύο.
Υπάρχουν τότε δύο σφαίρες εφαπτόµενες της K και ταυτόχρονα εφαπτόµενες του επιπέδου ε.
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Σχήµα 11.2.3: Σφαίρες του Dandelin για την υπερβολή

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτήν της Πρότασης 11.2.1. Το επίπεδο του χαρτιού στο
σχήµα-11.2.3, είναι το επίπεδο θ που ορίζεται από τον άξονα της κωνικής επιφάνειας K και την κάθετο
OΩ από την κορυφή O της κωνικής επιφάνειας προς το επίπεδο ε. ΄Εστω ότι η τοµή του ε και του θ
είναι η ευθεία ζ . Εκ κατασκευής η ζ είναι κάθετη στην OΩ και τέµνει τις δύο γενέτειρες της κωνικής
επιφάνειας που περιέχονται στο θ στα σηµεία A και B. Ορίζεται λοιπόν στο επίπεδο θ τρίγωνο OAB
και, εποµένως, οι παρεγγεγραµµένοι κύκλοι του µε κέντρα αντίστοιχα P και Σ. Οι σφαίρες µε κέντρα
τα P και Σ και ακτίνες αυτές των παρεγγεγραµµένων, PΠ και ΣT αντίστοιχα, είναι οι Ϲητούµενες.
∆είχνω ότι η µία από αυτές, η P(PΠ) είναι εφαπτόµενη της κωνικής επιφάνειας. Πράγµατι, αν OH
είναι µια άλλη γενέτειρα και Z η προβολή του P σε αυτήν, τότε τα ορθογώνια τρίγωνα PZO και PZ ′O,
όπου Z ′ η προβολή του P στην OA, είναι ίσα. Τούτο διότι το P είναι επί το άξονος του κώνου, άρα
έχει την ίδια απόσταση από τις γενέτειρες, συνεπώς |PZ | = |PZ ′|. Επίσης τα δύο ορθογώνια έχουν την
υποτείνουσα OP κοινή, είναι συνεπώς ίσα. Αυτό συνεπάγεται ότι η OH είναι εφαπτόµενη της σφαίρας
στο σηµείο Z και αποδεικνύει τον ισχυρισµό. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι και η σφαίρα Σ(ΣT ) είναι
εφαπτόµενη της κωνικής επιφάνειας. Το ότι οι σφαίρες αυτές είναι και εφαπτόµενες στο επίπεδο ε
συνάγεται αµέσως λ.χ. για την P(PΠ), από το γεγονός ότι η PΠ είναι και κάθετος στο επίπεδο ε,
ως παράλληλη της OΩ, που έχει αυτήν την ιδιότητα. Συνεπώς, το επίπεδο ε είναι εφαπτόµενο της
σφαίρας P(PΠ) ως κάθετο στο άκρο µιας ακτίνας της, ο.ε.δ.

Θεώρηµα 11.2.3 Τα σηµεία τοµής επιπέδου ε, που τέµνει, εκτός δύο, όλες τις γενέτειρες κωνικής
επιφάνειας K, αποτελούν µία υπερβολή µε εστίες τα σηµεία επαφής των σφαιρών του Dandelin µε το ε.



11.3. ∆ΙΕΥΘΕΤΟΥΣΕΣ 687

Απόδειξη : Η απόδειξη προκύπτει από την ισότητα των εφαπτοµένων από σηµείο προς σφαίρα (Θεώρη-
µα 9.11.2). Αν E σηµείο της τοµής του ε και της K, τότε η γενέτειρα OE είναι ταυτόχρονα εφαπτόµενη
και των δύο σφαιρών. Επίσης, αν Π και T είναι τα σηµεία επαφής των σφαιρών P(PΠ) και Σ(ΣT ) µε
το επίπεδο ε, τότε και οι EΠ και ET είναι αντίστοιχα εφαπτόµενες σε αυτές τις σφαίρες. Συνάγεται
ότι |EΠ | = |EZ | και |ET | = |EH |, όπου E και Z τα σηµεία επαφής της γενέτειρας OE µε τις σφαίρες.
Τότε όµως το άθροισµα

|ET | − |EΠ | = |EH | − |EZ | = |ZH |,
το οποίο είναι σταθερό και ίσο µε το µήκος της γενέτειρας του κόλουρου κώνου (ένωση των δύο κώνων
µε κοινή κορυφή το O) που σχηµατίζεται από τους κύκλους κ και µ, κατά τους οποίους εφάπτονται
οι δύο σφαίρες µε την κωνική επιφάνεια, ο.ε.δ.

11.3 ∆ιευθετούσες

Ο άνθρωπος είναι ευτυχισµένος, όταν του αρέσει αυτό που κάνει. Αυτή
όµως η αρχή δεν συµπεριλαµβάνεται στα ϑεµέλια της κοινωνίας

Claude Adrien Helvetius, Περί του πνεύµατος

Εκτός από την παραβολή, στην οποία η διευθετούσα παίζει σηµαντικό ϱόλο για το συνηθισµένο
χαρακτηρισµό της ως γεωµετρικό τόπο, διευθετούσες ορίζονται και για τα άλλα είδη κωνικών τοµών µε
ιδιότητες παρόµοιες µε αυτήν της διευθετούσας της παραβολής. Στην παράγραφο αυτή συσχετίζουµε
πρώτα τη διευθετούσα της παραβολής µε την αντίστοιχη σφαίρα του Dandelin και κατόπιν εξετάζουµε
τη γενίκευσή της για τις άλλες κωνικές τοµές.

Πρόταση 11.3.1 ΄Εστω επίπεδο ε παράλληλο προς εφαπτόµενο επίπεδο κωνικής επιφάνειας Σ. Υ-
πάρχει τότε µία σφαίρα εφαπτόµενη της Σ και ταυτόχρονα εφαπτόµενη του επιπέδου ε.
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Σχήµα 11.3.1: Σφαίρα του Dandelin για την παραβολή

Απόδειξη : ΄Οπως και στις προτάσεις της προηγουµένης παραγράφου, ϑεωρούµε το επίπεδο θ που
ορίζεται από τον άξονα της κωνικής επιφάνειας Σ και την κάθετο OΩ από την κορυφή O της Σ στο
δοθέν επίπεδο ε (στο σχήµα-11.3.1 το θ ταυτίζεται µε το επίπεδο του χαρτιού). Τα επίπεδα θ και
ε τέµνονται κατά ευθεία ζ . Η ευθεία αυτή είναι παράλληλος της γενέτειρας & που περιέχεται στο
εφαπτόµενο επίπεδο το παράλληλο του ε. Το θ περιέχει επίσης τη συµµετρική της & ως προς τον
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άξονα γενέτειρα α και µάλιστα, λόγω της παραλληλίας των ζ και &, το τρίγωνο µε πλευρές τις α, ζ και
τον άξονα είναι ισοσκελές. Μεταβαίνοντας λοιπόν στο επίπεδο σχήµα το περιεχόµενο στο θ ευρίσκουµε
κύκλο P(PΠ) µε κέντρο επί του άξονος και ταυτόχρονα εφαπτόµενο των δύο παραλλήλων ζ και &,
καθώς και της άλλης γενέτειρας α της Σ που περιέχεται στο θ. Προς τούτο αρκεί να ϑεωρήσουµε την
κάθετο προς τον άξονα OP από το σηµείο τοµής των α και ζ . Αυτή διχοτοµεί τη γωνία στο A µεταξύ
των α και ζ και ορίζει κύκλο P(PΠ) ταυτόχρονα εφαπτόµενο των α, & και ζ . Η σφαίρα P(PΠ) είναι η
Ϲητούµενη. Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού είναι η ίδια µε αυτήν της Πρότασης 11.2.1, ο.ε.δ.

Θεώρηµα 11.3.1 Τα σηµεία τοµής κωνικής επιφάνειας Σ και επιπέδου ε, παραλλήλου προς εφαπτό-
µενο επίπεδο της Σ, σχηµατίζουν µία παραβολή του ε µε εστία το σηµείο επαφής Π της σφαίρας του
Dandelin µε το επίπεδο ε και διευθετούσα την ευθεία ξ , κατά την οποία το ε τέµνει το επίπεδο η του
κύκλου των σηµείων επαφής της σφαίρας µε την κωνική επιφάνεια.
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Σχήµα 11.3.2: Παραβολή και σφαίρα του Dandelin

Απόδειξη : Η απόδειξη προκύπτει από την ισότητα των εφαπτοµένων από σηµείο προς σφαίρα (Θεώ-
ϱηµα 9.11.2). Κατ᾿ αρχήν ο κύκλος, κατά τον οποίον εφάπτονται η σφαίρα και η κωνική επιφάνεια
Σ, περιέχεται σε επίπεδο η κάθετο στον άξονα της κωνικής επιφάνειας, το οποίο τέµνει το επίπεδο
ε κατά ευθεία ξ . Η ευθεία ξ είναι κάθετη στο επίπεδο θ που περιέχει τον άξονα και τη γενέτειρα
& = OΘ που ορίζει το εφαπτόµενο επίπεδο της Σ το οποίο, εξ υποθέσεως, είναι παράλληλο του ε. Από
το τυχόν σηµείο E της τοµής του επιπέδου ε µε τη Σ διέρχεται επίπεδο υ παράλληλο προς το η και
σχηµατίζον µε αυτό κόλουρο κώνο. ΄Εστω EZ η γενέτειρα αυτού του κώνου που διέρχεται από το E
και HΘ η ίση µε την EZ γενέτειρα που περιέχεται στο επίπεδο θ. Από την ισότητα των εφαπτοµένων
από το E προς τη σφαίρα, προκύπτει ότι οι EZ και EΠ έχουν το ίδιο µήκος, άρα και οι EΠ και HΘ
έχουν το ίδιο µήκος. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η HΘ και η EΓ έχουν το ίδιο µήκος. Εδώ EΓ είναι
η κάθετος από το E προς την ξ . ΄Εστω µ η τοµή των επιπέδων ε και υ. ΄Εστω επίσης K η τοµή της µ
µε το επίπεδο θ. Λόγω της παραλληλίας των επιπέδων η και υ οι ευθείες ξ και µ που αποτέµνονται
από αυτά µέσω του επιπέδου ε είναι παράλληλες. Επειδή τα επίπεδα ε και η είναι κάθετα στο θ και
η τοµή τους ξ ϑα είναι κάθετη στο θ. Συνεπώς, αν ∆ το σηµείο τοµής της ξ µε το θ, το EΓ∆K είναι
ορθογώνιο παραλληλόγραµµο και οι K∆ και EΓ έχουν το ίδιο µήκος. Λόγω όµως της παραλληλίας
της ζ προς τη γενέτειρα OΘ και οι K∆ και HΘ ϑα έχουν του ίδιο µήκος, ως τµήµατα παραλλήλων
ευθειών µεταξύ παραλλήλων επιπέδων, ο.ε.δ.

Στη συνέχεια δείχνουµε µία ακόµη χαρακτηριστική ιδιότητα των ελλείψεων και των υπερβολών, στην
οποία συµµετέχουν ευθείες µε ιδιότητες παρόµοιες µε αυτή της διευθετούσας της παραβολής.

Θεώρηµα 11.3.2 ∆οθείσης έλλειψης, σε κάθε εστία της Π αντιστοιχεί ευθεία ξ , έτσι ώστε για κάθε
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σηµείο E της έλλειψης ο λόγος των αποστάσεων

|EΠ |
|EM | = k < 1,

να είναι σταθερός. Το M συµβολίζει εδώ την προβολή του E στην ξ .

Π T

EM

ξ

Σχήµα 11.3.3: Ιδιότητα έλλειψης |EΠ ||EM | = κ < 1

Απόδειξη : Για την απόδειξη χρησιµοποιούµε τον ορισµό της έλλειψης ως τοµής κωνικής επιφάνειας
Σ και επιπέδου ε και µία από τις σφαίρες του Dandelin. Η εστία Π είναι το σηµείο επαφής του ε µε
τη σφαίρα και το τυχόν σηµείο E της έλλειψης ορίζει µια γενέτειρα EO της Σ καθώς και ένα επίπεδο
υ διερχόµενο διά του E και κάθετο στον άξονα της Σ, το οποίο τέµνει την Σ κατά κύκλο µ. Επίσης
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Σχήµα 11.3.4: Η διευθετούσα ξ της έλλειψης

τα σηµεία επαφής της σφαίρας και της κωνικής επιφάνειας ορίζουν κύκλο κ περιεχόµενο σε επίπεδο
η παράλληλο του υ. Τα δύο επίπεδα υ και η αποτέµνουν από την κωνική επιφάνεια έναν κόλουρο
κώνο. Η EΠ ισούται µε τη γενέτειρα EZ του κόλουρου κώνου. ΄Εστω τώρα ξ ή ευθεία, κατά την οποία
τέµνονται τα επίπεδα ε και η και M η προβολή του E στην ξ . Θεωρούµε το επίπεδο θ που παράγεται
από τον άξονα της Σ και την κάθετο από το O στο επίπεδο ε. Το θ τέµνει την κωνική επιφάνεια
κατά δύο γενέτειρες OΦ και OΨ , συµµετρικά κείµενες ως προς τον άξονα. Το θ ορίζει επίσης και τη
γενέτειρα ∆Z ′ του προηγούµενου κόλουρου κώνου, της οποίας το µήκος είναι

|∆Z ′| = |EZ | = |EΠ |.
Φέρουµε από το ∆ παράλληλο της EM µέχρι να τµήσει το επίπεδο η στο σηµείο N . Ισχύει και
|EM | = |∆N |, διότι αυτά είναι τµήµατα παραλλήλων περιοριζόµενα από παράλληλα επίπεδα (Πρόταση
8.2.5). Το τρίγωνο Z ′∆N εξαρτάται από τη ϑέση του σηµείου E, εν τούτοις παραµένει όµοιο εαυτώ,
συνεπώς ο λόγος των πλευρών του

k =
|∆Z ′|
|∆N | =

|EΠ |
|EM |
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παραµένει σταθερός. Το ότι το k < 1 έπεται εύκολα από το ότι η γωνία’∆NZ ′ <’∆Z ′N, ο.ε.δ.

Π

EM

T

ξ

Σχήµα 11.3.5: Ιδιότητα υπερβολής |EΠ ||EM | = κ > 1

Θεώρηµα 11.3.3 ∆οθείσης υπερβολής, σε κάθε εστία της Π αντιστοιχεί ευθεία ξ , έτσι ώστε για κάθε
σηµείο E της υπερβολής ο λόγος των αποστάσεων

|EΠ |
|EM | = k > 1,

να είναι σταθερός. Το M συµβολίζει εδώ την προβολή του E στην ξ (Σχήµα 11.3.5).
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Σχήµα 11.3.6: Η διευθετούσα ξ της υπερβολής

Απόδειξη : Για την απόδειξη χρησιµοποιούµε τον ορισµό της υπερβολής ως τοµής κωνικής επιφάνειας
Σ και επιπέδου ε και µία από τις σφαίρες του Dandelin. Η εστία Π είναι το σηµείο επαφής του ε
µε τη σφαίρα και το τυχόν σηµείο E της υπερβολής ορίζει µια γενέτειρα EO της Σ καθώς και ένα
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επίπεδο υ διερχόµενο διά του E και κάθετο στον άξονα της Σ, το οποίο τέµνει την Σ κατά κύκλο µ
(Σχήµα 11.3.6). Επίσης, τα σηµεία επαφής της σφαίρας και της κωνικής επιφάνειας ορίζουν κύκλο
κ περιεχόµενο σε επίπεδο η παράλληλο του υ. Τα δύο επίπεδα υ και η αποτέµνουν έναν κόλουρο
κώνο από την κωνική επιφάνεια. Η EΠ ισούται µε τη γενέτειρα EZ του κόλουρου κώνου. ΄Εστω τώρα
ξ ή ευθεία κατά την οποία τέµνονται τα επίπεδα ε και η και M η προβολή του E στην ξ . Θεωρούµε
το επίπεδο θ που παράγεται από τον άξονα της Σ και την κάθετο από το O στο επίπεδο ε. Το θ τέµνει
την κωνική επιφάνεια κατά δύο γενέτειρες OΦ και OΨ συµµετρικά κείµενες ως προς τον άξονα. Το θ
ορίζει επίσης και τη γενέτειρα ∆Z ′ του προηγούµενου κόλουρου κώνου, της οποίας το µήκος

|∆Z ′| = |EZ | = |EΠ |.
Φέρουµε από το ∆ παράλληλο της EM µέχρι να τµήσει το επίπεδο η στο σηµείο N . Ισχύει και
|EM | = |∆N |, διότι αυτά είναι τµήµατα παραλλήλων περιοριζόµενα από παράλληλα επίπεδα (Πρόταση
8.2.5). Το τρίγωνο Z ′∆N εξαρτάται από τη ϑέση του σηµείου E, εν τούτοις παραµένει όµοιο εαυτώ,
συνεπώς ο λόγος των πλευρών του

k =
|∆Z ′|
|∆N | =

|EΠ |
|EM |

παραµένει σταθερός. Το ότι το k > 1 έπεται εύκολα από το ότι η γωνία’∆NZ ′ >’∆Z ′N, ο.ε.δ.

Π

EM

T

ξ

E'
M'

Σχήµα 11.3.7: Εστία και αντίστοιχη διευθετούσα ώστε |EΠ ||EM | =
|E′Π |
|EM ′|

Οι ευθείες ξ , που αναφέρονται στα δύο τελευταία ϑεωρήµατα, ονοµάζονται διευθετούσες της έλλει-
ψης και αντίστοιχα διευθετούσες της υπερβολής ενώ το k ονοµάζεται εκκεντρότητα της έλλειψης,
αντίστοιχα της υπερβολής. Ενώ στην παραβολή υπάρχει µία διευθετούσα (συχνά ϑεωρούµε ότι η ευθεί-
α στο άπειρο είναι µια δεύτερη διευθετούσα της παραβολής) , στις ελλείψεις και υπερβολές υπάρχουν
δύο και χρειάζεται προσοχή στο πως κατασκευάζεται ο σταθερός λόγος της εκκεντρότητας

k =
|EΠ |
|EM | .

∆ιευθετούσα και αντίστοιχη εστία πάνε µαζί και πρέπει να γνωρίζουµε αυτήν την αντιστοιχία για να
ορίσουµε σωστά το λόγο. ∆ιαφορετικά ο λόγος αυτός δεν ϑα ϐγαίνει σταθερός, όταν το E µεταβάλλεται
επί της κωνικής.

Πόρισµα 11.3.1 Σε κάθε έλλειψη ή υπερβολή οι διευθετούσες που αντιστοιχούν στις δύο εστίες της
είναι παράλληλες.

Απόδειξη : Αυτό είναι άµεση συνέπεια του τρόπου ορισµού τους µέσω της τοµής του ϕέροντος ε-
πιπέδου τους ε µε την κωνική επιφάνεια Σ. Οι διευθετούσες ορίστηκαν, µέσω των προηγουµένων
ϑεωρηµάτων, ως τοµές του επιπέδου ε µε τα επίπεδα η που περιέχουν τους κύκλους επαφής της Σ µε
αντίστοιχες σφαίρες του Dandelin. Τα επίπεδα αυτά είναι παράλληλα, ως κάθετα στον άξονα της Σ,
συνεπώς και οι τοµές τους µε το επίπεδο ε της κωνικής ϑα είναι παράλληλες ευθείες (Πρόταση 8.2.3),
ο.ε.δ.
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Υπόδειξη : Βάσει της προηγούµενης άσκησης, ϕέρνοντας παράλληλη και ίση προς την OE δηµιουρ-
γείται το παραλληλόγραµµο OA∆E (Σχήµα 11.8.29-ΙΙ), του οποίου οι πλευρές είναι ίσες µε τα µισά
των δοθεισών διαµέτρων, και η OE είναι κάθετη στην OB. ΄Αρα το ∆ κατασκευάζεται από τα δεδοµένα.
΄Εστω ∆′ το συµµετρικό του ∆ ως προς A. Τότε το ∆′AEO είναι παραλληλόγραµµο και η O∆′ είναι
παράλληλη της EA. ΄Επεται ότι η γωνία ÷∆′OA2 =’AEA1 και ÷A2OA1 =’EA1O. Επειδή εκ κατασκευής
|A1E2 |
|EE2| =

|A1A2 |
|AA2| =

a
b , έπεται ότι το AA1EM είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο, άρα ’AEA1 = ’EA1M.

Αυτό, λόγω της προηγούµενης ισότητας γωνιών, συνεπάγεται ότι η OA2 είναι διχοτόµος της γωνίας÷∆′OA1, που κατασκευάζεται από τα δεδοµένα. ΄Ετσι προσδιορίζεται η κατεύθυνση των αξόνων α και
&. Επειδή το A1 είναι κατασκευάσιµο, το µήκος a = |OA1| καθορίζει το µεγάλο άξονα και το b
προσδιορίζεται από το a και το λόγο |AA2|

|A1A2 | =
b
a .
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Π

ξ
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Σχήµα 11.8.30: ∆ιευθετών κύκλος έλλειψης ∆ιευθετούσα παραβολής

΄Ασκηση 11.8.37 Για δοθείσα έλλειψη, δείξε ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων A από τα οποία
άγονται εφαπτόµενες που σχηµατίζουν στο A ορθή γωνία, είναι κύκλος µε κέντρο το κέντρο της έλλειψης
και ακτίνα r =

√
a2 + b2, όπου a και b οι άξονες της έλλειψης.

Υπόδειξη : Κατά το Θεώρηµα 11.6.2(6) οι προβολές M, N των εστιών Π, T πάνω στην εφαπτόµε-
νη A∆ περιέχονται στο µείζονα κύκλο σ(O, a) της έλλειψης (Σχήµα 11.8.30-Ι). ΄Αρα η δύναµη του
σηµείου A ως προς αυτόν τον κύκλο ϑα είναι |AI |2 = |AM ||AN | = |ΠN ′||TM ′| = b2. Συνεπώς,
|AO|2 = |AI |2 + |OI |2 = a2 + b2.

Ο κύκλος τ που ορίζεται στην προηγούµενη άσκηση ονοµάζεται διευθετών κύκλος της έλλειψης.
Παίρνοντας το συµµετρικό Γ του A ως προς O και ϕέρνοντας και από εκεί τις εφαπτόµενες σχηµα-
τίζουµε ορθογώνιο παραλληλόγραµµο περιγεγραµµένο της έλλειψης. Ο κύκλος τ είναι και ο τόπος
των κορυφών όλων των ορθογωνίων παραλληλογράµµων των περιγεγραµµένων έλλειψης.

΄Ασκηση 11.8.38 ∆είξε ότι, για δοθείσα παραβολή, ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων A από τα οποία
άγονται εφαπτόµενες που τέµνονται ορθογώνια στο A είναι η διευθετούσα ξ της παραβολής.

Υπόδειξη : ΄Επεται από την πρόταση 11.4.4 σε συνδυασµό µε τις ιδιότητες (5,6) του Αρχιµήδειου
τριγώνου του Θεωρήµατος 11.5.4.

΄Ασκηση 11.8.39 Κατασκεύασε 6 σηµεία της υπερβολής που έχει το τρίγωνο AOB ως ασυµπτωτικό µε
την πλευρά του AB εφαπτόµενη της υπερβολής.

Υπόδειξη : ΄Ενα σηµείο της υπερβολής είναι το µέσον M του AB (Σχήµα 11.8.31-Ι). ∆ύο πρόσθετα
σηµεία της υπερβολής είναι τα µέσα E′, Z ′ των τµηµάτων BE και AZ , όπου E, Z τα µέσα των πλευρών
του παραλληλογράµµου OA∆B. Τα συµµετρικά των M, E′, Z ′ ως προς O είναι επίσης σηµεία της
υπερβολής. Πόσα επιπλέον σηµεία της υπερβολής µπορούν να κατασκευασθούν από τα έξι αυτά
σηµεία;
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Σχήµα 11.8.31: Υπερβολή από ασυµπτωτικό ∆ιαίρεση σε ισοεµβαδικά µέρη

΄Ασκηση 11.8.40 ∆είξε ότι κάθε ευθεία που διαιρεί το τρίγωνο ABΓ σε δύο ισοεµβαδικά πολύγωνα
είναι εφαπτόµενη µιας υπερβολής που έχει ένα ασυµπτωτικό τρίγωνο αποτελούµενο από δύο πλευρές
και µία διάµεσο του τριγώνου, µε εφαπτόµενη της υπερβολής τη διάµεσο. Για κάθε τρίγωνο ορίζονται
µε αυτόν τον τρόπο τρεις υπερβολές (Σχήµα 11.8.31-ΙΙ).
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Σχήµα 11.8.32: Υπερβολή παραγόµενη από µεταβαλλόµενη γωνία

΄Ασκηση 11.8.41 ∆ίδεται κύκλος κ, σταθερά k > 0, γωνία ω και σηµείο A εκτός του κύκλου. Για κάθε
σηµείο B του κύκλου, ϑεωρούµε το σηµείο Γ του τµήµατος AB, για το οποίο |AΓ|/|ΓB| = k και την ευθεία
εB, που διέρχεται από το Γ και σχηµατίζει γωνία ω µε την AB (Σχήµα 11.8.32). ∆είξε ότι όλες αυτές οι
ευθείες εB είναι εφαπτόµενες µιας υπερβολής, της οποίας προσδιόρισε τις εστίες και τις ασύµπτωτες.

Υπόδειξη : Θεώρησε το συµµετρικό ∆ του A ως προς την ευθεία εB και δείξε ότι το τρίγωνο AB∆ έχει
σταθερές γωνίες, άρα το ∆ περιέχεται σε κύκλο λ(P) (Θεώρηµα 3.10.3) και οι ευθείες εB ταυτίζονται
µε τις µεσοκάθετες KΓ των τµηµάτων A∆, άρα εφάπτονται υπερβολής (΄Ασκηση 11.7.1), που έχει τις
εστίες της στα {A, P}. Οι ασύµπτωτες της υπερβολής προκύπτουν από τις ϑέσεις που παίρνει η εB,
όταν το B συµπίπτει µε τα σηµεία επαφής των εφαπτοµένων του κ από το A.

Πολλές από τις ιδιότητες των κωνικών µπορούν να µελετηθούν µε γεωµετρικό τρόπο, όπως στις προη-
γούµενες ασκήσεις ([Ask03], [Bes95], [CrFW91], [Tay81]). Ακόµη περισσότερες δε µε τις µεθόδους
της αναλυτικής και προβολικής Γεωµετρίας ([Cha65], [Sal17], [Cha65]). Ιστορικά η γεωµετρική
µέθοδος προηγήθηκε ([Coo68]). Ακολούθησαν δε οι µέθοδοι της αναλυτικής και της προβολικής
γεωµετρίας, οι οποίες οδήγησαν στη δεσπόζουσα σήµερα Αλγεβρική Γεωµετρία ([Που06α], [Per08]).



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12

Μετασχηµατισµοί του χώρου

12.1 Ισοµετρίες του χώρου

Και το τελευταίο, να κάνω παντού απαριθµήσεις τόσο πλήρεις, κι ανασκο-
πήσεις τόσο γενικές, που να είµαι σίγουρος πως δεν παραλείπω τίποτα.

Καρτέσιος, Λόγος περί Μεθόδου, ϐ΄ µέρος

Οι µετασχηµατισµοί του χώρου, ανάλογα προς αυτούς του επιπέδου (§ 7.1), είναι διαδικασίες µέσω των
οποίων σε κάθε σηµείο X του χώρου αντιστοιχίζεται ένα άλλο σηµείο Y του χώρου που συµβολίζουµε
µε f (X ). Η ονοµατολογία εδώ, Εικόνα, Πρότυπο, Απεικονίζει, Πεδίο ορισµού, Πεδίο τιµών, Σύνθεση
Μετασχηµατισµών ..., κ.λπ. είναι η ίδια µε αυτήν της προαναφερθείσας παραγράφου και δεν την
επαναλαµβάνω.

Ανάλογος επίσης είναι και ο ορισµός της ισοµετρίας. Τυπικά είναι ο ίδιος µε του επιπέδου.
Το µόνο που αλλάζει είναι το που ευρίσκονται τα σηµεία. Λέµε λοιπόν ισοµετρία του χώρου ένα
µετασχηµατισµό f του χώρου που διατηρεί τις αποστάσεις µεταξύ σηµείων, δηλαδή για κάθε Ϲεύγος
σηµείων του χώρου X , Y και τις εικόνες τους X ′ = f (X ), Y ′ = f (Y ) ισχύει

|X ′Y ′| = |XY |.
Μπορούµε αµέσως να δούµε µερικές συνέπειες του ορισµού, εντελώς ανάλογες σχετικών ιδιοτήτων
του επιπέδου, ορισµένες από τις οποίες παραθέτω ως ασκήσεις.

Α

Β Γ
ε

ε'

Χ
Χ'

Α'

Β'

Γ'

Δ Ε Υ
Δ

Ε
Υ'

Σχήµα 12.1.1: Ισοµετρία διατηρεί µήκη, γωνίες, ευθείες, επίπεδα

Θεώρηµα 12.1.1 Μια ισοµετρία απεικονίζει ένα τρίγωνο ABΓ σε ένα ίσο τρίγωνο A′B′Γ′, µια γωνία σε
µια ίση γωνία, µια ευθεία σε µια ευθεία και ένα επίπεδο σε ένα επίπεδο.
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Απόδειξη : Το πρώτο µέρος είναι προφανές διότι εξ᾿ ορισµού η ισοµετρία διατηρεί τα µήκη ευθυγράµ-
µων τµηµάτων, άρα τα δύο τρίγωνα ϑα έχουν ίσες αντίστοιχες πλευρές. Παρόµοια αποδεικνύεται ότι
και µία γωνία ‘XOY απεικονίζεται σε µία ίση γωνία ◊�X ′O′Y ′. Για το δεύτερο µέρος δείχνουµε πρώτα
ότι η ισοµετρία απεικονίζει ευθείες σε ευθείες. Αυτό προκύπτει από το προηγηθέν µέρος. Πράγµα-
τι, αν X είναι σηµείο µιας ευθείας BΓ και το X ′ δεν είναι πάνω στην αντίστοιχη ευθεία B′Γ′, τότε
δηµιουργείται ένα γνήσιο τρίγωνο B′X ′Γ′ και για τα µήκη του ϑα ισχύει

|B′X ′| + |X ′Γ′| = |BX | + |XΓ| = |BΓ| = |B′Γ′|,
που αντιφάσκει στην τριγωνική ανισότητα. Απεικονίζει λοιπόν η ισοµετρία ευθείες σε ευθείες. Από
αυτό έπεται ότι απεικονίζει και ένα επίπεδο ε σε ένα επίπεδο ε′. Πράγµατι, αν {AB, AΓ} είναι ευθείες
του ε και {A′B′, A′Γ′} οι εικόνες τους, τότε για κάθε άλλο σηµείο Y του επιπέδου ε ϑεωρούµε µία
ευθεία διά του Y που τέµνει τις {AB, AΓ} στα σηµεία {∆, E}. Οι εικόνες {∆′, E′} αυτών των σηµείων
µέσω της ισοµετρίας ϑα περιέχονται, κατά τα προηγηθέντα, στις ευθείες {A′B′, A′Γ′}, άρα και η ευθεία
∆′E′ που περιέχει το Y ′ ϑα περιέχεται στο επίπεδο των A′B′, A′Γ′, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 12.1.1 Μια ισοµετρία που αφήνει δύο διαφορετικά σηµεία A, B σταθερά αφήνει σταθερά και
όλα τα σηµεία της ευθείας AB.

΄Ασκηση 12.1.2 Μια ισοµετρία που αφήνει τρία µη-συνευθειακά σηµεία σταθερά, αφήνει σταθερά και
όλα τα σηµεία του επιπέδου που διέρχεται από αυτά τα τρία σηµεία.

΄Ασκηση 12.1.3 Μια ισοµετρία που αφήνει τέσσερα µη-συνεπίπεδα σηµεία σταθερά, αφήνει σταθερά
όλα τα σηµεία του χώρου, δηλαδή είναι ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός e του χώρου.

΄Ασκηση 12.1.4 ∆ύο ισοµετρίες που ταυτίζονται σε τέσσερα µη συνεπίπεδα σηµεία ταυτίζονται παντού.

΄Ασκηση 12.1.5 Μια ισοµετρία f διατηρεί την παραλληλία ευθείας και επιπέδου, καθώς και την πα-
ϱαλληλία δύο επιπέδων. ∆ηλαδή, αν α, ε, ε′ είναι αντίστοιχα µία ευθεία και δύο επίπεδα, τότε αν η α
είναι παράλληλη προς το ε τότε και η f (α) ϑα είναι παράλληλη προς το f (ε). Επίσης, αν τα επίπεδα ε
και ε′ είναι παράλληλα, τότε και τα επίπεδα f (ε) και f (ε′) ϑα είναι παράλληλα.

΄Ασκηση 12.1.6 Μια ισοµετρία f διατηρεί τη γωνία µεταξύ µιας ευθείας α και ενός επιπέδου ε.

΄Ασκηση 12.1.7 Μια ισοµετρία f απεικονίζει µία σφαίρα Σ σε µία σφαίρα Σ′ ίσης ακτίνας. Επίσης
απεικονίζει ένα κύκλο κ σε ένα κύκλο κ′ ίσης ακτίνας. Αν ο κ περιέχεται στη Σ, τότε και ο κ′ περιέχεται
στη Σ′.

΄Ασκηση 12.1.8 Μια ισοµετρία f απεικονίζει µία δίεδρο σε µία ίση δίεδρο και ένα τετράεδρο σε ένα ίσο
τετράεδρο. Γενικότερα, απεικονίζει ένα πολύεδρο σε ένα ίσο πολύεδρο.

΄Οπως στο επίπεδο (§ 1.7), έτσι και στο χώρο έχουµε µια έννοια προσανατολισµού που µπορεί να
ορισθεί µέσω των τετραέδρων και εξαρτάται από τη σειρά µε την οποία ϐάζουµε τα γράµµατα στις
κορυφές. Το τετράεδρο ABΓ∆ λέγεται ϑετικά προσανατολισµένο, αν τοποθετώντας ένα ϱολόι στο
επίπεδο ABΓ µε την όψη προς το ∆ η ϕορά A → B → Γ είναι αυτή της ϕοράς των δεικτών του.
Αν η ϕορά A → B → Γ είναι αντίθετη της ϕοράς των δεικτών, τότε το τετράεδρο λέγεται αρνητικά
προσανατολισµένο.

Λέµε ότι ο µετασχηµατισµός f αντιστρέφει τον προσανατολισµό ενός τετραέδρου, όταν το τε-
τράεδρο A′B′Γ′∆′, που έχει κορυφές τις εικόνες των κορυφών του τετραέδρου ABΓ∆ µέσω του f έχει
αντίθετο προσανατολισµό από αυτόν του ABΓ∆. Αν τα δύο τετράεδρα ABΓ∆ και A′B′Γ′∆′ έχουν τον
ίδιο προσανατολισµό, τότε λέµε ότι ο f διατηρεί τον προσανατολισµό τους. Οι µετασχηµατισµοί
που ϑεωρούµε σε αυτό το κεφάλαιο (είναι, όπως λέγεται, «συνεχείς» και) έχουν την ιδιότητα, εάν δια-
τηρούν τον προσανατολισµό ενός τετραέδρου, τότε να διατηρούν τον προσανατολισµό και κάθε άλλου.
Αντίστοιχα, αν αντιστρέφουν τον προσανατολισµό ενός τετραέδρου, να αντιστρέφουν τον προσανατο-
λισµό και κάθε άλλου τετραέδρου. Αρκεί λοιπόν να εξετάσουµε τι παθαίνει ο προσανατολισµός ενός
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και µοναδικού τετραέδρου, για να συµπεράνουµε αν ο συγκεκριµένος µετασχηµατισµός διατηρεί ή
αντιστρέφει τον προσανατολισµό.

Για τους µετασχηµατισµούς που διατηρούν τον προσανατολισµό των τετραέδρων λέµε επίσης συχνά
ότι διατηρούν τον προσανατολισµό του χώρου, ενώ για αυτούς που αντιστρέφουν τον προσανατολισµό
των τετραέδρων λέµε ότι αντιστρέφουν τον προσανατολισµό του χώρου.

12.2 Κατοπτρισµοί του χώρου

Και αυτό µπορεί να συµβεί, όπως ξέρεις, στον πιο έξυπνο
άνθρωπο, τον ψυχολόγο, τον άνθρωπο της γνώσης. ΄Η
ιδιοσυγκρασία αντικατοπτρίζει τα πάντα σαν καθρέφτης !
Κύτταξε µέσα και ϑαύµασε αυτό που ϐλέπεις !

Φιόντορ Ντοστογιέβσκι, ΄Εγκληµα και τιµωρία

΄Ενα επίπεδο ε ορίζει ένα µετασχηµατισµό του χώρου που λέγεται κατοπτρισµός ή ανάκλαση ως προς
το ε. Το ε ονοµάζεται συχνά κάτοπτρο της ανάκλασης. Αυτό είναι το ανάλογο των κατοπτρισµών ως
προς ευθείες του επιπέδου (§ 7.2). Ο κατοπτρισµός αυτός σε κάθε σηµείο X του χώρου αντιστοιχίζει :
α) το ίδιο το X αν αυτό περιέχεται στο επίπεδο ε, ϐ) το σηµείο Y του χώρου, έτσι ώστε το ε να είναι το

ε

Χ

Υ

Μ

Σχήµα 12.2.1: Κατοπτρισµός στο χώρο

µεσοκάθετο επίπεδο του XY αν το X δεν περιέχεται στο ε. Ισοδύναµα, αν M είναι η προβολή του X
στο ε, τότε το Y είναι στην προέκταση του XM προς το M και σε ίση απόσταση µε το X από το M.

Θεώρηµα 12.2.1 ΄Ενας κατοπτρισµός είναι ισοµετρία του χώρου που αντιστρέφει τον προσανατολισµό.
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Σχήµα 12.2.2: Κατοπτρισµοί είναι ισοµετρίες

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι τα σηµεία X , Y του χώρου δεν περιέχονται στο επίπεδο ε που ορίζει
τον κατοπτρισµό και X ′, Y ′ είναι οι εικόνες τους (Σχήµα 12.2.2-Ι). Τότε, εξ᾿ ορισµού τα ευθύγραµµα
τµήµατα XX ′, YY ′ ϑα είναι κάθετα στο ε, άρα παράλληλα µεταξύ τους και ϑα ορίζουν τραπέζιο
XYY ′X ′. ∆είχνουµε ότι το τραπέζιο αυτό είναι ισοσκελές. Προς τούτο ϕέρνουµε παράλληλες από το
µέσον N του YY ′ αντίστοιχα προς τα YX και Y ′X ′, που τέµνουν το XX ′ αντίστοιχα στα σηµεία A και
B. Σχηµατίζονται τα παραλληλόγραµµα XANY και X ′BNY ′, στα οποία |AX | = |YN | = |NY ′| = |BX ′|.
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΄Οµως, αν M το µέσον του XX ′, τότε |MX | = |MX ′| και αφαιρώντας προκύπτει ότι |AM | = |MB|.
Επίσης το AB είναι εξ᾿ ορισµού του κάθετο στο MN , άρα το τρίγωνο ANB είναι ισοσκελές και συνεπώς
|XY | = |AN | = |BN | = |X ′Y ′|. Η απόδειξη όταν ένα ή και τα δύο σηµεία X , Y περιέχονται στο ε ή το
ισοσκελές εκφυλίζεται στο ευθύγραµµο τµήµα MN είναι ακόµη πιο εύκολη.

Το ότι ο κατοπτρισµός αντιστρέφει τον προσανατολισµό, το ϐλέπουµε αµέσως παίρνοντας ένα τε-
τράεδρο ABΓ∆, του οποίου η ϐάση περιέχεται στο επίπεδο ε (Σχήµα 12.2.2-ΙΙ). Κατά τον κατοπτρισµό
ως προς ε αυτό απεικονίζεται στο τετράεδρο ABΓ∆′, όπου ∆′ το συµµετρικό του ∆ και ϐλέπουµε
αµέσως ότι τα δύο τετράεδρα έχουν αντίθετους προσανατολισµούς, ο.ε.δ.

Πρόταση 12.2.1 Για κάθε ανάκλαση f ισχύει f ◦f = e, µε άλλα λόγια, ο αντίστροφος µιας ανάκλασης
είναι ο ίδιος µετασχηµατισµός της ανάκλασης.

Απόδειξη : Η ίδια µε της Πρότασης 7.2.1, ο.ε.δ.

Πρόταση 12.2.2 Εάν µια ισοµετρία του χώρου f , διαφορετική της ταυτοτικής, ικανοποιεί τη σχέση
f ◦ f = e και έχει τρία τουλάχιστον µη-συνευθειακά σταθερά σηµεία, τότε συµπίπτει µε την ανάκλαση
ως προς το επίπεδο που ορίζεται από τα τρία σηµεία.

Απόδειξη : Η ίδια µε της Πρότασης 7.2.4, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 12.2.1 ∆είξε ότι µία ισοµετρία του χώρου που αφήνει σταθερά τα σηµεία ενός επιπέδου ε και
µόνον αυτά, συµπίπτει µε την ανάκλαση ως προς ε.

Κατ᾿ αναλογία µε τα σχήµατα του επιπέδου, ένα σχήµα του χώρου Σ λέγεται συµµετρικό ως προς το
επίπεδο ε, όταν η ανάκλαση f ως προς το ε απεικονίζει το Σ στον εαυτό του (f (Σ) = Σ). ΄Ενα επίπεδο
ε ως προς το οποίο το σχήµα Σ είναι συµµετρικό, λέγεται επίπεδο συµµετρίας του Σ. Το πλέον
συµµετρικό σχήµα στο χώρο είναι η σφαίρα.

΄Ασκηση 12.2.2 ∆είξε ότι κάθε επίπεδο που διέρχεται από το κέντρο της σφαίρας είναι επίπεδο συµµε-
τρίας της. ∆είξε ότι σχήµατα Σ για τα οποία υπάρχει ένα σηµείο O, έτσι ώστε κάθε επίπεδο διά του O να
είναι επίπεδο συµµετρίας του Σ, είναι ενώσεις σφαιρών µε κέντρο το O.

΄Ασκηση 12.2.3 Πόσα και ποια επίπεδα συµµετρίας έχει ένα συγκεκριµένο επίπεδο και µία δίεδρος ;

΄Ασκηση 12.2.4 Πότε µία τρίεδρος έχει επίπεδο συµµετρίας ;

΄Ασκηση 12.2.5 ∆είξε ότι αν µία τρίεδρος έχει δύο επίπεδα συµµετρίας, τότε έχει και τρίτο και, συνεπώς,
έχει ίσες έδρες και ίσες δίεδρες γωνίες.

΄Ασκηση 12.2.6 Πόσα και ποια επίπεδα συµµετρίας έχει ο κύλινδρος και ο κώνος ;

΄Ασκηση 12.2.7 ∆είξε ότι, για δύο σφαίρες ίσων ακτίνων, υπάρχει µία ανάκλαση που απεικονίζει την
µία στην άλλη.

΄Οπως στο επίπεδο, έτσι και στο χώρο, ένα σηµείο O ορίζει τη σηµειακή συµµετρία ως προς O. Αυτή
στο O αντιστοιχίζει το ίδιο το O και σε κάθε άλλο σηµείο X � O αντιστοιχίζει το Y έτσι ώστε το O να
συµπίπτει µε το µέσον του XY . Λέµε ότι το Y είναι το συµµετρικό του X ως προς O. Η συµµετρία f
ως προς O είναι, όπως και η ανάκλαση, αντίστροφη του εαυτού της :

f ◦ f = e.
΄Ενα σχήµα Σ λέγεται συµµετρικό ως προς σηµείο O, όταν η συµµετρία f ως προς το O απεικονίζει το
σχήµα στον εαυτό του (f (Σ) = Σ). Λέµε επίσης τότε ότι το O είναι κέντρο συµµετρίας του σχήµατος.
Το τυπικό παράδειγµα είναι πάλι η σφαίρα.

΄Ασκηση 12.2.8 ∆είξε ότι σε µία ευθεία και ένα επίπεδο κάθε σηµείο τους είναι κέντρο συµµετρίας τους.
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΄Ασκηση 12.2.9 Ποια από τα πλατωνικά σώµατα έχουν κέντρο συµµετρίας ;

΄Ασκηση 12.2.10 ∆είξε ότι η συµµετρία ως προς σηµείο είναι ισοµετρία.

α

ε

X

Y
M

Σχήµα 12.2.3: Αξονική συµµετρία στο χώρο

Στο χώρο έχουµε και ένα είδος συµµετρίας που ορίζεται από µία ευθεία α. Ονοµάζουµε αξονική
συµµετρία ως προς την ευθεία α του χώρου το µετασχηµατισµό που: α) σε κάθε σηµείο X της
ευθείας α αντιστοιχίζει το ίδιο το X και ϐ) σε κάθε σηµείο X εκτός της ευθείας α αντιστοιχίζει το Y ,
έτσι ώστε η α να είναι µεσοκάθετος του XY . Με άλλα λόγια το Y προκύπτει προβάλλοντας το X πάνω
στην α στο σηµείο M και προεκτείνοντας το XM προς το M κατά το διπλάσιο. Κάθε επίπεδο ε κάθετο
στην ευθεία α απεικονίζεται στον εαυτό του µέσω της αξονικής συµµετρίας ως προς α και, συνεπώς,
ορίζεται ένας µετασχηµατισµός αυτού του επιπέδου στον εαυτό του που συµπίπτει µε τη συµµετρία
ως προς M, όπου M το σηµείο τοµής του επιπέδου ε µε την ευθεία α. Η σφαίρα πάλι έχει κάθε ευθεία
δια του κέντρου της ως άξονα συµµετρίας.

΄Ασκηση 12.2.11 ∆είξε ότι µία ευθεία, ένα επίπεδο και µία σφαίρα έχουν άπειρους άξονες συµµετρίας.

΄Ασκηση 12.2.12 Βρες τους άξονες συµµετρίας ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου.

΄Ασκηση 12.2.13 Ποια πλατωνικά σώµατα έχουν άξονες συµµετρίας και πόσους ;

΄Ασκηση 12.2.14 ∆είξε ότι η αξονική συµµετρία ως προς την ευθεία α ισούται µε τη σύνθεση δύο
ανακλάσεων ως προς δύο κάθετα επίπεδα και διερχόµενα διά της α.

Υπόδειξη : ∆ες την απόδειξη του Θεωρήµατος 7.2.3.
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Σχήµα 12.2.4: Σύνθεση αξονικών συµµετριών καθέτων αξόνων

΄Ασκηση 12.2.15 ∆είξε ότι η σύνθεση δύο αξονικών συµµετριών ως προς άξονες α και & που τέµνονται
κάθετα στο σηµείο O είναι η αξονική συµµετρία ως προς τον άξονα γ που είναι κάθετος στο επίπεδο των
α, & στο σηµείο O.

΄Ασκηση 12.2.16 ∆είξε ότι η σύνθεση τριών ανακλάσεων ως προς τρία επίπεδα που διέρχονται από το
σηµείο O και τέµνονται ανά δύο κάθετα είναι η συµµετρία ως προς O.
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12.3 Μεταφορές του χώρου

Σε όλες τις εποχές και σε όλους τους τόπους υπήρξαν πολλοί που «δεν
πιστεύαν σε τίποτα», ακριβώς διότι, «δεν διερωτόνταν για τίποτα». Η
Ϲωή, γι᾿ αυτούς, σήµαινε να αφήνεσαι από τη µια στιγµή στην άλλη,
χωρίς καµία εσωτερική απόκριση ή τοποθέτηση σε κάποιο δίληµµα.

Ortega y Gasset, Η προέλευση της ϕιλοσοφίας

΄Οπως στο επίπεδο (§ 7.3), έτσι και στο χώρο, ένα προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα AB ορίζει
το µετασχηµατισµό της µεταφοράς κατά το AB. Αυτός, σε κάθε σηµείο X του χώρου, αντιστοιχίζει
το σηµείο Y , έτσι ώστε τα XY και AB να είναι ευθύγραµµα τµήµατα ίσα, παράλληλα και όµοια προ-
σανατολισµένα. Ισοδύναµα: το ABYX να είναι παραλληλόγραµµο. Και εδώ ϑεωρούµε τον ταυτοτικό
µετασχηµατισµό ως µηδενική µεταφορά, δηλαδή µεταφορά κατά διάστηµα του οποίου τα άκρα
ταυτίζονται. ΄Ολες οι ιδιότητες των µεταφορών του επιπέδου, που εξετάζονται στην παράγραφο που
προανέφερα, µεταφέρονται σχεδόν αυτολεξεί µαζί µε τις αποδείξεις τους σε ανάλογες ιδιότητες των
µεταφορών του χώρου. Τις παραθέτω ως ασκήσεις για επανάληψη.

΄Ασκηση 12.3.1 Κάθε µεταφορά είναι ισοµετρία (Θεώρηµα 7.3.1).

΄Ασκηση 12.3.2 Η σύνθεση δύο ή περισσοτέρων µεταφορών είναι πάλι µεταφορά (Θεώρηµα 7.3.2,
Πόρισµα 7.3.1).

΄Ασκηση 12.3.3 Ησύνθεση των µεταφορών κατά µήκος των προσανατολισµένων πλευρών A1A2, A2A3,
..., Ak−1Ak, AkA1 ενός κλειστού πολυγώνου A1A2...Ak είναι ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός του χώρου
(Πόρισµα 7.3.2).

΄Ασκηση 12.3.4 Η σύνθεση δύο ανακλάσεων ως προς παράλληλα επίπεδα των οποίων η απόσταση
είναι δ είναι µεταφορά κατά ευθύγραµµο τµήµα AB µήκους 2δ και κατεύθυνση την κάθετο στα δύο
επίπεδα (Θεώρηµα 7.3.3).

΄Ασκηση 12.3.5 Η σύνθεση δύο συµµετριών ως προς άξονες που είναι παράλληλοι και σε απόσταση
δ, είναι µια µεταφορά κατά ευθύγραµµο τµήµα AB του επιπέδου των παραλλήλων, κάθετο στους
παράλληλους άξονες και µήκους 2δ.
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Σχήµα 12.3.1: Σύνθεση συµµετρίας, µεταφοράς Σύνθεση δύο συµµετριών

΄Ασκηση 12.3.6 Η σύνθεση µιας συµµετρίας ως προς κέντρο και µιας µεταφοράς είναι µια συµµετρία
ως προς κέντρο (Θεώρηµα 7.3.4).

΄Ασκηση 12.3.7 Η σύνθεση δύο συµµετριών ως προς δύο διαφορετικά σηµεία O, O′ είναι µεταφορά
κατά το διπλάσιο του OO′ (Θεώρηµα 7.3.5).

΄Ασκηση 12.3.8 Η σύνθεση ν συµµετριών ως προς ν σηµεία A1, A2, ..., Aν είναι, για άρτια ν µια
µεταφορά και για περιττά ν µια συµµετρία (Πόρισµα 7.3.3).

΄Ασκηση 12.3.9 ∆οθέντων ν διαφορετικών σηµείων A1, A2, ..., Aν υπάρχει ένα ακριβώς πολύγωνο
που έχει αυτά τα σηµεία ως µέσα διαδοχικών πλευρών του αν το ν είναι περιττό. Αν το ν είναι άρτιο,
εν γένει δεν υπάρχει τέτοιο πολύγωνο. Αν όµως υπάρχει ένα, τότε υπάρχουν άπειρα και µάλιστα κάθε
σηµείο του χώρου µπορεί να ϑεωρηθεί κορυφή ενός τέτοιου πολυγώνου (Θεώρηµα 7.3.6).
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12.4 Στροφές του χώρου

Μακριά από τη λέπρα των γενικοτήτων. ΄Οπου γενικότης, επιπολαιότης.
Παντού τα συγκεκριµένα, τα χειροπιαστά. Ζωγραφιές των πραγµάτων, όχι
άρθρα. Να η λυδία λίθος της µελέτης της ϐαθιάς.

Κωστής Παλαµάς, Η µούσα του Παπαδιαµάντη

Η κύρια διαφορά των στροφών του χώρου από αυτές του επιπέδου (§ 7.4) είναι ότι έχουν άξονα
στροφής αντί για κέντρο στροφής. Υπάρχει δηλαδή µία ολόκληρη ευθεία που παραµένει σταθερά
κατά τη στροφή (τα σηµεία της είναι σταθερά σηµεία του µετασχηµατισµού). Επίσης την ευθεία αυτή
(άξονα) τη ϑεωρούµε προσανατολισµένη, επιλέγοντας (αυθαίρετα) µία κατεύθυνση της ως ϑετική και
την αντίθετή της ως αρνητική. Οι δύο έννοιες στροφής ωστόσο είναι στενά συνδεδεµένες. Μπορεί
να πει κανείς ότι η στροφή στο χώρο είναι ένα είδος επέκτασης της στροφής στο επίπεδο. Αυτό
αντανακλάται στην ιδιότητα της στροφής του χώρου, να ορίζει µια στροφή του επιπέδου σε κάθε
επίπεδο κάθετο στον άξονά της.

ω

ε

α

Χ Υ
Μ

Σχήµα 12.4.1: Στροφή στο χώρο

Λέµε λοιπόν στροφή του χώρου ως προς άξονα την προσανατολισµένη ευθεία α και προσανατο-
λισµένη γωνία ω, το µετασχηµατισµό που ορίζεται ως εξής : α) Τα σηµεία του άξονα παραµένουν
σταθερά. ϐ) Για κάθε σηµείο X εκτός του άξονα, ϕέρνουµε το επίπεδο ε διά του X , το κάθετο στον
άξονα που τον τέµνει στο σηµείο M και επιλέγουµε την πλευρά του (ε+), που ϐλέπει προς τη ϑετική
κατεύθυνση του άξονα. Στο επίπεδο αυτό ορίζουµε ως ϑετικό προσανατολισµό στροφών αυτόν που
είναι αντίθετος της ϕοράς του ϱολογιού, η όψη του οποίου ϐλέπει προς τη ϑετική κατεύθυνση του
άξονα. Στο X ο µετασχηµατισµός αντιστοιχίζει το Y έτσι ώστε η προσανατολισµένη γωνία ’XMY = ω
και επίσης |MY | = |MX |. Με άλλα λόγια, αφού καθορίσουµε τον προσανατολισµό στο ε, στρέφουµε το
X κατά την έννοια της στροφής στο επίπεδο, εφαρµοζόµενη στο ε, µε κέντρο M και γωνία ω.

Σχόλιο-1 Στην περίπτωση που η γωνία στροφής |ω| = π η στροφή ως προς άξονα α συµπίπτει µε
τη συµµετρία ως προς άξονα α. Σε κάθε άλλη περίπτωση, στροφής f κατά γωνία που δεν είναι πολ-
λαπλάσιο του π, αλλάζοντας ενδεχοµένως τη ϕορά του άξονα µπορούµε να ορίσουµε στροφή g που
έχει το ίδιο αποτέλεσµα µε την f για κάθε σηµείο του χώρου και η γωνία της είναι 0 < (ω) < π.

΄Οπως στο επίπεδο έτσι και στο χώρο η στροφή είναι σύνθεση δύο ανακλάσεων, αυτή τη ϕορά
ως προς δύο επίπεδα ζ , η. Η επόµενη πρόταση αποδεικνύεται όπως ακριβώς και η αντίστοιχη για
επίπεδα (Πρόταση 7.4.2).

Πρόταση 12.4.1 Η σύνθεση δύο ανακλάσεων f = h ◦g, των οποίων τα επίπεδα τέµνονται κατά ευθεία
α σχηµατίζοντας µία δίεδρο γωνία προσανατολισµένου µέτρου ω µε |ω| ≤ π

2 , είναι στροφή µε άξονα α
και γωνία στροφής 2ω (Σχήµα 12.4.2).

Θεώρηµα 12.4.1 Κάθε στροφή του χώρου είναι ισοµετρία του χώρου.

Απόδειξη : Μία απλή απόδειξη προκύπτει από την προηγούµενη πρόταση και το γεγονός ότι οι ανα-
κλάσεις ως προς επίπεδα είναι ισοµετρίες του χώρου, ο.ε.δ.

Πρόταση 12.4.2 Η σύνθεση δύο στροφών µε τον ίδιο άξονα η και γωνίες α και & είναι στροφή ως προς
τον ίδιο άξονα και γωνία στροφής α + &.
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Σχήµα 12.8.3: Αντιπρίσµατα (3, 3,3, n)

αντίστοιχα σύµβολα είναι (3,3, 3, 3) (κανονικό οκτάεδρο), (3,3, 3, 4), (3, 3,3, 5), ....

Στη συνέχεια, αφού αναλύσουµε τρεις περιορισµούς που υφίστανται για τις έδρες γύρω από κά-
ϑε κορυφή ενός ηµικανονικού πολύεδρου, ϑα προχωρήσουµε στην ταξινόµησή τους, κατά Kepler
[Kep19], [Cro97]. Την αιτία του πρώτου από αυτούς τους περιορισµούς την έχουµε ήδη συναντήσει.
Εκφράζεται µε το Θεώρηµα 9.3.1, κατά το οποίο το άθροισµα των εδρών γύρω από την κορυφή µιας
κυρτής πολυεδρικής γωνίας είναι µικρότερο του 2π. ∆εδοµένου ότι οι γωνίες των κανονικών πολυγώ-
νων αρχίζουν από τις 60◦ (ισόπλευρο τρίγωνο) και προχωρούν στις 90◦, 108◦, 120◦, ... µε άθροισµα
60+90+108+120 = 378 > 360, το οποίο γίνεται ακόµη µεγαλύτερο για πολύγωνα µε περισσότερες
πλευρές, αποκλείεται γύρω από µία κορυφή να εµφανίζονται περισσότερα από τρία είδη κανονικών
πολυγώνων. Ο πρώτος περιορισµός λοιπόν µπορεί να διατυπωθεί στη µορφή της επόµενης πρότασης.

Πρόταση 12.8.1 Γύρω από κάθε κορυφή ηµικανονικού πολυέδρου µπορούν να εµφανίζονται ως έδρες
το πολύ 3 διαφορετικά είδη κανονικών πολυγώνων.

Οι άλλοι δύο περιορισµοί αντιστοιχούν στις δύο διατάξεις πολυγώνων γύρω από µία κορυφή, που
συνοψίζονται στο επόµενο σχήµα.

3 α

βγ

3
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βγγβ
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α ?(Ι) (ΙΙ) β

Σχήµα 12.8.4: Αδύνατη διάταξη γύρω από κορυφή ηµικανονικού πολυέδρου

Πρόταση 12.8.2 Γύρω από κορυφή ηµικανονικού πολυέδρου η διάταξη τριγώνου, α−γώνου, &−γώνου
και γ−γώνου είναι αδύνατη, όταν α � γ, εκτός της περίπτωσης 3 = α = & � γ.

Απόδειξη : Για την απόδειξη αρκεί να προσπαθήσουµε να τοποθετήσουµε πολύγωνα γύρω από το
τρίγωνο. Αναπόφευκτα ϑα προκύψει η κατάσταση του σχήµατος 12.8.4-ΙΙ, όπου η γωνία στη ϑέση
του ερωτηµατικού δεν µπορεί να καθορισθεί, δεδοµένου ότι τα πολύγωνα είναι κανονικά άρα έχουν
ίσες γωνίες και γύρω από κάθε κορυφή πρέπει να εµφανίζεται ο ίδιος συνδυασµός πολυγώνων και µε
την ίδια διάταξη. Η περίπτωση (3,3,3, n) είναι, ωστόσο, δυνατή και συµβολίζει τα αντιπρίσµατα µε
ϐάση κανονικό n−γωνο, ο.ε.δ.

Πρόταση 12.8.3 Γύρω από κορυφή ηµικανονικού πολυέδρου η διάταξη α−γώνου, µε α περιττό ακέ-
ϱαιο, &−γώνου και γ−γώνου µε γ � & είναι αδύνατη.
Απόδειξη : Για την απόδειξη αρκεί, πάλι, να προσπαθήσουµε να τοποθετήσουµε πολύγωνα σύµφωνα
µε αυτή τη διάταξη. Αναπόφευκτα ϑα προκύψει µία κατάσταση, όπως αυτή του σχήµατος 12.8.5-ΙΙ
(α = 5), όπου, στη ϑέση µε ερωτηµατικό, οποιοδήποτε κανονικό πολύγωνο και να ϐάλουµε οδηγεί σε
ασυµβατότητα, ο.ε.δ.
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Σχήµα 12.8.5: Ασυµβατότητα διάταξης γύρω από κορυφή ηµικανονικού πολυέδρου

Θεώρηµα 12.8.1 (Αρχιµήδεια σώµατα) Εκτός των κανονικών πρισµάτων και αντιπρισµάτων, υπάρχουν
13 ακόµη διαφορετικά ηµικανονικά στερεά.

Απόδειξη : Εξετάζουµε τις διάφορες δυνατότητες, προσέχοντας τους προηγούµενους περιορισµούς.
΄Οπως ϑα δούµε αµέσως, οι επόµενες δυνατότητες εξαντλούν όλες τις περιπτώσεις πολυεδρικών γωνιών
που εµφανίζονται σε ηµικανονικά πολύεδρα.

1. ∆ύο είδη πολυγώνων σε κάθε κορυφή
(αʹ) Τρίγωνα + τετράγωνα

i. Τρίγωνα + 1 µόνο τετράγωνο
ii. Τρίγωνα + 2 τετράγωνα
iii. Τρίγωνα + n > 2 τετράγωνα

(ϐʹ) Τρίγωνα + πεντάγωνα
i. Τρίγωνα + 1 µόνο πεντάγωνο
ii. Τρίγωνα + 2 πεντάγωνα

(γʹ) Τρίγωνα + εξάγωνα
i. Τρίγωνα + 1 µόνο εξάγωνο
ii. Τρίγωνα + 2 εξάγωνα

(δʹ) Τρίγωνα + n−γωνα (n ≥ 7)
i. Τρίγωνα + 1 µόνο n−γωνο

ii. Τρίγωνα + 2 n−γωνα
(εʹ) Τετράγωνα + n−γωνα (n ≥ 5)

i. Τετράγωνα + 1 µόνο n−γωνο
ii. Τετράγωνα + 2 n−γωνα

(ϛʹ) Πεντάγωνα + n−γωνα (n ≥ 6)
i. Πεντάγωνα + 1 µόνο n−γωνο
ii. Πεντάγωνα + 2 n−γωνα

2. Τρία είδη πολυγώνων σε κάθε κορυφή

(αʹ) Τρίγωνα + τετράγωνα + n−γωνα
(ϐʹ) m−γωνα +n−γωνα +p−γωνα, χωρίς

τρίγωνα

Σχήµα 12.8.6: Αρχιµήδεια σώµατα-Ι

• (1.α΄. i) Το τετράγωνο έχει γωνίες 90◦ και συνεπώς µπορεί να συνυπάρχει µε, το πολύ, 4 τρί-
γωνα. ∆ιαφορετικά, το συνολικό άθροισµα των εδρών γύρω από την κορυφή ϑα υπερβαίνει τις
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360◦. Κατ᾿ αρχήν λοιπόν οι δυνατές περιπτώσεις είναι οι : (3,3, 3,3, 4), (3,3, 3,4) και (3, 3,4).
Από αυτές η τελευταία είναι αδύνατη (Περιορισµός 12.8.3). Οι άλλες δύο είναι δυνατές και
υλοποιούνται από τον λεγόµενο κολοβό κύβο και το τετραγωνικό αντιπρίσµα αντίστοιχα.

• (1.α΄, ii) Τα δύο τετράγωνα έχουν άθροισµα γωνιών 180◦. Εποµένως, µπορούν να συνυπάρχουν
µε 2 το πολύ τρίγωνα. Προκύπτουν λοιπόν οι περιπτώσεις (3, 3,4, 4), (3,4, 3, 4) και η (3, 4,4).
Η περίπτωση (3,4,3, 4) αποκλείεται λόγω του Περιορισµού 12.8.2. Οι άλλες δύο είναι δυνατές
και υλοποιούνται από το λεγόµενο κυβοκτάεδρο και το τριγωνικό κανονικό πρίσµα αντίστοιχα.

• (1.α΄, iii) Τρία τετράγωνα έχουν άθροισµα γωνιών 270◦. Εποµένως, µπορούν να συνυπάρχουν
µε ένα µόνο τρίγωνο. Η µοναδική λοιπόν δυνατότητα σε αυτή την κατηγορία είναι η (3,4, 4,4),
που υλοποιείται από το λεγόµενο ϱοµβοκυβοκτάεδρο.

• (1.β΄, i) Το πεντάγωνο µε γωνία 108◦ µπορεί να συνυπάρχει µε 4, το πολύ τρίγωνα. ∆ιαφορετικά,
το συνολικό άθροισµα των εδρών γύρω από την κορυφή ϑα υπερβαίνει τις 360◦. Προκύπτουν
λοιπόν οι δυνατότητες (3, 3,3, 3,5), (3, 3,3, 5), (3,3, 5), εκ των οποίων η τελευταία είναι αδύνατη
κατά τον Περιορισµό 12.8.3. Οι δύο άλλες δυνατότητες υλοποιούνται από το λεγόµενο κολοβό
δωδεκάεδρο και το πενταγωνικό αντιπρίσµα.

• (1.β΄, ii) ∆ύο πεντάγωνα σε µια κορυφή έχουν άθροισµα γωνιών 216◦ και µπορούν να συνυ-
πάρχουν µε 2, το πολύ, ισόπλευρα τρίγωνα. Προκύπτουν λοιπόν οι δυνατότητες (3,3, 5,5),
(3,5, 3, 5), (3,5,5), εκ των οποίων η τελευταία είναι αδύνατη κατά τον Περιορισµό 12.8.3. Η
πρώτη αποκλείεται επίσης λόγω του Περιορισµού 12.8.2. Η µόνη δυνατότητα σε αυτή την κατη-
γορία είναι, συνεπώς, η (3,5,3, 5), που υλοποιείται από το ονοµαζόµενο εικοσιδωδεκάεδρο.

• (1.γ΄, i) Το εξάγωνο έχει γωνίες 120◦ και µπορεί να συνυπάρχει µε 3, το πολύ, ισόπλευρα
τρίγωνα. Προκύπτουν λοιπόν οι δυνατότητες (3, 3,3, 6) και (3, 3,6), εκ των οποίων η τελευταία
είναι αδύνατη κατά τον Περιορισµό 12.8.3. Η µόνη δυνατότητα σε αυτή την κατηγορία είναι,
συνεπώς, η (3, 3,3, 6), που υλοποιείται από το εξαγωνικό αντιπρίσµα.

Σχήµα 12.8.7: Αρχιµήδεια σώµατα - ΙΙ

• (1.γ΄, ii) ∆ύο εξάγωνα, µε άθροισµα γωνιών 240◦ µπορούν να συνυπάρχουν µε ένα και µόνο
ισόπλευρο τρίγωνο. Η µόνη δυνατότητα σε αυτή την κατηγορία είναι, συνεπώς, η (3,6, 6), που
υλοποιείται από το κόλουρο τετράεδρο.
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• (1.δ΄, i) Η περίπτωση ενός ακριβώς n−γώνου και τριγώνων, µε n ≥ 7 και γωνίες µεγαλύτερες
των 128◦ επιτρέπει τη συνύπαρξη µε 3, το πολύ, ισόπλευρα τρίγωνα. Οι δυνατότητες σε αυτή
την κατηγορία είναι οι (3,3,3, n), (3, 3, n), εκ των οποίων η δεύτερη είναι αδύνατη λόγω του
περιορισµού 12.8.3 και η πρώτη υλοποιείται από το αντίπρισµα µε ϐάση το κανονικό n−γωνο.

• (1.δ΄, ii) Η περίπτωση δύο ακριβώς n−γώνων και τριγώνων, µε n ≥ 7 και αντίστοιχες γωνίες µεγα-
λύτερες των 128◦ επιτρέπει τη συνύπαρξη µε ένα, το πολύ, ισόπλευρο τρίγωνο. Οι δυνατότητες,
συνεπώς, σε αυτή την κατηγορία αντιστοιχούν στα σύµβολα (3, n, n), τα οποία, για περιττό n
αποκλείονται, λόγω του περιορισµού 12.8.3. Επίσης, λόγω υπέρβασης των 360◦ γύρω από µια
κορυφή, αποκλείονται άρτιοι µεγαλύτεροι του 10. Προκύπτουν λοιπόν σε αυτή την κατηγορία
οι δυνατότητες (3,8, 8) και (3,10, 10), που υλοποιούνται αντίστοιχα από τον κόλουρο κύβο
και το κόλουρο δωδεκάεδρο.

• (1.ε΄, i) Η περίπτωση τετραγώνων και ενός ακριβώς n−γώνου, µε n ≥ 5 είναι η (4,4, n) που
αντιστοιχεί στα κανονικά πρίσµατα µε ϐάση ένα κανονικό n−γωνο.

• (1.ε΄, ii) Η περίπτωση τετραγώνων και δύο ακριβώς n−γώνων, µε n ≥ 5 επιτρέπει ένα µόνο τετρά-
γωνο και επιτρέπει µόνο στερεά µε σύµβολα του τύπου (4, n, n). Αυτά για n ≥ 8 αποκλείονται
διότι δίνουν άθροισµα γωνιών γύρω από την κορυφή µεγαλύτερο των 360◦. Επίσης ο τύπος
(3,7, 7) αποκλείεται λόγω του περιορισµού 12.8.3. Μοναδική λοιπόν περίπτωση σε αυτή την
κατηγορία είναι η (4,6, 6), που υλοποιείται από το κόλουρο οκτάεδρο.

• (1.στ΄, i) Η περίπτωση πενταγώνων και ενός ακριβώς n−γώνου, µε n ≥ 6, ήδη από το αντίστοιχο
σύµβολο (5,5, n) απορρίπτεται διότι τέτοια πολύγωνα δίνουν άθροισµα γωνιών γύρω από την
κορυφή µεγαλύτερο των 360◦.

• (1.στ΄, ii) Για τον ίδιο λόγο η περίπτωση πενταγώνων και δύο ακριβώς n−γώνων, µε n ≥ 6, είναι
δυνατή µόνο για το στερεό µε αντίστοιχο σύµβολο (5,6, 6), που υλοποιείται από το κόλουρο
εικοσάεδρο. Οι προηγούµενες κατηγορίες εξαντλούν όλες τις περιπτώσεις κορυφών ηµικανο-
νικών πολυέδρων όπου εµφανίζονται δύο ακριβώς είδη πολυγώνων.

• (2.α΄) Στην κατηγορία αυτή συµπεριλαµβάνονται πολύεδρα γύρω από τις κορυφές των οποίων
εµφανίζονται τρία είδη πολυγώνων : τρίγωνα, τετράγωνα και n−γωνα µε n ≥ 5. ∆ιακρίνουµε
πάλι τις περιπτώσεις :

1. 1 µόνο τετράγωνο⇒ 2 το πολύ τρίγωνα. Προκύπτουν τα σύµβολα (3,3, 4, n), (3,4, n), που
αποκλείονται, λόγω των περιορισµών 12.8.2 και 12.8.3 αντίστοιχα.

2. 2 ακριβώς τετράγωνα⇒ 1 το πολύ τρίγωνο. Προκύπτουν τα σύµβολα (3,4, 4, n), (3,4, 5,4).
Εκ των οποίων το πρώτο αποκλείεται, λόγω του περιορισµού 12.8.2. Το σύµβολο (3,4,5, 4)
υλοποιείται από το λεγόµενο ϱοµβοεικοσιδωδεκάεδρο.

• (2.β΄) Στην τελευταία αυτή κατηγορία συµπεριλαµβάνονται πολύεδρα γύρω από τις κορυφές των
οποίων εµφανίζονται τρία είδη πολυγώνων, όχι όµως τρίγωνα. Βλέπουµε αµέσως ότι το σύµβολο
(4,4, 5, 6) ορίζει γωνίες γύρω από µια κορυφή, των οποίων το άθροισµα είναι µεγαλύτερο των
360◦. Συνάγεται ότι τα πολύγωνα γύρω από µια κορυφή πρέπει να είναι όλα διαφορετικά και
σύµφωνα µε τον περιορισµό 12.8.3, κανένα δεν µπορεί να περιέχει περιττό αριθµό. Προκύ-
πτουν οι δυνατότητες (4,6, 8) και (4,6, 10) που υλοποιούνται από το κόλουρο κυβοκτάεδρο
και κόλουρο εικοσιδωδεκάεδρο αντίστοιχα.

Η προηγούµενη ανάλυση εξαντλεί όλες τις περιπτώσεις κυρτών πολυεδρικών γωνιών που µπορούν να
εµφανίζονται σε ηµικανονικά πολύεδρα και δείχνει ότι δεν υπάρχουν άλλα από τα αναφερθέντα, ο.ε.δ.

Σχόλιο-1 Το προηγούµενο ϑεώρηµα αφορά τον προσδιορισµό όλων των δυνατών ηµικανονικών πο-
λυέδρων. ∆εν ϑίγει, ωστόσο, το πρόβληµα της ύπαρξης. Για να αντιµετωπισθεί αυτό το Ϲήτηµα, ϑα
πρέπει, όπως κάνει ο Ευκλείδης για τα Πλατωνικά, να γίνει η κατασκευή του κάθε στερεού, ϐάσει
του µήκους της ακµής του ή της ακτίνας της περιγεγραµµένης του σφαίρας. Για τις περισσότερες
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Σχήµα 12.8.8: Αρχιµήδεια σώµατα - ΙΙΙ

κατασκευές, και συγκεκριµένα για όσες χαρακτηρίζονται από το επίθετο κόλουρο, αλλά και το κυ-
ϐοκτάεδρο και εικοσιδωδεκάεδρο, υπάρχει η δυνατότητα αναγωγής στην κατασκευή των Πλατωνικών
σωµάτων. Για παράδειγµα, το κόλουρο τετράεδρο προκύπτει αποκόπτοντας µε απλό τρόπο τις κορυ-
ϕές ενός κανονικού τετραέδρου. Επίσης το κόλουρο κυβοκτάεδρο προκύπτει αποκόπτοντας κορυφές
του κυβοκταέδρου, που προκύπτει παρόµοια από τον κύβο.

Σχόλιο-2 ∆ύο από τα Αρχιµήδεια στερεά, ο κολοβός κύβος και το κολοβό δωδεκάεδρο εµφα-
νίζονται σε δύο, όπως λέγονται, εναντιόµορφες µορφές, που δεν είναι παρά οι κατοπτρικές τους
εικόνες ως προς επίπεδο. Σύµφωνα µε τη συζήτησή µας για την ισότητα στο χώρο (§ 12.5), οι δύο
εναντιόµορφες µορφές καθενός από αυτά τα στερεά είναι ισοµετρικές, αλλά δεν µπορούν να τοποθε-
τηθούν η µία πάνω στην άλλη.

Σχήµα 12.8.9: Φουλερένιο C60, άτοµα άνθρακα διατεταγµένα στις κορυφές κόλουρου εικοσαέδρου

Σχόλιο-3 Τα Αρχιµήδεια σώµατα ήλθαν πάλι στην επικαιρότητα µε την ανακάλυψη στη Χηµεία (1996)
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των ϕουλερένιων, που είναι µόρια άνθρακα, των οποίων τα άτοµα είναι στις κορυφές πολυέδρων.
Το πιο γνωστό είναι το C60 (Σχήµα 12.8.9), που αντιστοιχεί στο κόλουρο εικοσάεδρο ([FC11]).

12.9 Επίλογος

Τα ϐιβλία έχουν τους ίδιους εχθρούς µε τον άνθρωπο : τη ϕωτιά, την
υγρασία, την ανοησία, το χρόνο, και το ίδιο τους το περιεχόµενο.

Paul Valery, Σκέψεις και Αφορισµοί

Κοιτάζοντας πίσω, το υλικό που επεξεργαστήκαµε στο σύνολό του, ϑα διαπιστώσουµε ότι τις περισσό-
τερες ϕορές µας απασχόλησαν, όχι τόσο ιδιότητες που παραµένουν αναλλοίωτες ως προς ισοµετρίες,
αλλά ιδιότητες που παραµένουν αναλλοίωτες ως προς οµοιότητες. Ακόµη και οι µετρήσεις µεγεθών
που διατηρούνται µόνο από ισοµετρίες, όπως είναι µήκη, εµβαδά και όγκοι, µεταβάλλονται µέσω
οµοιοτήτων µε απλό τρόπο, πολλαπλασιάζοντας τα αρχικά µεγέθη αντίστοιχα µε κ, κ2, κ3, όπου κ ο
λόγος της οµοιότητας. ΄Ετσι, ϑα µπορούσε κανείς να διατυπώσει το γενικό κανόνα, ότι η ευκλείδεια
γεωµετρία έχει ως αντικείµενό της το σύνολο των ιδιοτήτων των σχηµάτων του χώρου που παραµέ-
νουν αναλλοίωτες ως προς τις οµοιότητες του χώρου ([Yag62, σ. 4,II]). Υπάρχουν πολλά ενδιαφέροντα
άρθρα και ϐιβλία για την τροπή που πήραν τα πράγµατα και το τι ακριβώς σηµαίνει σήµερα η λέξη
«Γεωµετρία». Θα αναφέρω ένα από τα σηµαντικότερα άρθρα, αυτό του S.S. Chern [Che90], στο οποίο
περιέχονται και παραποµπές σε συναφή άρθρα, καθώς και τα ϐιβλία του Berger [Ber10] και των
Scriba και Schreiber [CS05].

΄Οσον αφορά τις υποδοµές, πάνω στις οποίες στηρίζεται το υλικό που διαπραγµατευθήκαµε, αυτές
υποδηλώνονται σε πολλά και διάφορα σηµεία. Κατ᾿ αρχήν, η ϐασική υποδοµή σε όλο το σύστηµα
της ευκλείδειας γεωµετρίας είναι αυτή των πραγµατικών αριθµών. Πολλές από τις ελλείψεις των
στοιχείων του Ευκλείδη οφείλονται στο ότι, για την ακριβή περιγραφή της δοµής του συνόλου των
πραγµατικών αριθµών (δες το ϑαυµάσιο ϐιβλίο του Αντώνη Τσολοµύτη [Τσο04α]), χρειάσθηκε να
περάσει διάστηµα µεγαλύτερο των δύο χιλιετιών. Οι ευκλείδειες ευθείες είναι, κατά κάποιο τρόπο,
αντίγραφα του συνόλου των πραγµατικών αριθµών. Μία ευκλείδεια ευθεία είναι ένα «µοντέλο» του
συνόλου των πραγµατικών αριθµών, και αντίστροφα, το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών είναι ένα
συγκεκριµένο µαθηµατικό µοντέλο της ευκλείδειας ευθείας. Σε αυτή την αµφίδροµη αντιστοίχιση
στηρίζεται η ιδέα της «αναλυτικής γεωµετρίας» του Καρτέσιου, που παίρνοντας δύο κάθετες ευθείες
στο επίπεδο, το παριστάνει µε το καρτεσιανό γινόµενο R × R. Αµέσως ϕανερώνεται πιο καθαρά η
έννοια του «διανυσµατικού χώρου», που τόσο καιρό χρησιµοποιούσαµε χωρίς να το αναγνωρίζουµε,
δουλεύοντας µε τα κατευθυνόµενα ευθύγραµµα τµήµατα AB, τις τεθλασµένες, τα παραλληλόγραµµα,
τα πολύγωνα, τα µέσα των τµηµάτων, τα κέντρα ϐάρους, που, όλα τους σχετίζονται µε το «άθροισµα»
τέτοιων κατευθυνόµενων τµηµάτων = «διανυσµάτων».

΄Ενας άλλος τοµέας, που στηρίζεται από ένα πλήθος υποδοµών, είναι αυτός των σχέσεων και των
εξισώσεων, που προκύπτουν σχεδόν σε κάθε ϑεώρηµα και άσκηση της ευκλείδειας γεωµετρίας. Τι
είναι αυτές οι εξισώσεις; Ποιες «λύνονται»; Ποιες δεν λύνονται; Γιατί λύνονται αυτές που λύνονται και
δεν λύνονται αυτές που δεν λύνονται; Ερωτήµατα αυτής της ϕύσεως σχετίζονται µε το πότε κατασκευά-
Ϲεται, µε αποκλειστική χρήση κανόνα και διαβήτη, ένα ευθύγραµµο τµήµα µε συγκεκριµένο µέτρο
λ.χ.

√
π ή ένα κανονικό πολύγωνο µε n πλευρές. Τα ερωτήµατα οδηγούν στην άλγεβρα, στη «ϑεωρία

σωµάτων» και στη «ϑεωρία οµάδων», που µε τη σειρά τους οδηγούν σε πλήθος άλλων αλγεβρικών
δοµών.

Την έννοια του «ορίου» τη συναντάµε στη µέτρηση εµβαδών/όγκων πολυγώνων/πολυέδρων και
µηκών απλών καµπυλών, όπως ο κύκλος. Το «µήκος», το «εµβαδόν», ο «όγκος», σε συνδυασµό µε το
όριο, οδηγούν στη «ϑεωρία µέτρου». Κάτω απ᾿ την έννοια του ορίου κρύβεται όλος ο «απειροστικός
λογισµός».

Τέλος, ένας ακόµη τοµέας, που οδηγεί σε σηµαντικές υποδοµές, είναι αυτός των «συµµετριών
ενός σχήµατος». Η δοµή που προκύπτει είναι αυτή της «οµάδος». Πολλές από τις ιδιότητες των
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µετασχηµατισµών που µελετήσαµε, στις «µεταφορές», στις «στροφές», στις «οµοιότητες», µπορούν να
εκφρασθούν ενιαία στη γλώσσα της «ϑεωρίας οµάδων». Ο περιορισµένος αριθµός πλατωνικών ή
αρχιµήδειων σωµάτων λ.χ. οφείλεται στο ότι η οµάδα ισοµετριών της σφαίρας έχει λίγες συγκεκριµένες
«υποοµάδες» µε πεπερασµένα στοιχεία. Στο ϐιβλίο λοιπόν, ϐάζουµε µια καλή αρχή. Κάποιες ϕορές,
κάτω από ένα απλό ϑεώρηµα ή άσκηση, µπορούµε να ϐρούµε, αν σκάψουµε λίγο ϐαθύτερα, µια
ολόκληρη ϑεωρία, ένα νέο κόσµο.
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Βοηθητικοί κύκλοι, 712, 720

Γ
Γενέτειρες, 593, 597, 606, 635, 666, 681,

684, 686
Γενέτειρες κώνου, 595
Γένος πολυέδρου, 653
Γεωµετρία του τριγώνου, 13
Γεωµετρικός µέσος, 158
Γεωµετρικός τόπος, 21, 44, 60, 106, 121, 153,

161, 177, 185, 245, 250, 258, 260
Γνήσια οµοιότητα, 502
ΓΠΓ-κριτήριο, 20, 44, 74, 94, 96
Γραµµή απόστασης, 521
Γωνία ασυµβάτων, 549
Γωνία αµβλεία, 25
Γωνία ανάκλασης, 33
Γωνία κύκλων, 278
Γωνία κυρτή, 8
Γωνία µη-κυρτή, 8
Γωνία οµοιότητας, 503
Γωνία παραλληλίας, 522
Γωνία πεπλατυσµένη, 8
Γωνία πλήρης, 8
Γωνία προσανατολισµένη, 491
Γωνία πρόσπτωσης, 33
Γωνία της ατράκτου, 611
Γωνία του κώνου, 596
Γωνία, ευθεία = Γωνία πεπλατυσµένη, 8
Γωνία, µηδενική, 8
Γωνία, οξεία, 12
Γωνία, ορθή, 12
Γωνίας εσωτερικό, 8
Γωνίας κορυφή, 8
Γωνίας κυρτής, εξωτερικό, 8
Γωνίας πλευρές, 8
Γωνίας, εσωτερικό, 10

Γωνίας, µέτρο σε µοίρες, 9
Γωνίες µεγίστων κύκλων, 611
Γωνίες εφεξής, 9
Γωνίες ίσες, 9
Γωνίες παραπληρωµατικές, 12
Γωνίες πολυγώνου, 95
Γωνίες του σφαιρικού τριγώνου, 613
Γωνίες, απέναντι πλευρών, 14
Γωνίες, κατά κορυφήν, 11
Γωνίες, παραπληρωµατικές, 24
Γωνίες, συµπληρωµατικές, 12, 163, 634, 734
Γωνιών άθροισµα, 9
Γωνιών, ισότητα, 33

∆
∆ελτοειδές, 348
∆έσµη ευθειών, 173
∆έσµη κύκλων, 252, 254
∆έσµη παραγόµενη, 256
∆ευτερεύων κύκλος, 711
∆ιαγώνιος, 74, 95, 97, 138, 393
∆ιαγώνιος παραλληλεπιπέδου, 590
∆ιάκεντρος, 64, 297
∆ιάµεσοι τετραέδρου, 585
∆ιάµεσος, 15, 22, 23, 31, 44, 84, 139, 144,

147, 205, 240
∆ιαµέσων τρίγωνο, 85
∆ιάµετροι της έλλειψης, 710
∆ιάµετροι υπερβολής, 718
∆ιάµετρος, 57, 58, 60, 602
∆ιάµετρος κωνικής, 698
∆ιάµετρος της παραβολής, 702
∆ιατηρεί τον προσανατολισµό, 485, 494, 742,

751, 756, 759
∆ίεδρες ίσες, 566, 574, 586, 635
∆ίεδρες πολυέδρου, 585
∆ίεδρες της τριέδρου, 570
∆ίεδρος, 565, 589, 611
∆ίεδρος αµβλεία, 566
∆ίεδρος οξεία, 566
∆ίεδρος ορθή, 566
∆ίεδρος παραπληρωµατική, 566
∆ίεδρος συµπληρωµατική, 566
∆ιερεύνηση, 70
∆ιευθετούσα, 682
∆ιευθετούσες της έλλειψης, 691
∆ιευθετούσες της υπερβολής, 691
∆ιευθετών κύκλος, 739
∆ικεντρικό τετράπλευρο, 121, 167
∆ιπλός λόγος, 378, 379, 383, 414, 511
∆ιπλός λόγος τεσσάρων ευθειών, 379
∆ιχοτόµος, 9, 15, 22, 23, 35, 45, 53, 62, 69,

102, 108, 146, 161, 206, 207
∆ιχοτοµούντα επίπεδα, 567
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∆υϊκό πλατωνικό σώµα, 589
∆ύναµη αντιστροφής, 275
∆ύναµη σηµείου, 632
∆ύναµη ως προς κύκλο, 237

Ε
Εγγεγραµµένη γωνία, 104
Εγγεγραµµένη κωνική επιφάνεια, 599
Εγγεγραµµένο τετράπλευρο, 114
Εγγεγραµµένος, 97
Εγγεγραµµένος κύκλος, 119
Εγγεγραµµένος κύκλος του αρβήλου, 357
Εγγεγραµµένος κύκλος τριγώνου, 62
Εγγράψιµο σε κύκλο, 114
Εγγράψιµο σε σφαίρα, 609
Εγγύτατες παράλληλες, 514
Εγκάρσιος άξονας, 720
Εγκεντρο, 62, 64, 316, 329
Εδρα, 589
Εδρες διέδρου, 565
Εδρες του πολυέδρου, 585
Εδρες τριέδρου, 570
Εικόνα, 479
Εις άτοπον απαγωγή, 1, 5, 25, 36
Εκκεντρα, 315
Εκκεντρική γωνία, 712
Εκκεντρότητα, 691, 699, 709, 711, 718, 732
Ελάσσων κύκλος, 603, 711
Ελαχιστοποίηση µήκους, 11, 32
Ελικοειδής µετατόπιση, 751, 752
Ελλειπτική δέσµη, 255
Ελλειψη, 248, 666, 681, 685, 689, 698, 709,

712, 717, 733, 738
Εµβαδόν, 137, 142, 148, 461, 639, 646, 650,

656
Εµβαδόν κώνου, 639
Εµβαδόν πολυγώνου, 137
Εµβαδόν του κυλίνδρου, 639, 640
Εµβαδόν του κώνου, 641
Εναντιόµορφη πλακόστρωση, 528
Ενέλιξη, 484
Εξωτερικά σηµεία, 696
Εξωτερική γωνία, 15, 24, 39
Εξωτερική διχοτόµος, 16, 146
Εξωτερικό, 4
Εξωτερικό κέντρο, 270
Εξωτερικό κύκλου, 58
Εξωτερικό σφαίρας, 602
Επαγωγή, 450
Επίκεντρη γωνία, 101
Επίπεδο, 1, 539
Επίπεδο συµµετρίας, 744
Επιπεδοµετρία, 1
Εστία, 682

Εστιακή απόσταση, 709, 718
Εστιακή παράµετρος, 700, 709, 711
Εστίες, 681, 682
Εσωτερικά σηµεία, 696
Εσωτερικό, 4
Εσωτερικό κέντρο, 270
Εσωτερικό κύκλου, 57
Εσωτερικό σφαίρας, 602
Εσωτερικό τριέδρου, 569
Ευθεία, 1, 3
Ευθεία ισοµετρία, 485, 756
Ευθεία οµοιότητα, 502
Ευθεία στο άπειρο, 288, 388, 400, 404, 691
Ευθεία του Euler, 184, 406
Ευθεία του Lemoine, 408
Ευθεία του Newton, 82, 146, 171, 398
Ευθεία του Pascal, 407
Ευθεία του Simson, 345
Ευθεία ϕυγής, 625
Ευθείες κάθετες, 12, 16
Ευθείες του Steiner, 347, 437, 439
Ευθείες, κάθετες, 13
Ευθύγραµµα τµήµατα ίσα, 6
Ευθύγραµµο τµήµα, 3
Εφαπτόµενη, 61, 69, 238
Εφαπτόµενη δέσµη, 255
Εφαπτόµενη της κωνικής, 694
Εφαπτόµενη της σφαίρας, 604
Εφαπτοµενικό τρίγωνο, 212, 268, 288, 408
Εφαπτόµενο επίπεδο, 597, 603
Εφαπτόµενοι κύκλοι, 65
Εφαπτόµενος κώνος, 606

Η
Ηµιεπίπεδα, 3
Ηµιευθεία, 6, 42, 61, 101
Ηµιευθείας, αρχή, 6
Ηµιευθείες αντικείµενες, 6
Ηµιευθείες παράλληλες, 6
Ηµικανονικές πλακοστρώσεις, 526
Ηµιπαράµετρος εύρους, 700, 711
Ηµιπεριφέρεια, 101
Ηµιστροφή, 492
Ηµιτόνου σφαιρικού τύπος, 617
Ηµίχωροι, 539
Ηρων, 320

Θ
Θαλής, 168
Θεµελιώδεις αναλλοίωτοι, 332
Θεόδωρος ο Κυρηναίος, 151
Θετικά προσανατολισµένη, 491
Θετικά προσανατολισµένο, 742
Θετικός ηµιάξονας, 372
Θεώρηµα ηµιτόνων, 197
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Θεώρηµα συνηµιτόνου, 199
Θεώρηµα του Ceva, 180, 384, 389, 393, 404
Θεώρηµα του Droz-Farny, 305
Θεώρηµα του Euler, 328
Θεώρηµα του Morley, 369
Θεώρηµα του Pick, 231
Θεώρηµα του Stewart, 204
Θεώρηµα του Απολλώνιου, 249
Θεώρηµα του ΄Ηρωνα, 320
Θεώρηµα του Θαλή, 168, 170
Θεώρηµα του Μενελάου, 384, 387, 394, 399,

406, 432, 500
Θεώρηµα του Ναπολέοντος, 367
Θεώρηµα του Πάππου, 151
Θεώρηµα του Πτολεµαίου, 338, 341
Θεώρηµα του Πυθαγόρα, 149, 166
Θεώρηµα των τριών Βραχιόνων, 377

Ι
Ιδιόµορφες κωνικές τοµές, 682
Ιπποκράτης, 463
Ισα πολύγωνα, 95
Ισα πρίσµατα, 589
Ισα σφαιρικά τρίγωνα, 613
Ισες άτρακτοι, 611
Ισες γωνίες, 9
Ισες δίεδρες, 566
Ισες σφαίρες, 602
Ισογώνια συζυγία, 392, 420, 438, 476
Ισοι κόλουροι κώνοι, 600
Ισοι κύκλοι, 58
Ισοι κύλινδροι, 594
Ισοι κώνοι, 595
Ισοµετρία, 17, 50, 480, 484, 486, 492, 496,

741, 746, 749, 752, 757, 760
Ισοµετρίες του επιπέδου, 480
Ισοπεριµετρική ανισότητα, 465
Ισόπλευρο, 41, 68, 75, 86, 98, 109, 340
Ισοσκελές, 18, 20–22, 26, 27, 48, 58, 59, 109,

131, 160, 242
Ισοσκελές τραπέζιο, 92
Ισοσκελούς, κορυφή, 18
Ισότητα, 1, 16
Ισοτοµική συζυγία, 392

Κ
Καθ᾿ οµοιότητα µεταβολή, 191, 352, 731
Καθ᾿ οµοιότητα σταθερά, 191
Κάθετα επίπεδα, 566
Κάθετες, 19
Κάθετες πλευρές, 19, 25
Κάθετη στο επίπεδο, 550, 553, 558
Κάθετη τοµή πρισµατικής επιφάνειας, 589
Κάθετος από σηµείο, 31, 68
Κανονικές πολυεδρικές γωνίες, 583

Κανονική πλακόστρωση, 523
Κανονική πυραµίδα, 582
Κανονικό δωδεκάεδρο, 586
Κανονικό εικοσάεδρο, 586
Κανονικό οκτάεδρο, 586
Κανονικό πεντάγωνο, 97, 243
Κανονικό πολύγωνο, 96, 110
Κανονικό πολύεδρο, 586
Κανονικό πρίσµα, 589
Κανονικό τετράεδρο, 586
Καρτέσιος, 441
Κατά κορυφήν τρίεδρες, 572
Κατάκλιση επιπέδου σε άλλο, 592
Κατασκευή τριγώνου, 70, 72, 110, 116, 131,

148, 210, 217, 224, 225, 242, 319,
328, 332, 333, 426, 509

Κατευθύνοντα επίπεδα, 549
Κατεύθυνση, 4
Κατεύθυνση δέσµης ευθειών, 173
Κατοπτρισµός, 482, 743
Κάτοπτρο, 482
Κέντρα Οµοιότητας, 270, 281, 334, 388, 426,

633
Κεντρική προβολή = Προοπτική προβολή, 625
Κέντρο αντιστροφής, 275, 511
Κέντρο ϐάρους, 85, 183
Κέντρο ϐάρους τετραέδρου, 585
Κέντρο δέσµης ευθειών, 173
Κέντρο κανονικού πολυγώνου, 97
Κέντρο οµοιοθεσίας, 183, 189
Κέντρο οµοιότητας, 503
Κέντρο προοπτικότητας, 399
Κέντρο συµµετρίας, 136, 744
Κέντρο σφαίρας, 602
Κέντρο της έλλειψης, 710
Κέντρο της κωνικής, 698
Κέντρο της συµµετρίας, 47
Κέντρο υπερβολής, 718
Κεντροειδές = Κέντρο ϐάρους, 85
Κεντροειδές τετραέδρου, 585
Κογχοειδής του Νικοµήδη, 444
Κοινά αρµονικά, 267, 297
Κοινή κάθετος , 556
Κολοβό πρίσµα, 590
Κόλουρη πυραµίδα, 578
Κόλουρος κώνος, 599
Κορυφές, 74, 95
Κορυφές πολυέδρου, 585
Κορυφές της έλλειψης, 710
Κορυφές του σφαιρικού τριγώνου, 613
Κορυφές υπερβολής, 720
Κορυφή, 393
Κορυφή πυραµίδας, 577
Κορυφή κώνου, 595
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Κορυφή της παραβολής, 702
Κύβος, 586, 590, 634, 676, 760, 765
Κυκλικό = Εγγράψιµο τετράπλευρο, 114
Κυκλικό τµήµα, 462, 672
Κυκλικός τοµέας, 461, 671
Κύκλοι του Tucker, 215
Κύκλος, 57
Κύκλος αντιστροφής, 275, 511
Κύκλος εννέα σηµείων = κύκλος του Euler,

322
Κύκλος οµοιότητας, 273
Κύκλος του Euler, 322
Κύκλος του Taylor, 215
Κυλινδρική επιφάνεια, 593, 606, 685
Κύλινδρος, 594, 606, 639, 644, 682
Κυρτά σφαιρικά πολύγωνα, 648
Κυρτή δίεδρος, 565
Κυρτή ϑήκη, 467
Κυρτή πυραµίδα, 577
Κυρτό, 77, 95, 115
Κυρτό πολύεδρο, 586
Κυρτό πρίσµα, 589
Κωνικές µε κέντρο, 682
Κωνικές τοµές, 411
Κωνική επιφάνεια, 595
Κωνική τοµή, γνήσια, 682
Κώνος, 595
Κώνος πλάγιος κυκλικός, 635

Λ
Λογαριθµική σπείρα, 510
Λόγος, 757
Λόγος οµοιοθεσίας, 183, 499, 756
Λόγος οµοιότητας, 188, 351, 434, 502, 505,

536
Λόγος χρυσής τοµής, 242, 472

Μ
Μεγάλος άξονας, 710
Μέγιστο εµβαδόν, 717
Μεγιστοποίηση γωνίας, 11
Μέγιστος κύκλος, 602
Μείζων κύκλος, 711, 720
Μενέλαος, 384
Μεριά = Ηµιεπίπεδο, 3
Μεσαία σφαίρα, 610
Μεσαία τοµή, 600
Μεσοκάθετο επίπεδο, 552, 556
Μεσοκάθετος, 19, 21, 58, 68, 102, 551
Μέσον, 6, 7, 68
Μεσοπαράλληλο επίπεδο, 560
Μεσοπαράλληλος, 44, 94, 289
Μέσος ανάλογος, 158
Μεταξύ, 1, 4, 6
Μετασχηµατισµός, 17, 479

Μετατιθέµενοι µετασχηµατισµοί, 488
Μεταφορά, 485, 488, 494, 497, 501, 508,

746, 749, 755, 757
Μέτρα Lebesque, 138
Μέτρο διέδρου, 565
Μέτρο σε ακτίνια, 456
Μη τεµνόµενη δέσµη, 255
Μηδενική µεταφορά, 486, 746
Μήκος πλευράς σφαιρικού τριγώνου, 613
Μήκος τεθλασµένης, 30
Μήκος τµήµατος, 6
Μήκος τόξου, 455
Μηνίσκος, 462
Μικρός άξονας, 710
Μικρός κύκλος, 603
Μοίρας λεπτό = Μοίρας πρώτο, 9
Μοίρας, δεύτερο, 9
Μοίρας, πρώτο, 9
Μοίρες, 9
Μονοεδρική πλακόστρωση, 523

Ν
Νεύση, 99, 435
Νικοµήδης, 444

Ο
Ογκος κυλίνδρου, 665
Ογκος κώνου, 666
Ογκος πολυέδρου, ιδιότητες, 653
Ογκος σφαιρικής Ϲώνης, 673
Οδήγηση πολυγώνου, 353, 428
Οδηγός στροφής, 353, 428, 444
Ολισθανάκλαση, 497, 751, 754
Οµογραφική σχέση, 413, 414, 418, 434, 443,

683
Οµοια τρίγωνα, 156, 181, 187, 220, 238, 476,

759
Οµοιοθεσία, 499, 756
Οµοιόθετα πολύγωνα, 189
Οµοιόθετα τρίγωνα, 183
Οµοιότητα, 502, 509, 757, 759
Οµοιότητα ανακλαστική, 502
Οµοιότητα γνήσια, 502, 506, 757
Οµοιότητα ευθεία, 502
Οµοιότητα περιστροφική, 502
Οµοκυκλικά, 239
Οµόλογα σηµεία, 183, 270, 399
Οµοπαραλληλία, 623, 624, 736
Οµόρροπες ηµιευθείες, 42
Οξεία, 25
Ορθή, 107
Ορθή κυκλική κυλινδρική επιφάνεια, 594
Ορθία κωνικής, 700
Ορθικό τρίγωνο, 118, 316
Ορθό πρίσµα, 589
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Ορθογώνια δέσµη, 265
Ορθογώνια υπερβολή, 726
Ορθογώνιο, 88, 139
Ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, 590, 654
Ορθογώνιο τρίγωνο, 19, 22, 44, 149, 157, 163
Ορθογώνιοι κύκλοι, 263
Ορθοδιαγώνιο τετράπλευρο, 154, 303
Ορθοκεντρική τετράδα, 113
Ορθοκεντρικό τετράεδρο, 631
Ορθόκεντρο, 86, 426, 575
Ορθός κυκλικός κώνος, 595
Οριακά σηµεία δέσµης, 255, 259, 262, 267,

280, 297, 516
Ορίζοντας προοπτικός, 625
Οριο ακολουθίας, 448, 449, 452, 455
Ορόκυκλος, 521
Ορος ακολουθίας, 447, 450

Π
π, 453
Πάππος, 21, 151, 403
Παραβολή, 314, 682, 688, 693, 700, 703,

708, 728, 729, 732, 739
Παραβολική δέσµη κύκλων, 255
Παράκεντρα = ΄Εκκεντρα, 315
Παράλληλα επίπεδα, 540
Παράλληλα τµήµατα, 4
Παραλληλεπίπεδο, 590
Παράλληλες, 4, 26, 34, 39, 40, 69
Παράλληλη προβολή = Αξονοµετρική προβο-

λή, 620
Παραλληλόγραµµο, 74, 75, 78, 79, 82, 88,

138, 142, 405
Παράλληλος κύκλος, 603
Παράµετρος της παραβολής, 702
Παράπλευρες ακµές, 577, 589
Παράπλευρες έδρες, 577
Παράπλευρη επιφάνεια, 595
Παράπλευρο εµβαδόν, 639, 679
Παραπληρωµατικές, 40, 43
Παραπληρωµατική τρίεδρος, 615
Παρεγγεγραµµένο πολύεδρο, 610
Παρεγγεγραµµένοι κύκλοι, 315, 319
ΠΓΠ-κριτήριο, 22, 27, 36, 65
Πεδίο ορισµού, 479
Πεδίο τιµών, 479
Πέρας ευθυγράµµου τµήµατος, 4
Περιβάλλουσα, 348, 703, 714, 721, 731
Περιγεγραµµένη κωνική επιφάνεια, 599
Περιγεγραµµένη σφαίρα, 609
Περιγεγραµµένο παραλληλεπίπεδο, 582, 663
Περιγεγραµµένο πολύεδρο, 610
Περιγεγραµµένο τετράπλευρο, 119

Περιγεγραµµένος κύκλος, 59, 90, 97, 103,
115, 160, 259, 295, 604, 705

Περίκεντρο, 59, 86
Περίκυκλος, 59, 240
Περίµετρος, 71, 110, 447, 452, 454
Περίµετρος πολυγώνου, 96
Περιστροφική οµοιότητα, 502
Πλάγιος κυκλικός κύλινδρος, 594
Πλάγιος κυκλικός κώνος, 635
Πλακόστρωση, 523, 651
Πλατωνικά σώµατα, 584, 586, 588, 610, 745,

760, 765
Πλευρές πλήρους τετραπλεύρου, 393
Πλευρές πολυγώνου, 74, 95
Πλευρές σφαιρικού τριγώνου, 613
Πλήρες τετράπλευρο, 393
Πλήρης στροφή = Γωνία πλήρης, 8
Ποδικό τρίγωνο, 350
Πολική κωνικής ως προς σηµείο, 701
Πολικός κύκλος, 290, 397
Πόλος ευθείας, 287
Πόλος ευθείας ως προς κωνική, 701
Πόλος κύκλου, 603
Πολύγωνο, 95
Πολυεδρικές γωνίες πολυέδρου, 585
Πολυεδρική γωνία, 577
Πολύεδρο, 585
Πρίσµα, 589
Πρισµατική επιφάνεια, 589
Πρισµατοειδές, 678
Πρόβληµα του Castillon, 417
Προβολή, 32, 60
Προβολή σηµείου, 553
Προβολή σχήµατος, 553
Προβολή της ευθείας, 568
Προοπτικά τρίγωνα, 399
Προοπτικά ως προς ευθεία, 399
Προοπτική προβολή, 625
Προσανατολισµένη γωνία, 491
Προσανατολισµός, 17, 21, 485
Προσανατολισµός αρνητικός, 17
Προσανατολισµός ϑετικός, 17
Προσηµασµένη απόσταση, 372
Προσηµασµένο µέτρο γωνίας, 491
Προσηµασµένος λόγος, 207, 371
Προσθετικότητα εµβαδών, 138
Πρότυπο, 479
Πρωτεύων κύκλος = Μείζων κύκλος, 711, 720
Πτέρυγα τριγώνου, 147
Πτολεµαίος, 338
Πυθαγόρας, 149, 170
Πυραµίδα, 577
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Ρ
Ριζικό επίπεδο, 632
Ριζικό κέντρο, 247, 410
Ριζικός άξονας, 245
Ριζικός άξονας δέσµης, 255
Ρόµβος, 93, 95, 133, 172, 675

Σ
Σαλινόν, 464
Σηµειακή δέσµη ευθειών, 173, 559
Σηµειακή συµµετρία, 48, 483, 744
Σηµείο, 1, 3
Σηµείο Monge τετραέδρου, 630
Σηµείο επαφής, 61, 65, 603, 604
Σηµείο της ευθείας στο άπειρο, 287, 387, 388,

404
Σηµείο του Brianchon, 410
Σηµείο του Miquel, 349, 353
Σηµείο του Feuerbach, 327
Σκέλη ισοσκελούς, 18, 27, 54, 75, 371
Σπείρα του Θεόδωρου, 151
Σταθερά σηµεία, 275
Σταθερά σηµεία µετασχηµατισµού, 46, 299,

482, 511, 744, 747, 752
Σταθερό σηµείο, 48
Στερεά γωνία, 577
Στερεοµετρία, 1, 539
Στρεβλό Τετράπλευρο, 550, 574
Στροφανάκλαση, 751, 755
Στροφή του επιπέδου, 491, 494, 496, 499
Στροφή του χώρου, 747, 749, 750
Συγκεντρικοί, 64, 103
Συγκεντρικοί κύκλοι, 60, 103, 318, 388, 516,

714
Συζυγείς διάµετροι, 698
Συζυγείς κατευθύνσεις, 698
Συζυγείς χορδές κωνικής, 698
Συζυγής άξονας, 720
Συζυγής υπερβολή, 725
Συµµετρικά ως προς άξονα, 46
Συµµετρικά ως προς σηµείο, 48
Συµµετρικό, 484, 744
Συµµετρικό ως προς σηµείο, 48, 49, 89
Συµµετροδιάµεσο σηµείο τριγώνου, 213
Συµµετροδιάµεσος, 211, 268, 705
Συµπληρωµατικά τόξα, 101
Συµπληρωµατικό τριγώνου, 183
Συνηµιτόνου σφαιρικού 1ος τύπος, 615
Συνηµιτόνου σφαιρικού 2ος τύπος, 617
Σύνθεση µετασχηµατισµών, 479, 483, 487, 493,

497, 501, 508, 514, 532, 537, 741,
745, 746, 748, 752, 756, 759

Σύνθεση, ανάλυση, διερεύνηση, 70
Σφαίρα, 602

Σφαιρικά πολύγωνα, 648
Σφαιρικά πολύεδρα, 609
Σφαιρική Ϲώνη, 647, 673
Σφαιρική υπεροχή, 651
Σφαιρικό πολύγωνο, 613
Σφαιρικό τρίγωνο, 612
Σφαιρικός δακτύλιος, 672
Σφαιρικός τοµέας, 671
Σφαιρικού ηµιτόνου τύπος, 617
Σφαιρικού συνηµιτόνου 1ος τύπος, 615
Σφαιρικού συνηµιτόνου 2ος τύπος, 617
Σχετική ϑέση, 191
Σχήµα, 1, 16
Σχήµατα ίσα, 16, 18, 496, 514

Τ
Τάξη πλακόστρωσης, 526
Ταυτοτικός µετασχηµατισµός, 480
Τεθλασµένη, 30
Τεµνόµενη δέσµη, 255
Τέµνουσα, 4
Τεταρτηµόρια, 565
Τετµηµένη, 372
Τετραγωνισµός του κύκλου, 454
Τετράγωνο, 89, 141, 142, 147
Τετράεδρο, 579
Τετράπλευρο, 77, 146, 167
Τιγώνου, εξωτερικό, 14
Τόξο, 101
Τόξο αντίστοιχο επίκεντρης, 101
Τραπέζιο, 92, 144, 176
Τριγραµµική πολική, 387, 400
Τριγραµµικός πόλος, 387
Τρίγωνα, ίσα, 14
Τριγωνικές ανισότητες, 468
Τριγωνική ανισότητα, 29, 59, 65
Τρίγωνο, 13
Τρίγωνο του Calabi, 423
Τρίγωνο, αµβλυγώνιο, 14, 327, 397
Τριγωνο, αµβλυγώνιο, 86
Τρίγωνο, οξυγώνιο, 14
Τρίγωνο, ορθογώνιο, 25
Τρίγωνο, σκαληνό, 14
Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, 162
Τριγωνοµετρικός κύκλος, 165
Τριγώνου γωνίες, 13
Τριγώνου κατασκευή, 16
Τριγώνου κορυφές, 13
Τριγώνου περίµετρος, 14
Τριγώνου πλευρές, 13
Τριγώνου, δευτερεύοντα στοιχεία, 16
Τριγώνου, εσωτερικό, 14
Τριγώνου, ηµιπερίµετρος, 14
Τριγώνου, κριτήριο ισότητα ΠΓΠ, 20


