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7.  ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

 

7.1 Παραμετροποίηση αντιστρόφων προβλημάτων 
 
Τα διακριτά αντίστροφα προβλήµατα όπως έχουµε δει αντιµετωπίζουν σχέσεις 
παραµέτρων ενός φυσικού προβλήµατος m και µετρήσεις κάποιου µεγέθους d που 
σχετίζεται µε τις παραµέτρους µέσω κάποιας σχέσης ) 0=f(m,d που την έχοµε 

χαρακτηρίσει «µοντέλο».   
Σε προηγούµενα κεφάλαια είδαµε πως µπορεί να αντιµετωπισθεί ένα αντίστροφο 
πρόβληµα όταν το µοντέλο είναι της γραµµικής µορφής   Gm = d . Επίσης είδαµε 
πως µπορούν να ξιοποιηθούν εκ προοιµίου πλροφορίες για παραµέτρους και 
µετρήσεις µε την υπόθεση πάντα του γραµµικού µοντέλου. 

Στο σηµείο αυτό να παρατηρήσοµε ότι το είδος των µετρήσεων είναι σηµαντικός 
παράγοντας για την αντιµετώπιση ενός αντιστρόφου προβλήµατος. ∆ιαφορετικό είδος 
µετρήσεων για τις ίδιες παραµέτρους µπορεί να οδηγήσει σε διαφορετικές εκτιµήσεις 
παραµέτρων. 

Για παράδειγµα ας δούµε την περίπτωση του υπολογισµού της εξίσωσης ευθείας που 

πρέπει να «περνά» από Ν σηµεία που αντιστοιχούν σε ισάριθµα ζεύγη  ( , )i iz d .  Εάν 

θεωρήσοµε ότι τα , 1,..iz i N=  υπολογίζονται ακριβώς αλλά όχι και τα  id   και 

µάλιστα ότι η µέτρηση γίνεται µε πιθανότητα λάθους που ακολουθεί κανονική 
κατανοµή, παίρνοµε λύση ελαχίστων τετραγώνων. Μπορεί όµως να θεωρήσοµε ότι 

τα ακριβή στοιχεία είναι τα  , 1,..id i N=    ενώ το µετρούµενο µε λάθος είναι το z  .  

Εάν εφαρµόσουµε όσα γνωρίζοµε και αναζητήσοµε λύση ελαχίστων τετραγώνων θα 
πάροµε διαφορετική λύση, όπως µπορεί εύκολα κανείς να διαπιστώσει εάν 
επιχειρήσει να εκτιµήσει τις παραµέτρους της ευθείας που αντιστοιχεί στα ζεύγη 
(1,1), (2,2), (3,3), (4,5). Εάν θεωρήσοµε το πρώτο στοιχείο των ζευγών ως την ακριβή 
τετµηµένη θα πάροµε εξίσωση της µορφής 0.5 1.3d z= − + .  Εάν αντίθετα θεωρήσοµε 
το δεύτερο στοιχείο των ζευγών ως την ακριβή τετµηµένη, η νέα παραµετροποίηση 
θα  αντιστοιχίσει το 'z d→ και το 'd z→  και η λύση ελαχίστων τετραγώνων θα 
δώσει  ' 0.309 0.743 'd z= − +  . Με δεδοµένη την αντιστοίχηση στη νέα 
παραµετροποίηση µπορούµε να γράψοµε  ' 0.416 1.34 'z d= − +  Υπάρχει συνεπώς 
σηµαντική διαφορά ανάµεσα στις δύο ευθείες 

Η αλλαγή στην παραµετροποίηση έχει τις εξής συνέπειες στην αντιµετώπιση ενός 
αντιστρόφου προβλήµατος : 
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1. Αλλαγή στη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για τις νέες 
παραµέτρους. 

Ας  υποθέσοµε ότι έχοµε να αντιµετωπίσοµε ένα αντίστροφο πρόβληµα για το οποίο 
γνωρίζοµε ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για τη µέτρηση d ακολουθεί 
οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [0,1] (Σχήµα 7.1) 

 

    P(d)          P(d’) 

 

         1                                                                    1 

  
 
           0                                                                     
                            0                            1           d                              0                         1            d’    
                                   α                                                           β 

Σχήµα 7.1 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για τις d και d’ 

 

Εάν στη νέα παραµετροποίηση θεωρήσοµε ότι παίρνοµε 2'd d= τότε η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας για την 'd  υπολογίζεται από τη γνωστή σχέση  : 

1
( ') ( )

'( )
P d P d

g d
=                                                (7.1)  

για ' ( )d g d= . Έτσι στην περίπτωσή µας έχοµε : 

 ( ') 1/ (2 ')P d d=                                                  (7.2) 

Τα παραπάνω αποτυπώνονται στο σχήµα 7.1β στο οποίο φαίνεται η διαφορά στις δύο 
συναρτήσεις. 

2. Αλλαγή στις εκτιµώµενες τιµές παραµέτρων του αντίστροφου 
προβλήµατος. 

Αυτό το είδαµε ήδη στο παράδειγµα της ευθείας γραµµής όταν ακολουθηθεί η 
µέθοδος επίλυσης µε ελάχιστα τετράγωνα. Μπορούµε να το δούµε και στην 
περίπτωση που ακολουθηθεί η µέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας. 

Στο ανωτέρω παράδειγµα εάν θεωρήσοµε ότι η αλλαγή στην παραµετροποίηση 

αφορά στη παράµετρο m για την οποία ισχύει 2'm m=  και αναζητήσοµε λύση 
µέγιστης πιθανοφάνειας µέσω της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας, βλέποµε ότι 
η παράµετρος m δεν παρουσιάζει µέγιστο ενώ αντίθετα η m’ έχει µέγιστο στο 
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m’=m=0.  Εάν θελήσοµε να υπολογίσοµε το µέσο για τις δύο κατανοµές, θα πάροµε 
διαφορετικά αποτελέσµατα επίσης : 

1 1

0 0

1
[ ] ( )

2
E m mP m m m m= ∂ = ∂ =∫ ∫                                   (7.3)  

1 1

0 0

1 1
[ '] ' ( ') ' ' '

2 3
E m m P m m m m= ∂ = ∂ =∫ ∫                      (7.4) 

Συνεπώς ο αναµενόµενος µέσος του m’ δεν αντιστοιχεί στο τετράγωνο του 
αναµενόµενου µέσου του m. 

Βλέποµε λοιπόν µία ακόµη πτυχή των αντιστρόφων προβληµάτων που σχετίζεται µε 
την ιδιότητά τους να µην είναι καλώς τεθιµένα. Ωστόσο η αλλαγή παραµετροποίησης 
µπορεί να βοηθήσει πολύ στο να αλλάξουµε τη µορφή ενός αντιστρόφου 
προβλήµατος και για παράδειγµα από µη γραµµικό να γίνει γραµµικό και να λυθεί 
ευκολότερα. Στα πρώτα παραδείγµατα των σηµειώσεων είδαµε την περίπτωση της 
αξονικής τοµογραφίας και πως µπορούµε να καταλήξοµε σε ένα προσεγγιστικό 
γραµµικό αντίστροφο πρόβληµα. Θα δώσουµε εδώ ένα ακόµη παράδειγµα πριν 
προχωρήσοµε στην ανάλυση των µη γραµµικών αντιστρόφων προβληµάτων. 

Θεωρείστε ότι παράµετροι και µετρήσεις συνδέονται µέσω της σχέσης 

1 2exp( )i id m m z=                                                (7.5) 

Η αλλαγή στην παραµετροποίηση ' ' '
1 1 2 2ln( ), και  ln( )i im m m m d d= = =  µας 

µεταφέρει σε ένα αντίστροφο πρόβληµα της µορφής 

' ' '
1 2i id m m z= +                                                    (7.6)  

που επιλύεται µε τεχνικές που έχοµε ήδη δει, π.χ. µε ελάχιστα τετράγωνα στην 

περίπτωση που θεωρήσοµε ότι οι µετρήσεις των '
id  υπόκεινται σε λάθη που 

ακολουθούν κανονική κατανοµή. Προσοχή όµως. Η τελευταία υπόθεση συνεπάγεται 

ότι οι αρχικές µετρήσεις id  δεν πρέπει να ακολουθούν κανονική κατανοµή ! Συνεπώς 

η γραµµικοποίηση πρέπει να εφαρµπόζεται µε προσοχή. Έχει συνεπώς µεγάλη 
σηµασία να δούµε πως µπορούν να αντιµετωπισθούν προβλήµατα στα οποία 
µετρήσεις και παράµετροι σχετίζονται µε µη γραµµικές σχέσεις. 
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7.2  Μη γραμμικά αντίστροφα προβλήματα.   

 

7.2.1 Εισαγωγή 

 
Ένα γενικό διακριτό αντίστροφο πρόβληµα για δεδοµένα d διάστασης Ν και 
παραµέτρους m διάστασης Μ είναι της µορφής ) 0=f(m,d . Η µορφή είναι έµµεση 

όπως έχοµε πει αφού δεν διαχωρίζονται τα δεδοµένα από τις µετρήσεις. Υποθέτοµε 
ότι dim( ) p M N= ≤ +f , υπόθεση που δεν είναι µακριά από την πραγµατικότητα στα 

περισσότερα αντίστροφα προβλήµατα που αντιµετωπίζοµε. 
Για να δούµε πως µπορούµε να τα αντιµετωπίσοµε στη γενική περίπτωση θα 
ξεκινήσοµε µε κάποιες υποθέσεις : Θεωρούµε ότι τα δεδοµένα µας d ακολουθούν 
κανονική κατανοµή µε [cov ]d γνωστό και αντίστοιχα έχοµε αρχικές πληροφορίες για 

τις παραµέτρους m  (< >m  και [cov ]m ) που επίσης ακολουθούν κανονική 

κατανοµή.  

∆ηµιουργούµε ένα καινούργιο διάνυσµα [ ]T=x d,m  για το οποίο ο πίνακας 

συνδιακύµανσης περιλαµβάνει τους πίνακες [cov ]d και [cov ]m  σε διαγώνια µπλόκ. 

Γενικά τα µη διαγώνια στοιχεία θα µπορούσαν να είναι µη µηδενικά υποδεικνύοντας 
σχέση ανάµεσα στις παραµέτρους και στις µετρήσεις. ∆εν θα µπούµε σε τόσο ειδικές 
περιπτώσεις πάντως.  

Με βάση όσα γνωρίζοµε µέχρι τώρα, µπορούµε από τις υποθέσεις που κάναµε να 
πάροµε την κατανοµή πιθανότητας του x από τη σχέση : 

11
2( ) exp[ ( ) [cov ] ( )]T

AP x−∝ − − −x x < x > x < x >                      (7.7) 

όπου [ , ]obs T< >= < >x d m  . 

Χρησιµοποιώντας την έννοια της µέγιστης πιθανοφάνειας, θα µπορούσαµε να 

θεωρήσοµε τη συνάρτηση ( )AP x ως συνάρτηση πιθανοφάνειας και να αναζητήσοµε 

λύση στην ελαχιστοποίηση του όρου  1[( ) [cov ] ( )]T x−Φ = − −x < x > x < x >  κάτω από 

τον περιορισµό ) 0=f(x . 

Χρησιµοποιώντας πολλαπλασιαστές Lagrange, παίρνοµε ένα σύστηµα εξισώσεων της 
µορφής : 

1

/ 2 /
p

i j j i
j

x f xλ
=

∂Φ ∂ = ∂ ∂∑                                                  (7.8) 

που γράφεται στη µορφή  

1[ ] [cov ]T − Τ− < > =x x x λ F                                               (7.8α) 
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όπου λ είναι το διάνυσµα των πολλαπλασιαστών Lagrange και F είναι ο πίνακας των 
κλίσεων ∇f . 

Από τη σχέση (7.8α) παίρνοµε διαδοχικά : 

 [ ] [cov ]T Τ− < > =x x x λ F                                                  (7.9) 

[ ] [cov ] T− < > =x x x F λ                                                 (7.9α) 

[ ] [cov ] T− < > =F x x F x F λ                                             (7.9β) 

απ’ όπου έχοµε : 

1( [cov ] ) [ ]T −= − < >λ F x F F x x                                       (7.10) 

Με αντικατάσταση στην 7.9α παίρνοµε : 

1[ ] [cov ] ( [cov ] ) [ ]T T −− < > = − < >x x x F F x F F x x                     (7.11) 

Η εξίσωση αυτή πρέπει να λυθεί ταυτόχρονα µε την ) 0=f(x  για να µας δώσει τις 

τιµές του x  που δικαιολογούν µε τον καλύτερο τρόπο τις µετρήσεις obsd µε δεδοµένα 
τα στατιστικά των παραµέτρων. 

1[ ] [cov ] ( [cov ] ) [ ]T T −− < > = − < > −x x x F F x F F x x f(x)              (7.12) 

Ωστόσο η εξίσωση 7.12 δεν είναι εύκολο να επιλυθεί, αφού τα στοιχεία x βρίσκονται 
και στα δύο µέρη και µάλιστα µε έµµεση µη γραµµική µορφή. 

 

7.2.2 Μία επαναληπτική μέθοδος για την επίλυση του μη γραμμικού 

προβλήματος. 

 
Θα αναφερθούµε στη συνέχεια σε µία επαναληπτική µέθοδο για την επίλυση της 
εξίσωσης 7.12. ∆εν θα συζητήσοµε την απόδειξη της σύγκλισης της µεθόδου, αλλά 

θα αρκεστούµε στην υπόθεση ότι εάν έχοµε µία ένδειξη για ένα αρχικό διάνυσµα 0
estx  

πολύ κοντά στη λύση µέγιστης πιθανοφάνειας, η µέθοδος θα συγκλίνει στο διάνυσµα 
µέγιστης πιθανοφάνειας. 

Ξεκινώντας λοιπόν από το 0
estx , δηµιουργούµε διαδοχικές προσεγγίσεις ως εξής : 

1
1 [cov ] ( [cov ] ) [ ]est T T est est

n n n n n n n
−

+ =< > + − < > −x x x F F x F F x x f(x )          (7.13) 

όπου τα µεγέθη µε δείκτη n υπολογίζονται για τις τιµές est
nx . 
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Η διαδικασία απλοποιείται εάν έχοµε άµεση µη γραµµική µορφή για το αντίστροφο 
πρόβληµα, δηλαδή όταν υπάρχει σχέση της µορφής : 

( )=d g m                                                    (7.14)  

όπου η µη γραµµικότητα αποδίδεται µέσω της διανυσµατικής συνάρτησης g. 

Στην περίπτωση αυτή παίρνοµε : 

 { }1 ) [est g est est
n n n n n

−
+ =< > + − + − < >m m G d g(m G m m                      (7.15) 

όπου 

{ }
{ }

1

11 1 1

[cov ] [cov ] [cov ]

[cov ] [cov ] [cov ]

g T T
n n n n

T T T
n n n

−−

−− − −

= + =

= +

G m G d G m G

m G d G G d
                        (7.16)  

Τα στοιχεία του πίνακα nG  αντιστοιχούν στις παραγώγους [ ] /n ij i jg m= ∂ ∂G , 

1,... και 1,...i N j M= =  και υπολογίζονται για τα στοιχεία του διανύσµατος est
nm . 

Σηµειώνουµε εδώ ότι τα ανωτέρω ισχύουν για ακριβή θεωρία. Επίσης σηµειώνουµε 
ότι ο υπολογισµός του [cov ]m  δεν είναι εύκολος για µη κανονική κατανοµή του  

est
nm  (η υπόθεση για κανονική κατανοµή αφορά στα στατιστικά του m). Ωστόσο µε 

την υπόθεση πάντα για µικρές διαφορές ανάµεσα σε m και est
nm µπορούµε να 

χρησιµοποιήσοµε τη γραµµική σχέση : 

T[cov ] [cov ] [ ][cov ][ ]est g g T
n n n n n

− − + − −m G d G I R m I R≃                 (7.17) 

όπου g
n n n

−=R G G  . 

Σηµειώνουµε τέλος ότι επαναληπτικές σχέσεις για τον υπολογισµό του estm  µπορούν 
να προκύψουν εάν θεωρήσοµε ανάπτυγµα Taylor στη µη γραµµική σχέση ( )=d g m  

γύρω από µια αρχική τιµή est
nm . Έχουµε αγνοώντας όρους τάξης 2

1[ ]est
n n+− = ∆m m m  

και ανώτερους : 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ]est est est est
n n n n n+∇ − = + −g m g m g m m g m G m m≃               (7.18) 

Εποµένως γράφοµε : 

                    1 ( )est
n n n+∆ = −G m d g m                                         (7.19) 

και 

1 1
est est
n n n+ += + ∆m m m                                         (7.20) 
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Ωστόσο η σχέση 7.19 µας παραπέµπει σε γραµµικό αντίστροφο πρόβληµα της 
µορφής που έχοµε συναντήσει ήδη σε προηγούµενα κεφάλαια. Συνεπώς µπορεί να 
λυθεί µε κάποια από τις µεθόδους που έχοµε επεξεργαστεί στια παρούσες 

σηµειώσεις. Με αρχική υπόθεση για το 0
estm  συνεπώς προκύπτουν διαδοχικά οι 

εκτιµήσεις για τα est
nm .   

Ως εφαρµογή ας δούµε την απλή περίπτωση που έχοµε δεδοµένα ασυσχέτιστα µε 

ενιαία διασπορά 2
dσ  χωρίς εκ προοιµίου πληροφορία για τις παραµέτρους. Ο 

συνδυασµός της λύσης της 7.19  µε ελάχιστα τετράγωνα και της 7.20 θα µας δώσει 
λύση της µορφής : 

 1
1 [ ] [ ( )]est est T T est

n n n n n n
−

+ = + −m m G G G d g m                           (7.21) 

Κλείνοντας το εισαγωγικό κεφάλαιο για τα µη γραµµικά αντίστροφα προβλήµατα 
υπογραµµίζοµε ότι οι απλοποιηµένες θεωρήσεις που είδαµε µέχρι τώρα αφορούν 
περιπτώσεις που τα σηµεία µέγιστης πιθανοφάνειας είναι καλά ορισµένα και οι 

αρχικές εκτιµήσεις για τη λύση estm  κοντά στα εν λόγω σηµεία. ∆υστυχώς στα 

περισσότερα προβλήµατα η συνάρτηση πιθανοφάνειας παρουσιάζει πολλά τοπικά 
µέγιστα και η επιλογή ανάµεσα σε αυτά της βέλτιστης λύσης δεν είναι πάντα εύκολη. 

Αντίστοιχα οι αρχικές εκτιµήσεις για το estm  µπορεί να οδηγήσουν σε τοπικά µέγιστα 

που δεν αντιστοιχούν στη βέλτιστη λύση. 

Για όλους αυτούς τους λόγους η συζήτηση για την επίλυση µη γραµµικών 
αντιστρόφων προβληµάτων είναι στην πραγµατικότητα ατέρµων και εξειδικεύεται 
ανάλογα µε το είδος του αντίστροφου προβλήµατος, χρησιµοποιώντας την ανάλυση 
της θεωρίας (µοντέλου). 

  

 

 

 

 

 

 

 


