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2. Γράφοµε τις ανωτέρω σχέσεις για 1,...q M= σε διανυσµατική µορφή : 

2 T=m G λ                                                      (3.30)  

3. Επειδή ισχύει παράλληλα και d = Gm , αντικαθιστώντας το m από την 3.30 
στην αρχική εξίσωση παίρνοµε : 

/ 2T =  d G G λ                                                (3.31)  

4. Εάν ο πίνακας TGG που έχει διαστάσεις Μ x Μ αντιστρέφεται, µπορούµε να 
εκφράσοµε µέσω αυτού τους πολλαπλασιαστές Lagrange. 

1
2 T −
 =  λ GG d                                             (3.32) 

5. Με αντικατάσταση της 3.32 στην 3.30 παίρνοµε τη λύση (ελαχίστου µήκους) 

1est T T −
 =  m G GG d                                         (3.33) 

Ως προς την αντιστρεψιµότητα του πίνακα TGG , από τη Γραµµική Άλγεβρα 
γνωρίζοµε ότι αρκεί οι γραµµές του G να είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Αυτό όµως 
εξασφαλίζεται από την υπόθεση για ένα καθαρά υπο-ορισµένο αντίστροφο πρόβληµα 
χωρίς ασυνέπειες. 

ΑΣΚΗΣΗ  Επιλύστε το πρόβληµα 3.26 µε την αρχή του ελαχίστου µήκους.  

 

3.6 Μεικτά ορισμένα προβλήματα 
 
Τα περισσότερα διακριτά αντίστροφα προβλήµατα δεν είναι ούτε καθαρά υπο-
ορισµένα, ούτε καθαρά υπερ-ορισµένα. Εάν υπήρχε η δυνατότητα οι άγνωστες 
παράµετροι να οµαδοποιηθούν έτσι ώστε να οριστούν δύο οµάδες από τις οποίες η 
πρώτη να έχει τις παραµέτρους που µε βάση τις µετρήσεις είναι υπερ-ορισµένες και 
στην άλλη να έχοµε τις υπο-ορισµένες παραµέτρους, θα ήταν θεωρητικά εφικτό να 
δηµιουργήσοµε ένα νέο γραµµικό σύστηµα →Gm = d G'm' = d'  όπου ο νέος 
πίνακας G' µπορεί να διαχωριστεί ως : 

 
→  

 

o

u

G 0
G'

0 G
 έτσι ώστε το γραµµικό σύστηµα να πάρει τη µορφή : 

     
=     

     

o 0 0

u u u

G 0 m d

0 G m d
                                                (3.34) 

µε τους δείκτες ο και u να υποδηλώνουν το υπερορισµένο (overdetermined) και υπο-
ορισµένο (underdetermined) τµήµα του προβλήµατος. Στην περίπτωση αυτή µπορεί 
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κανείς να λύσει το πρόβληµά του χωριστά για το υπερορισµένο και υποορισµένο 
τµήµα µε τεχνικές όπως αυτές που αναφέραµε ήδη. 

Μια δυνατότητα αυτής της µορφής δεν πάντα εύκολη. Μπορούµε όµως να ορίσουµε 
µια αντικειµενική συνάρτηση που να λαµβάνει υπ’ όψιν της τόσο το κριτήριο των 
ελαχίστων τετραγώνων όσο και το κριτήριο του ελάχιστου µήκους ( ή κάτι ανάλογο). 
Μια συνάρτηση αυτής της µορφής είναι η : 

2 2( ) T TE Lε εΦ = + = +m e e m m                                         (3.35) 

όπου ο συντελεστής 2ε ορίζει τη σχετική βαρύτητα που έχουν τα ελάχιστα τετράγωνα 
σε σχέση µε το ελάχιστο µήκος. Εάν ο συντελεστής αυτός είναι µεγάλος, τονίζεται το 
υποορισµένο τµήµα του προβλήµατος αφού η ελαχιστοποίηση της Φ µας οδηγεί σε 
λύσεις ελαχίστου µήκους. Εάν πάλι είναι µικρός, τονίζεται η λύση ελαχίστων 
τετραγώνων και εάν τείνει στο 0 δεν λαµβάνεται ουσιαστικά υπ΄όψιν ο περιορισµός 
του µήκους των παραµέτρων. Είναι προφανές ότι από την εµπειρία σε ορισµένα 
προβλήµατα µπορεί να οριστεί κατάλληλο ε ανά περίπτωση. 

Παραγωγίζοντας την Φ ως προς τις παραµέτρους m µε διαδικασία ανάλογη µε αυτές 
που παρουσιάσαµε, οδηγούµαστε στην έκφραση της λύσης για τις παραµέτρους m ως 

2 1[ ]est T Tε −= +m G G Ι G d                                            (3.36) 

όπου Ι είναι ο διαγώνιος µοναδιαίος πίνακας ΜxΜ. 

Η λύση αυτή ονοµάζεται λύση ελαχίστων τετραγώνων µε απόσβεση (damped least 
square solution) µια και µέσω του ε, έχει «αποσβεσθεί» η επίδραση του υπο-
ορισµένου τµήµατος του προβλήµατος. 

 

3.7 Λύσεις αντιστρόφων προβλημάτων με χρήση ζυγισμένων 
μετρικών μήκους 
 
Σε πολλές περιπτώσεις (µάλλον στις περισσότερες)  η αρχή του ελαχίστου µήκους 
δεν είναι ικανοποιητική ακόµη και σε ένα καθαρά υπο-ορισµένο πρόβληµα αφού 
αναφέρεται σε ειδική περίπτωση φυσικής ερµηνείας των προς ανάκτηση 
παραµέτρων. Εάν όµως υπάρχει πληροφορία ότι οι προς ανάκτηση παράµετροι 
εκφράζουν ένα φυσικό µέγεθος του οποίου γνωρίζοµε (για παράδειγµα) τη µέση τιµή, 
ή µια τιµή κοντά στην πραγµατική για όλες τις παραµέτρους, είναι φυσικό να 
περιµένουµε οι προς ανάκτηση παράµετροι να µην απέχουν πολύ από αυτή. 
∆ηµιουργούµε λοιπόν µία καινούργια νόρµα µήκους 'L  οριζόµενη από τη σχέση : 

' ( ) ( )TL = − −m m m m                                             (3.37) 
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όπου µε m  συµβολίζοµε τις εκ προοιµίου (a priori) γνωστές τιµές της παραµέτρου 

m . Η ελαχιστοποίηση της νέας αυτής νόρµας θα µας δώσει τις λύσεις που θα 
απέχουν το ελάχιστο από τις γνωστές τιµές.  

Πρόσθετη πληροφορία µπορούµε να έχοµε σε ό,τι αφορά την οµαλότητα των 

παραµέτρων. ∆ηλαδή το πόσο µεταβάλλονται οι γειτονικές παράµετροι ( jm  σε σχέση 

µε την 1jm + αλλά και µε την 1jm − ).. Ένα µέτρο για αυτή τη µεταβολή είναι  η διαφορά 

1j jm m −−  , Η διαφορά αυτή προκύπτει από την έννοια της σχέσης διαφορών πρώτης 

τάξης για διακριτές συναρτήσεις. Εάν επιθυµούµε οµαλότητα µεγαλύτερης τάξης, 
µπορούµε να ανατρέξουµε στις σχέσεις διαφορών δεύτερης τάξης που είναι 

1 12j j jm m m− +− + . Οι σχέσεις αυτές προέρχονται από αναπτύγµατα Taylor που 

χρησιµοποιούνται για να προσεγγίσει κανείς πρώτες και δεύτερες παραγώγους 
συνεχών συναρτήσεων µε διακριτό τρόπο. Μικρές τιµές παραγώγων λοιπόν 
σηµαίνουν µικρές διαφορές και οµαλές µεταβολές των τιµών των συναρτήσεων. Στην 
περίπτωσή µας µικρές διαφορές σηµαίνουν οµαλές µεταβολές παραµέτρων. 

Η οµαλότητα λοιπόν µπορεί να εκφραστεί µέσω σχέσεων της µορφής : 

1
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I D m                          (3.39) 

όπου Dκαι 'D είναι πίνακες οµαλότητας (flatness matrices) για τις περιπτώσεις που 
αναφέραµε παραπάνω. 

Θεωρώντας τώρα µια καινούργια µέτρηση µήκους από τη σχέση :  

                         [ ] [ ]Tw T T T T
mL = = = =I I Dm Dm m D Dm m W m  ,                  (3.40) 
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µπορούµε να την αντικαταστήσοµε στις προηγούµενες εκφράσεις που είδαµε και στις 
οποίες υπήρχε µέτρηση µήκους παραµέτρων, προκειµένου να εξασφαλίσουµε και την 
ισχύ του πρόσθετου περιορισµού της οµαλότητας. Η νέα όµως µέτρηση µήκους δεν 
είναι κανονική νόρµα, αφού µπορεί να πάρει µηδενική τιµή και για µη µηδενικά 

διανύσµατα m (π.χ. για διανύσµατα ίσων όρων). Ο πίνακας T
m =W D D  είναι ένας 

όρος ζύγισης (weighting factor). O όρος αυτός µπορεί να εισαχθεί και σε άλλες 
µετρήσεις µήκους όπως η 'L  (3.37), και να µας οδηγήσει σε λύσεις επαρκούς 
οµαλότητας κοντά σε αρχικές (γνωστές) τιµές παραµέτρων  

' ( ) ( )w T
mL = − −m m W m m                                   (3.41) 

Τέλος να σηµειώσουµε ότι ανάλογος όρος ζύγισης µπορεί να εισαχθεί και στη λύση 
ελαχίστων τετραγώνων όταν υπάρχει πληροφορία π.χ. για αυξηµένη ακρίβεια 
κάποιας µέτρησης. Τότε η µέτρηση αυτή µπορεί να ληφθεί περισσότερο υπ’ όψιν µε 
κατάλληλη ζύγιση της σηµασίας της. ∆ηµιουργούµε έτσι ένα καινούργιο διαγώνιο  
πίνακα µε µη µηδενικά στοιχεία 1 και µεγαλύτερα (ή µικρότερα) του 1 ανάλογα µε 
την αξιοπιστία των µετρήσεων.  Ο όρος ζύγισης στην περίπτωση αυτή συµβολίζεται 

µε eW και το λάθος εκτίµησης γίνεται w T
eE = e W e. 

Στα επόµενα πινακοποιούµε τις λύσεις που έχοµε δεί µέχρι τώρα όταν 
χρησιµοποιηθεί ο πίνακας ζύγισης. 

Λύση ελαχίστων τετραγώνων                   Καθαρά υπερ-ορισµένο πρόβληµα 

Ελαχιστοποίηση της w T
eE = e W e 

1est T T
e e

−
 =  m G W G G W d  

Λύση ελαχίστου µήκους µε a-priori πληροφορία                   Καθαρά υπο-
ορισµένο πρόβληµα 

Ελαχιστοποίηση της ' ( ) ( )w T
mL = − −m m W m m  

1est T T
m m

−
 = +  −   m m W G GW G d G m  

Λύση ελαχίστων τετραγώνων µε a-priori πληροφορία και απόσβεση  
                       Μεικτό πρόβληµα 

Ελαχιστοποίηση της 2 '' w wE LεΦ = +  

11 1 2 1est T T
m m eε

−− − − = + +  −   m m W G GW G W d G m  
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Φυσικά όλες οι παραπάνω σχέσεις δίδονται µε την υπόθεση ότι υπάρχουν οι 
αναφερόµενοι αντίστροφοι πίνακες. 

3.8 Άλλοι τύποι εκ προοιμίου (a-priori) πληροφορίας. 
 
Υπάρχουν περιπτώσεις αντιστρόφων προβληµάτων στις οποίες γνωρίζοµε ότι ισχύει 
µία σχέση ανάµεσα στις παραµέτρους. Σχέσεις  της µορφής Fm = h είναι σχετικά 
εύκολο να εισαχθούν στο πρόβληµα. Εάν για παράδειγµα δεχτούµε ότι ο µέσος όρος 

των παραµέτρων είναι γνωστός και παίρνει την τιµή 1h  έχοµε : 

[ ] [ ]
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= = = 
 
 
 
  

Fm h                                       (3.42)  

Μια άλλη ανάλογη περίπτωση είναι όταν γνωρίζοµε ότι µια συγκεκριµένη 

παράµετρος (ας πούµε η jm ) παίρνει δεδοµένη τιµή. Αυτό το πρόβληµα δεν µπορεί 

πολλές φορές  να αντιµετωπισθεί µε εξαίρεση της δεδοµένης παραµέτρους από την 
διατύπωση του αντιστρόφου προβλήµατος, όπως θα µπορούσε να φανταστεί κανείς. 
Στην περίπτωση αυτή, έχοµε µια απλή διατύπωση της γραµµικής σχέσης : 
 

[ ] [ ]

1

2

1

.
0 0 . 1 . 0

.
j

M

m

m

h
m

m

 
 
 
 

= = = 
 
 
 
  

Fm h                                     (3.43) 

Πολλές φορές ζητάµε την επίλυση ενός αντίστροφου γραµµικού προβλήµατος µε την 
αρχή των ελαχίστων τετραγώνων, γνωρίζοντας ότι θα πρέπει οι παράµετροι να 
σχετίζονται µε σχέσεις της µορφής Fm = h . Αυτού του είδους τα προβλήµατα 
µπορούµε να τα αντιµετωπίσουµε είτε προσθέτοντας τις παραπάνω εξισώσεις ως 

γραµµές στο σύστηµα Gm = d και ορίζοντας τον πίνακα ζύγισης eW  ώστε αυτές οι 

εξισώσεις να έχουν περισσότερο βάρος (ιδανικά άπειρο) σε σχέση µε τις υπόλοιπες, 
είτε µε τους πολλαπλασιαστές Lagrange. Θα αναφερθούµε στην τελευταία αυτή 
περίπτωση : 
 
Ζητάµε την επίλυση ενός αντιστρόφου γραµµικού προβλήµατος έτσι ώστε να 

ελαχιστοποιείται το «λάθος» TE = e e µε τον περιορισµό : 0=Fm -h . Ορίζουµε τη 
συνάρτηση : 
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2

1 1 1 1

2
pN M M

i ij j ij j
i j i j

d G m F m hιλ
= = = =

   
= − + −   

   
∑ ∑ ∑ ∑Φ(m) ,                         (3.44) 

όπου έχοµε p περιορισµούς και ιλ  είναι οι πολλαπλασιστές Lagrange. 

Παραγωγίζοντας ως προς τις παραµέτρους και ζητώντας οι παράγωγοι να είναι 0, 
παίρνοµε : 

1 1 1 1

2 2 2 0, 1,...
pM N N

i jq ji iq i iq
i j i iq

m G G G d F q M
m ιλ

= = = =

∂
= − + = =

∂ ∑ ∑ ∑ ∑
Φ(m)

.             (3.45) 

 
Στις ανωτέρω Μ εξισώσεις προστίθενται και οι p εξισώσεις των περιορισµών για να 
πάροµε το σύστηµα  : 
 

0

T T T    
=    

    

mG G F G d
λF h

                                          (3.46) 

 
που επιλυόµενο µας δίδει τόσο τις προς ανάκτηση παραµέτρους όσο και τους 
πολλαπλασιαστές Lagrange. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  Υπολογισµός της εξίσωσης ευθείας όταν αυτή περνά από 
δεδοµένο σηµείο. 
 
Θεωρείστε το πρόβληµα του υπολογισµού των παραµέτρων της εξίσωσης ευθείας 

1 2y m m z= +  όταν γνωρίζοµε ότι αυτή θα πρέπει να περνά από το ζεύγος των 

σηµείων ( ', ')z d , όπως αποτυπώνεται στο σχήµα 3.4 

 
 

                 

                                       ( ', ')z d  
d                                                     
 

                                                     

 

 

                                                                                                                           

        

 

 
                                                                                                  z 

Σχήµα 3.4 Υπολογισµός εξίσωσης ευθείας που περνά από το σηµείο ( ', ')z d  
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Στην περίπτωσή µας έχοµε 1p =  περιορισµό της µορφής  :  

 

1 2' 'd m m z= +                                                           (3.47) 

που γράφεται ως : 
 

1

2

[1 '] [ ']
m

z d h
m

 
= = = 

 
Fm .                                            (3.48) 

 
Η εξίσωση 3.46 στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιώντας τους πίνακες που είδαµε 
στην παράγραφο 3.4.1 γράφεται ως : 
 

1
2

2

1

'

1 ' 0 '
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i i i i

N z m d

z z z m z d
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 Σ Σ   
    Σ Σ = Σ    
        

                                         (3.49) 

 
και ο υπολογισµός των παραµέτρων και του µοναδικού συντελεστού Lagrange 
δίδεται από τη σχέση : 
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i i i i

m N z d

m z z z z d
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                                       (3.50) 

 
  


