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5. ΜΕΘΟΔΟΙ ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΑΣ 

 

5.1 Η συνάρτηση μέγιστης πιθανοφάνειας 

Έστω µία τυχαία µεταβλητή d η οποία αντιπροσωπεύει την µέτρηση κάποιας 
συγκεκριµένης ποσότητας µε πραγµατική αλλά άγνωστη τιµή θ  σε ένα πείραµα που 

εκτελείται N φορές. Οι µετρήσεις που λαµβάνονται id  αποτελούν τα στοιχεία ενός 

διανύσµατος d
�

. Εάν οι µετρήσεις γίνονται σε περιβάλλον θορύβου ή µε όργανα που 

ενδέχεται να εµφανίζουν λάθος µέτρηση, τότε οι τιµές id δεν θα είναι κατ΄ ανάγκη 

ίσες µε την πραγµατική τιµή της ποσότητας. Εάν η πιθανότητα η µέτρηση id  να 

πάρει την τιµή θ  είναι ( ; )d iP d θ , η πιθανότητα όλες οι µετρήσεις να πάρουν την τιµή 

θ , µε δεδοµένο ότι η πιθανότητα κάθε µέτρηση να πάρει την εν λόγω τιµή είναι 
ανεξάρτητη οποιασδήποτε άλλης είναι : 

1 2 1( , ,.... ; ) ( ; ) ( ; )d N d d NP d d d P d P dθ θ θ= ⋅⋅⋅⋅                             (5.1) 

Ορίζουµε ως συνάρτηση  πιθανοφάνειας (likelihood function) ( ; )L dθ
�

την ανωτέρω 

έκφραση της από κοινού πιθανότητας των µετρήσεων d
�

. 
 

1 2 1( ; ) ( , ,.... ; ) ( ; ) ( ; )d N d d NL d P d d d P d P dθ θ θ θ= = ⋅⋅⋅⋅
�

                  (5.2) 

 
Η τιµή της θ  που µεγιστοποιεί την συνάρτηση πιθανοφάνειας, ονοµάζεται εκτίµηση 
µέγιστης πιθανοφάνειας; (maximum likelihood estimate) µια µπορεί να βρεθεί 
παραγωγίζοντας την L ως προς θ  και ελέγχοντας ότι η δεύτερη παράγωγος είναι 
µικρότερη του 0 : 
 

2

2
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= <                                               (5.3) 

 

Εάν η d
�

ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή m και διασπορά 2σ , η έκφραση 
της συνάρτησης πιθανοφάνειας γίνεται : 
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Η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας για την µέση τιµή m προκύπτει από την 5.3. 
Παράλληλα µπορούµε να ζητήσουµε και την εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας για 
την διασπορά, από τον ίδιο τύπο. 

Η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας εκφράζει την µέση τιµή της κατανοµής 
πιθανότητας των µετρήσεων που δικαιολογούν µε τον καλύτερο τρόπο τις µετρήσεις. 
Με άλλα λόγια, γνωρίζοντας την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των µετρήσεων 
ως προς τη µορφή της (εδώ έχοµε κανονική κατανοµή), αναζητούµε τις παραµέτρους 
της κατανοµής που να δίνει µετρήσεις όσο το δυνατόν κοντύτερα σε αυτή που 
αναµένεται να συγκεντρώνει τη µέγιστη πιθανότητα. 

Πολλές φορές χρησιµοποιούµε τον λογάριθµο της συνάρτησης πιθανοφάνειας ως την 
προς µεγιστοποίηση συνάρτηση, καθώς ο λογάριθµος της L είναι συνάρτηση µε ίδια 
χαρακτηριστικά µονοτονίας σε σχέση µε την L.  Εποµένως µπορούµε να εκφράσουµε 
τις παραγώγους της 5.3 ως προς ln( )L . Έτσι παίρνοµε : 

2 2
2
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1
' ln( ) ln(2 ) ( )

2 2 i
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L L d m
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= = − − −∑                                  (5.5) 
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Θέτοντας τις παραγώγους από τις 5.6 και 5.7 ίσες µε 0, παίρνοµε τις εκτιµήσεις 

µέγιστης πιθανοφάνειας για m και 2σ  που είναι αντίστοιχα : 

1

1 N
est

i
i

m d
N =

= ∑                                                             (5.8) 

και                                       2 2

1

1
( )

N
est

i
i

d m
N

σ
=

= −∑                                                (5.9)  

που αποτελούν τις γνωστές εκφράσεις για την µέση αριθµητική τιµή και την τυπική 
απόκλιση (standard deviation) της δειγµατοληψίας. Επισηµαίνεται ότι η εκτίµηση 
µέγιστης πιθανοφάνειας των µετρήσεων συµπίπτει µε τον αριθµητικό µέσο, λόγω της 
υπόθεσης που κάναµε για κανονική κατανοµή. 
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5.2 Εκτιμήσεις μέγιστης πιθανοφάνειας για το γραμμικό 

αντίστροφο πρόβλημα. 
 
Θα δούµε τώρα πως υλοποιούνται οι ανωτέρω έννοιες στο γραµµικό αντίστροφο 
πρόβληµα της µορφής Gm = d . Υποθέτοµε ότι οι µετρήσεις του προβλήµατος 
υπακούουν σε µία κανονική κατανοµή της µορφής : 
 

11
2( ) exp ( ) [cov ] ( )TP − ∝ − d d - Gm d d - Gm                         (5.10) 

 
Ο όρος Gm µπορεί να θεωρηθεί ότι αντιπροσωπεύει κάτι ανάλογο µε τον µέσο των 

µετρήσεων ( d ) (δείτε εξίσωση 2.14). Ωστόσο εδώ έχει τη σηµασία των εκτιµήσεων 

των µετρήσεων για δεδοµένο m. Εποµένως µπορεί να δει κανείς την διαφορά 
obs pre

ie= − =d - Gm d d .  

 
Η µεγιστοποίηση της ( )P d  αντιστοιχεί σε ελαχιστοποίηση της ποσότητας 

1( ) [cov ] ( )T −d - Gm d d - Gm . Η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας λοιπόν στην 

περίπτωσή µας θα δώσει ένα estm  το οποίο επιβεβαιώνει µε τον καλύτερο τρόπο τις 
µετρήσεις. Με άλλα λόγια η βέλιστη λύση για τις παραµέτρους m, είναι η λύση 
ελαχίστων τετραγώνων για ένα καθαρά υπερορισµένο πρόβληµα, στην οποία η 
έκφραση του «λάθους» των µετρήσεων έχει ζυγιστεί µε τον αντίστροφο του πίνακα 

συνδιακύµανσης. ∆ηλαδή 1[cov ]e
−=W d . Εάν όλες οι µετρήσεις είναι ασυσχέτιστες 

και έχουν την ίδια διασπορά, τότε   2[cov ] dσ=d I  και η λύση µέγιστης πιθανοφάνειας 

είναι η απλή λύση ελαχίστων τετραγώνων. Εάν έχοµε µετρήσεις ασυσχέτιστες αλλά 

µε διαφορετική διασπορά ( 2
diσ ) τότε το λάθος εκτίµησης είναι  

 

2 2

1

N

di i
i

E eσ −

=

=∑                                                       (5.11)  

 

5.3 Εκ προοιμίου κατανομές 

Εάν το πρόβληµα είναι υποορισµένο, δεν υφίσταται η λύση ελαχίστων τετραγώνων. 
Όπως έχουµε δει, θα πρέπει να εισαχθούν αρχικές συνθήκες ως προς τις 
παραµέτρους, που εδώ µπορούν να πάρουν τη µορφή πιθανοθεωρητικών κατανοµών. 
Στην περίπτωση αυτή θα πρέπει να αξιοποιήσουµε τη συνάρτηση κατανοµής 

πιθανότητας ( )AP m εφ’ όσον είναι γνωστή, οπότε έχοµε πληροφορία για την µέση 

τιµή των παραµέτρων αλλά και για τη διασπορά τους. Συνδυάζοντας αυτή την 
πληροφορία µε την αντίστοιχη για τις µετρήσεις, µπορούµε να βρούµε την εκτίµηση 
µέγιστης πιθανοφάνειας που βελτιστοποιεί εκτιµήσεις παραµέτρων και µετρήσεων. 
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Συνήθως οι κατανοµές πιθανότητας παραµέτρων και µετρήσεων είναι ασυσχέτιστες, 
συνεπώς, η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας εκφράζεται µέσω της σχέσης : 

( ) ( ) ( )A AP P P=m,d m d                                           (5.12) 

Εάν εφαρµοστεί µέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας σε συνάρτηση που προκύπτει από 
την 5.12, σηµειώνουµε ότι δεν έχει ληφθεί υπ’ όψιν της το «µοντέλο» που 
χαρακτηρίζει το αντίστροφο πρόβληµα, δηλαδή η σχέση που συνδέει παραµέτρους 
και µετρήσεις, αλλά µόνο η πληροφορία για τις κατανοµές πιθανοτήτων. 

Στο σχήµα 5.1 παρουσιάζονται καµπύλες ίσης πιθανότητας για µία παράµετρο και 
µία µέτρηση σε ένα σχετικό πρόβληµα. Οι καµπύλες εκτείνονται γύρω από το σηµείο 

( , )obs apd m που δίνει τη µέγιστη πιθανότητα συνδυασµού µέτρησης και παραµέτρου. 

                      d 

 

 

               obsd  

 

 

 

                                                                                   
apm                                        m 

Σχήµα 5.1 Από κοινού συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας για µετρήσεις και  
                 παραµέτρους 

 

5.4 Εκτιμήσεις μέγιστης πιθανοφάνειας για ακριβή θεωρία. 

Εάν στην πληροφορία για κατανοµές πιθανοτήτων µετρήσεων και παραµέτρων 
προστεθεί και η σχέση που συνδέει τις δύο ποσότητες (είτε γραµµική είτε µη 
γραµµική), έχοµε και µία επί πλέον πληροφορία που θα πρέπει να αξιοποιήσοµε. Εάν 
η θεωρία αυτή είναι ακριβής, γνωρίζοµε µε σιγουριά την επιφάνεια (σε ένα 
πολυεπίπεδο χώρο) στην οποία πρέπει να αναζητηθεί η βέλτιστη λύση. Η θεωρία 
εκφράζεται στη γενική περίπτωση των διακριτών προβληµάτων από µία σχέση της 
µορφής : g(m) = d (που δεν είναι κατ’ ανάγκην γραµµική). Σχηµατικά, βλέποµε τη 

διαφοροποίηση σε σχέση µε την προηγούµενη περίπτωση στο σχήµα 5.2 όπου στις 
καµπύλες ίσης πιθανότητας παραµέτρων και δεδοµένων όπως αυτές έχουν δοθεί «εκ 
προοιµίου), έχει προστεθεί και η επιφάνεια (γραµµή σε δύο διαστάσεις) που εκφράζει 
τη σχέση ανάµεσα σε παραµέτρους και µετρήσεις. Η βέλτιστη λύση πρέπει να 
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αναζητηθεί πάνω σε αυτή τη γραµµή και µπορεί να µας δώσει βέλτιστο σηµείο 

( , )pre estd m διαφορετικό από το προηγούµενο. 

                        d 

 

 

               obsd  
                   pred  

 

 

 

                                                                                   
apm estm                                       m 

Σχήµα 5.2 Από κοινού συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας για µετρήσεις και  
                 παραµέτρου ςµε ακριβή θεωρία (µοντέλο). 

 

5.5 Εκτιμήσεις μέγιστης πιθανοφάνειας για μη ακριβή θεωρία. 

Εάν το µοντέλο που συνδέει παραµέτρους και µετρήσεις δεν είναι ακριβές, τότε 
µπορεί να εκφραστεί µέσω οικογένειας επιφανειών διαφορετικής πιθανότητας, εφ΄ 

όσον βέβαια γνωρίζοµε µία κατανοµή πιθανότητας ( )gP m d µε κέντρο µία σχέση της 

µορφής g(m) = d . Πρέπει να προσέξοµε στην έκφραση της ( )gP m d ότι, έχοµε µία 

πιθανότητα υπό συνθήκη, δηλαδή έχοµε την πιθανότητα η θεωρία να προβλέπει τις 
µετρήσεις d όταν δίδονται οι παράµετροι m. Στην περίπτωση αυτή ζητάµε να 
υπολογίσοµε παραµέτρους και µετρήσεις µε την αρχή της µέγιστης πιθανοφάνειας, 
ορίζοντας µία νέα συνάρτηση πιθανοφάνειας : 

( ) ( ) ( )T g AP P P=m,d m d m,d                                      (5.13) 

που δικαιολογείται από το γεγονός ότι η εκ προοιµίου κατανοµή πιθανότητας 
παραµέτρων και µετρήσεων είναι ανεξάρτητη από την κατανοµή πιθανότητας της 
θεωρίας. 

Αξίζει να προσέξοµε ότι µε βάση την αρχή της µέγιστης πιθανοφάνειας, υπολογίζοµε 
ταυτόχρονα βέλτιστες παραµέτρους και µετρήσεις, και όχι µόνο πατραµέτρους όπως 
κάναµε π.χ. στην περίπτωση των ελαχίστων τετραγώνων. Έτσι οι εκτιµήσεις των 
παραµέτρων µε τις δύο προσεγγίσεις µπορεί να είναι διαφορετικές. 

Εάν ολοκληρώσουµε την έκφραση της συνάρτησης πιθανοφάνειας από την 5.13 ως 
προς τις µετρήσεις d, προβάλουµε ουσιαστικά την συνάρτηση στο επίπεδο d=0 : 
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( ) ( )p TP P= ∂∫m m,d d                                                 (5.14) 

Σε περίπτωση ακριβούς θεωρίας, η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας που δίδει η 5.14 
δεν είναι διαφορετική από αυτή που δίδεται εάν µεγιστοποιήσοµε την 5.12 στην 
επιφάνεια που ορίζει η ακριβής θεωρία. 

 

 

                      ( )pP m  

 

 

                                   

                                                                          
estm   

               Σχήµα 5.3 Η κατανοµή ( )pP m
�

. Το µέγιστο της κατανοµής ορίζει την εκτίµηση  

                                µέγιστης πιθανοφάνειας estm . 


