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( ) ( )p TP P= ∂∫m m,d d                                                 (5.14) 

Σε περίπτωση ακριβούς θεωρίας, η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας που δίδει η 5.14 
δεν είναι διαφορετική από αυτή που δίδεται εάν µεγιστοποιήσοµε την 5.12 στην 
επιφάνεια που ορίζει η ακριβής θεωρία. 

 

 

                      ( )pP m  

 

 

                                   

                                                                          
estm   

               Σχήµα 5.3 Η κατανοµή ( )pP m
r

. Το µέγιστο της κατανοµής ορίζει την εκτίµηση  

                                µέγιστης πιθανοφάνειας estm . 

 

5.6 H απλή περίπτωση με κανονική κατανομή και γραμμική 

θεωρία 

 

Υποθέτοµε ότι δεν υπάρχει κάποια πληροφορία για την ( )AP m αλλά ότι τα δεδοµένα 

ακολουθούν κανονική κατανοµή, που σηµαίνει : 

11
2( ) exp[ ( ) [cov ] ( )]obs T obs

AP −∝ − − −d d d d d d .                          (5.15) 

Εάν δεν υπάρχει λάθος στο µοντέλο που έχει επιλεγεί και για το µοντέλο ισχύσει η 
σχέση Gm = d , η στατιστική κατανοµή εκφράζεται µε συνάρτηση δέλτα της µορφής 
: 

( ) [ ]gP δ=m d Gm - d                                                 (5.16) 

Η συνάρτηση πιθανοφάνειας θα είναι τότε : 

11
2( , ) exp[ ( ) [cov ] ( )] [ ]obs T obs

TP δ−∝ − − −m d d d d d d Gm - d              (5.17) 

Ολοκληρώνοντας ως προς d παίρνοµε από τις ιδιότητες της συνάρτησης δέλτα : 

11
2( ) exp[ ( ) [cov ] ( )]obs T obs

TP −∝ − − −m Gm d d Gm d                  (5.18) 

H µεγιστοποίηση της συνάρτησης πιθανοφάνειας συνεπώς στην περίπτωση αυτή, 
αντιστοιχεί σε λύση ελαχίστων τετραγώνων. 
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5.7 Η Γενική γραμμική περίπτωση με κανονικές κατανομές. 

 

Υποθέτοµε ότι για όλες τις κατανοµές ισχύουν οι σχέσεις : 

11
2( ) exp[ ( ) [cov ] ( )]T

AP −∝ − − −m m < m > m m < m >                 (5.19) 

11
2( ) exp[ ( ) [cov ] ( )]obs T obs

AP −∝ − − −d d d d d d                             (5.20) 

11
2( ) exp[ ( ) [cov ] ( )]T

gP −∝ − − −m d d Gm g d Gm                        (5.21) 

Μπορούµε να αποδείξουµε ότι η συνδυασµένη κατανοµή που δίνει και τη συνάρτηση 
πιθανοφάνειας είναι επίσης κανονική : 

( ) ( ) ( ) ( )T g A AP P P P=m m d m d                                      (5.22) 

Με βάση την αρχή της µέγιστης πιθανοφάνειας, µπορούµε τώρα να δώσουµε λύση 
για τις εκτιµήσεις των παραµέτρων από τη σχέση : 

[ ] [ ]est g obs g− −= + − = + −m m G d G m G d I R m                  (5.23) 

όπου 

{ }
{ } { }

1

1 11 1

[cov ] [cov ] [cov ] [cov ]

[[cov ] [cov ]] [cov ] [cov ] [cov ]

g T T

T T

−−

− −− −

= + +

= + + +

G m G d g G m G

G d g G m G d g
    (5.24) 

Σηµειώνουµε ότι οι δύο µορφές του γενικευµένου αντίστροφου πίνακα είναι 
ισοδύναµες. 

Ο πίνακας συνδιακύµανσης των παραµέτρων υπολογίζεται από την παρατήρηση ότι 
οι παράµετροι προκύπτουν ως γραµµικός συνδυασµός παρατηρήσεων και εκ 
προοιµίου δεδοµένων και προκύπτει ως : 

[cov ] [cov ] [ ][cov ][ ]est g gT T− −= + − −m G d G I R m I R                  (5.25)  

που διαφέρει από προηγούµενες αντίστοιχες εκφράσεις (βλ. 3.52) ως προς την 
ύπαρξη της εκ προοιµίου πληροφορίας για τις προς ανάκτηση παραµέτρους. 
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5.8 Ειδικές περιπτώσεις 

 
Θα εξετάσοµε τώρα τη µορφή που παίρνει η λύση µέγιστης πιθανοφάνειας σε 
ορισµένες απλές περιπτώσεις : 

5.8.1 Ακριβή δεδομένα και ακριβές μοντέλο (θεωρία) 

Εάν υποθέσομε ότι ισχύει 
2 2 0d gσ σ= =  στη γενική περίπτωση που έχομε εκ προοιμίου 

πληροφορία για τις παραμέτρους, παίρνομε λύση της μορφής : 

 [ ]est g obs−= + −m G d I R m                                          (5.16) 

όπου η έκφραση του γενικευµένου αντιστρόφου εξαρτάται από το είδος του 
προβλήµατος (υπερ-ορισµένο ή υπο-ορισµένο) κατά τα γνωστά. Με την ίδια λογική, 
ο δεύτερος όρος στην έκφραση του 5.16 είναι 0 όταν έχοµε ένα υπερ-ορισµένο 
πρόβληµα µε ακριβείς µετρήσεις που σηµαίνει ότι η λύση µέγιστης πιθανοφάνειας 
δεν λαµβάνει υπ’ όψιν της την αρχική πληροφορία για τις παραµέτρους. Φυσικά στην 
περίπτωση του υπο-ορισµενου προβλήµατος η πληροφορία αυτή συµµετέχει στη 
λύση. 

5.8.2 Μη ακριβές μοντέλο και μη ακριβή δεδομένα. 

Μια άλλη ακραία περίπτωση (µη ρεαλιστική ωστόσο σε πρακτικές εφαρµογές) είναι 
να έχοµε τελείως ανακριβές µοντέλο και τελείως ανακριβή δεδοµένα. Τότε βέβαια θα 

ισχύει  2 2,d gσ σ→∞ →∞  και η λύση μέγιστης πιθανοφάνειας προέρχεται αποκλειστικά 

από την αρχική πληροφορία : 

est =m m                                                           (5.17) 

 5.8.3 Μη ακριβής αρχική πληροφορία για τις παραμέτρους. 

Μπορεί να έχοµε και µια άλλη ακραία περίπτωση σύµφωνα µε την οποία δεν 
εµπιστευόµαστε την αρχική πληροφορία για τις παραµέτρους. Αυτό είναι ισοδύναµο 

µε το να θεωρήσουµε ότι ισχύσει µια σχέση της µορφής 2
mσ →∞ . 

Όπως μπορεί να δειχθεί στην περίπτωση αυτή παίρνομε λύσεις μέγιστης πιθανοφάνειας 

της μορφής : 

1 1[ ] { [ ] }est T T obs T T− −= + −m G GG d I G GG G m                             (5.18) 

που αντιστοιχεί σε λύση ελαχίστου µήκους και έχει τη µορφή της 5.16. Μπορεί να 
δειχτεί ότι για υπερορισµένο πρόβληµα µε τις ίδιες υποθέσεις παίρνοµε πάλι λύση της 
µορφής 5.16 µε αλλαγή της µορφής του γενικευµένου αντίστροφου πίνακα.  

 


