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Θεωρούμε το πρόβλημα Sturm-Liouville που ορίζεται στο ίδιο 
διάστημα με τη συνάρτηση Green με την εξίσωση 

και τις αντίστοιχες οριακές συνθήκες
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Δείξαμε ότι

Εξίσωση ορισμού της συνάρτησης Green στο διάστημα  [a,b]  

Αντίστοιχο πρόβλημα Sturm-Liouvilee
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Θεωρούμε 

Συνάρτηση Green μιγαδική

Πόλοι στο μιγαδικό επίπεδο του λ
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Ακουστική εξίσωση με μη 
ομογενή όρο

Θεωρούμε σημειακή 
αρμονική πηγή στο 
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Η ομογενής Helmholtz στο κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων

Η εξίσωση Helmholtz στο κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων με 
σημειακή πηγή
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Πρέπει να εκφράσουμε την πηγή στο κυλινδρικό σύστημα
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Η εξίσωση Helmholtz με σημειακή αρμονική πηγή στο 
κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων



6η  διάλεξη 16

sin cosx r  =

, ,r  

sin siny r  = cosz r =

2 sinJ r =

dxdydz J drd d =

0 0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )x x r r

J
       − = − − −

0 0 0 02

1
( ) ( ) ( ) ( )

sin
x x r r

r
       


− = − − −

2

22

2 4

)(1

r

r
pk

dr

dp
r

dr

d

r 


−=+








Σφαιρική συμμετρία  p(r)
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Απλός κυματοδηγός

Δεν υπάρχει επανακτινοβολία ενέργειας από το άπειρο

Ελεύθερη επιφάνεια

Ακλόνητη επιφάνεια
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λ σταθερά χωρισμού
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Συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld
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ΘΕΩΡΗΜΑ :  Έστω              οι συναρτήσεις Green που επιλύουν 
τα προβλήματα Π1a και Π1b αντίστοιχα. Τότε η λύση του 
προβλήματος του απλού κυματοδηγού (Πρόβλημα Π1) δίδεται 
από τη σχέση

όπου       είναι κατάλληλη καμπύλη στο μιγαδικό επίπεδο που 
λαμβάνεται με τη θετική φορά.          
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Θέλομε να αποδείξουμε



6η  διάλεξη 25

r

rr
drrG

i
C









2

)(
),,(

2

1 0

01

−
−= )(),,(

2

1
002 zzdzzG

i
C

−= 




2 22 2
2 1 1 2

2 2 12 2 2 2

2 22 2

1 1 2
1 2 2 1 1 22 2

1 1 1 1

2 2 2

1 1 1
{ }

2 2 2 2

C C C

C C C C

d G dG d Gp p p
k p G d G d G d

r r r z i dr ir dr i dz

d G dG d Gk k
G G d G d G d G G d

i i dr r dr i dz i

  

   

  
  

   
   

  
+ + + = − − −

  

− = − + − − =

  

   

−=






C

dzzGrrG
i

zzrrp ),,(),,(
2

1
),,,( 020100



6η  διάλεξη 26

2 2
2

2 2

2

1 0 2 1 2 2 0

2 2

1 2 1 2 0 2 1 22

2

1 2 0 1 1 2

1

1 1 1
{ ( )} { ( )}

2 2 2

1 1
( )

2 2 4 2

1 1
( )

2 2 2
l

C C

C C C C

C C C

p p p
k p

r r r z

G r r G d G k G G z z d
i r i

k k
G G d G G d r r G d G G d

i i ir i

k
G G d z z G d G G d

i i i

 

   



     
  

     
   

    
  

  
+ + + =

  

= − − − − − − + − −

− = + − +

− + − −

 

   

 

0 2 0 12

1 1
( ) ( )

4 2
C C

r r G d z z G d
ir i



 

   
 

= − + −



 

2

1 1
12

1 1
( )

2

d G dG
G r

dr r dr r
 


+ + = −

2
22

2 02
( ) ( )

d G
k G z z

dz
 + − = − −



6η  διάλεξη 27

2 2
2

0 2 0 12 2 2

1 1 1
( ) ( )

4 2
C C

p p p
k p r r G d z z G d

r r r z ir i
 

   
 

  
+ + + = − + −

    

0 22

1
( ) 0

4
rC

r r G d
ir
 

 +

− =

1η επιλογή
0

1 0

( )1
( , , )

2 2
rC

r r
G r r d

i r


 

 +

−
= −Ιδιόμορφα σημεία της G1

( ) ( )
2 2

2

0 1 0 02 2

1 1 1
( )

2 2
C

p p p
k p z z G d r r z z

r r r z i r


   
 

  
+ + + = − = − − −

   

0 0r =



6η  διάλεξη 28

2 2
2

0 2 0 12 2 2

1 1 1
( ) ( )

4 2
C C

p p p
k p r r G d z z G d

r r r z ir i
 

   
 

  
+ + + = − + −

    

0 1

1
( ) 0

2
zC

z z G d
i
 

 −

− =

2η επιλογή 2 0 0

1
( , , ) ( )

2
zC

G z z d z z
i

  
 −

= − −

0 0r =

Ιδιόμορφα σημεία της G2

( ) ( )
2 2

2

0 2 0 02 2 2

1 1 1
( )

4 2
C

p p p
k p r r G d r r z z

r r r z ir r


   
 

  
+ + + = − = − − −

   



6η  διάλεξη 29

2
2

02

1 1
( ) ( ) ( )

2

p p
r k p r z z

r r r z r
 



  
+ + = − −

  

−=






C

dzzGrrG
i

zzrrp ),,(),,(
2

1
),,,( 020100

0 0r =

Να υπολογίσουμε G1 και G2
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