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Οριακές συνθήκες

Κυματική εξίσωση ;
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Δεν υπάρχει επανακτινοβολία ενέργειας από το άπειρο
(Sommerfeld Radiation Condition)
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Επαναδιατύπωση της ακουστικής εξίσωσης σε χωρίο με 
μεταβολή της πυκνότητας

Θυμίζουμε 

Ομογενής ακουστική εξίσωση σε χωρίο σταθερής 
πυκνότητας: 

Ομογενής ακουστική εξίσωση σε 
χωρίο μεταβλητής  πυκνότητας: 

Θα θεωρήσουμε 
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Κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων με αξονική συμμετρία
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Η εξίσωση Helmholtz με πηγή
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Συνθήκη στη διεπιφάνεια

Για λόγους απλότητας του συμβολισμού θα χρησιμοποιήσουμε στη 
συνέχεια το συμβολισμό για τη χωρική εξάρτηση της 

ταχύτητας και της ακουστικής πίεσης  αντίστοιχα 

Για αρμονική διέγερση
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Τα δύο ακουστικά μέσα βρίσκονται σε συνεχή επαφή : 
Συνέχεια της κάθετης συνιστώσας της ταχύτητας των στοιχειωδών 

σωματιδίων
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Δεν υπάρχει επανακτινοβολία ενέργειας από το άπειρο
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Θεωρούμε το πρόβλημα Sturm-Liouville για τη συνάρτηση
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Ιδιόμορφο πρόβλημα Sturm-Liouville
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Μία συνάρτηση f(z) οριζόμενη στο ίδιο διάστημα, μπορεί να αναπαρασταθεί 
μέσω της σχέσης
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Σε μεγάλες αποστάσεις αγνοούμε το συνεχές φάσμα
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Λύνουμε την εξίσωση χωριστά για 0<z<h και για z>h

*=1,2

Και εφαρμόζουμε συνολικά όλες τις οριακές 
συνθήκες και τις συνθήκες στη διεπιφάνεια z=h

Δεν εμφανίζεται η πυκνότητα !

Υπολογισμός Ιδιοτιμών-Ιδιοσυναρτήσεων
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Περιορισμός ιδιοτιμών για διάδοση κύματος στο νερό και 
απόσβεση σε μεγάλο βάθος

2 1c c

Αναγκαία συνθήκη
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f= 50 Hz
h=100 m
c1 =1500 m/sec
c2=1700 m/sec
ρ1=1000 kg/m3
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Οι ιδιοσυναρτήσεις μπορεί να κανονικοποιηθούν

Από την κανονικοποίηση θα προκύψει η σταθερά Α’
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Αντικατάσταση της αναπαράστασης στην κυματική εξίσωση

0

0

(1/ ) και     mu dz


 



9η  διάλεξη 31

2 2

2 2
1 1 10 0 00 0 0

20
0

1 10 0 0 00 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1 1
( ) ( ) .

2

N N N
n n n

m n m n m n

n n n

N N
n

m n m n n m

n n

d A dA d u
u u dz u u dz u A dz

dr r dr dz

d du
u A dz u k u A dz u r z z dz

z dz r

  


 

    

  

= = =

  

= =

+ + −

+ = − −


    

   

2

02

0 0

1 1 1
( ) ( )

2 ( )
m m m m m

d d
A A A r u z

dr r dr r z
 

 
+ + = −

0 0 1( )z =
(1)

0 0( ) ( )m mu z u z= Για πηγή στο νερό

)(
2

1

)()(

1

)( 0

)1(

1

0

)1(

1

0

)1(

1

2

2

r
r

A
zu

A
zudr

d

r
A

zudr

d
m

m

mm

m

m

m








−=








+








+











9η  διάλεξη 32

)(
2

1

)()(

1

)( 0

)1(

1

0

)1(

1

0

)1(

1

2

2

r
r

A
zu

A
zudr

d

r
A

zudr

d
m

m

mm

m

m

m








−=








+








+









Εξίσωση για τη συνάρτηση Green 1
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Η εξίσωση και οι συνθήκες είναι ακριβώς αυτές που μελετήσαμε στον απλό 
κυματοδηγό !
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Για μεγάλες αποστάσεις r
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Pekeris

Πηγή στο νερό A’από κανονικοποίηση
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