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1.4 Λύσεις αντιστρόφων προβλημάτων. 

 

Ο τρόπος παρουσίασης της λύσης ενός αντίστροφου προβλήµατος µπορεί να διαφέρει 
ανάλογα µε τη «φιλοσοφία» επίλυσης που ακολουθείται και τη δυνατότητα παροχής 
πρόσθετης πληροφορίας σχετικά µε τη λύση. 

• Εκτιµήσεις των παραµέτρων. 

Η απλούστερη µορφή που µπορεί να πάρει η λύση ενός αντίστροφου προβλήµατος 
είναι µε συγκεκριµένα αριθµητικά στοιχεία να αποτελούν το διάνυσµα m  των προς 

ανάκτηση παραµέτρων. Για παράδειγµα [1.2,3, 4,...1.5]T=estm . Συνήθως οι 

εκτιµήσεις αυτής της µορφής είναι οι πλέον χρήσιµες ως λύσεις ενός αντίστροφου 
προβλήµατος. ∆εν δίνουν όµως πρόσθετη πληροφορία για το ενδεχόµενο οι 
εκτιµήσεις αυτές να είναι προσεγγιστικές ή να έχουν µεγάλο περιθώριο ασάφειας. 

• Οριακές τιµές 

Εάν είναι δυνατή η εκτίµηση ακραίων τιµών είτε χρησιµοποιώντας απόλυτη είτε 
πιθανοθεωρητική έννοια, τότε µπορεί η λύση του αντίστροφου προβλήµατος να 

δίδεται στη µορφή π.χ. 11.1 1.3m≤ ≤ . Εάν η θεώρηση είναι πιθανοθεωρητική µπορεί 

η ανωτέρω έκφραση να σηµαίνει ότι η πιθανότητα να βρίσκεται η παράµετρος 1m  

ανάµεσα στις δύο παρατιθέµενες τιµές είναι συγκεκριµένη. Έτσι µπορεί να γράφοµε 

: 1 1.2 0.1estm = ±  και να εννοούµε ότι η πιθανότητα η παράµετρος 1m  να βρίσκεται 

ανάµεσα στο 1.1 και στο 1.3 είναι 95 %. 

• Κατανοµές Πιθανοτήτων 

Εάν θεωρήσοµε ότι  οι παράµετροι είναι τυχαίες µεταβλητές και έχοµε τη δυνατότητα 
να υπολογίσοµε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (δείτε επόµενο κεφάλαιο), 
για κάθε παράµετρο, µπορεί να δώσουµε τις σχετικές συναρτήσεις ως λύσεις του 
αντίστροφου προβλήµατος. Στην πράξη αυτό δεν είναι πολύ βολικό γιατί µε εξαίρεση 
κατανοµές που παρουσιάζουν χαρακτηριστικές µοναδικές κορυφές η πληροφορία που 
δίνει η κατανοµή δεν είναι άµεσα αξιοποιήσιµη στις εφαρµογές. 

• Σταθµισµένες µέσες τιµές παραµέτρων 

Σε πολλές περιπτώσεις, ένα αντίστροφο πρόβληµα µπορεί να δώσει καλύτερες 
απαντήσεις για συνδυασµούς (π.χ. γραµµικούς) παραµέτρων, οι οποίες µπορεί να 
υπολογιστούν ευκολότερα αλλά και να έχουν νόηµα για τις εφαρµογές. Μπορεί για 

παράδειγµα εάν το διάνυσµα των παραµέτρων είναι το 1 2[ , ]Tm m=m , αντί να 

υπολογιστεί χωριστά κάθε παράµετρος, να είναι ευκολότερο να υπολογιστεί µια µέση 

τιµή, για παράδειγµα της παράστασης 1 20.2 0.8m m m= + . Το αν αυτή είναι χρήσιµη 

πληροφορία ή όχι εξαρτάται από την εφαρµογή. Συνήθως αυτή την περίπτωση την 
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αντιµετωπίζοµε όταν οι παράµετροι αφορούν διακριτοποιήσεις συνεχών παραµέτρων 
προκειµένου να διατυπωθεί ένα διακριτό αντίστροφο πρόβληµα.  
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2. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ 

 

Στη συνέχεια να αναφερθούµε σε βασικές έννοιες από τη θεωρία πιθανοτήτων που 
µας είναι ιδιαίτερα χρήσιµες στην περίπτωση που τα δεδοµένα µας και συνακόλουθα 
και οι προς ανάκτηση παράµετροι θεωρηθούν τυχαίες µεταβλητές. Υπάρχει 
συγκεκριµένος λόγος γι αυτή τη θεώρηση που έχει να κάνει µε το γεγονός ότι σε µία 
πραγµατική εφαρµογή, οι µετρήσεις (που δίδουν τα δεδοµένα σε ένα αντίστροφο 
πρόβληµα) γίνονται µε λάθη ή σε ένα περιβάλλον θορύβου, µε αποτέλεσµα η τιµή της 
µέτρησης να µπορεί να είναι διαφορετική εάν το πείραµα επαναληφθεί αµέσως. 
Εποµένως η τιµή της µέτρησης µπορεί να θεωρηθεί τυχαία µεταβλητή (random 
variable). Οι ιδιότητες της τυχαίας µεταβλητής συνήθως είναι γνωστές ποιοτικά, 
αλλά οι συγκεκριµένες µετρήσεις που προκύπτουν θεωρούνται ως 
«πραγµατοποιήσεις» (realizations) της τυχαίας µεταβλητής. 

2.1  Κατανομή πιθανότητας 

Εάν d είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή, η Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας 
( )P d µας δίδει την πιθανότητα, η πραγµατοποίηση της τυχαίας µεταβλητής να πάρει 

µία τιµή στην γειτονιά του ορίσµατός της, δηλαδή ανάµεσα στο d  και στο d d+ ∂  
(Σχήµα 2.1) µέσω του γινοµένου ( )P d d∂ .  

Η πιθανότητα, η µεταβλητή d  να πάρει τιµή ανάµεσα στο a  και στο b  είναι 

( )
b

a

P d d∂∫  ενώ υπάρχει πλήρης βεβαιότητα ότι η µεταβλητή d  θα πάρει τιµή ανάµεσα 

στο −∞ και στο +∞ , οπότε έχοµε : 

( ) 1P d d
+∞

−∞

∂ =∫                                                             (2.1) 

Η µέση τιµή (ή αναµενόµενη τιµή) για µία τυχαία µεταβλητή d η οποία 
χαρακτηρίζεται από τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ( )P d δίδεται από τη 

σχέση : 

( ) ( )E d d dP d d
+∞

−∞

= = ∂∫                                                      (2.2) 

Εάν η τυχαία µεταβλητή είναι διακριτή µε Ν δυνατές πραγµατοποιήσεις, κάθε µία 

από τις οποίες έχει πιθανότητα iP , η ανωτέρω µέση τιµή δίδεται από την έκφραση : 

1

N

i i
i

d d Pµ
=

= =∑
�

                                                        (2.3) 
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Η διασπορά (variance) µια συνεχούς τυχαίας µεταβλητής, µας δίδει ποσοτικά το κατά 
πόσον η κατανοµή πιθανότητας είναι ευρεία ή στενή, γύρω από τη µέση της τιµή. Η 
σχετική έκφραση είναι : 

2 2( ) ( ) ( )Var d d d P d dσ
+∞

−∞

= = − ∂∫                                        (2.4) 

Το εύρος της κατανοµής γύρω από τη µέση τιµή, δίδεται από το σ. 

Για την περίπτωση της διακριτής τυχαίας µεταβλητής, η αντίστοιχη έκφραση είναι : 

2

1

( ) ( )
N

i i
i

Var d d d P
=

= −∑
� �

                                               (2.5) 

2.2  Συσχέτιση δεδομένων 

Εάν σε ένα πείραµα έχοµε περισσότερα από ένα δεδοµένα τα οποία αντιµετωπίζονται 
ως τυχαίες µεταβλητές, αποκτά ενδιαφέρον η συσχέτιση των µεταβλητών µεταξύ 
τους. Ορίζουµε στην περίπτωση αυτή την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας (joint distribution) 1 2( ) ( , ,..., )NP P d d d=d , που δίνει τη πιθανότητα η 

πρώτη µεταβλητή να πάρει τιµή στη γειτονιά του 1d , η δεύτερη στη γειτονιά του 

2d κ.λ.π.. Εάν τα δεδοµένα είναι ανεξάρτητα τότε µόνο µπορούµε να πούµε ότι η από 

κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι ίση µε το γινόµενο των 
συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας των µεταβλητών  

1 2( ) ( ) ( ) ( )NP P d P d P d=d ⋯                                          (2.6) 

Σε άλλες περιπτώσεις πάντως τα δεδοµένα συσχετίζονται και αποκτά ιδιαίτερη 
σηµασία η έκφραση ενός µέτρου συσχέτισης µεταξύ τους. 

Εάν θεωρήσοµε λοιπόν την περίπτωση συσχέτισης δύο τυχαίων µεταβλητών 

(συνεχών) 1d και 2d , ορίζεται η συνδιακύµανση (covariance) από τη σχέση : 

1 2 1 1 2 2 1 2cov( , ) .... [ ][ ] ( ) Nd d d d d d P d d d
+∞ +∞

−∞ −∞

= − − ∂ ∂ ∂∫ ∫ d ⋯                  (2.7) 

Προσέξτε ότι οι τυχαίες µεταβλητές 1d και 2d είναι δύο µόνο από τις µεταβλητές 

(δεδοµένα) που αποτελούν το διάνυσµα d.  

Για ένα διάνυσµα d , Ν τυχαίων αλλά συνεχών µεταβλητών, ορίζοµε το διάνυσµα των 
µέσων τιµών από τη σχέση  

1 2 ( )N ii
d d d d P

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

= ∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫d d⋯                                        (2.8) 
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και τον πίνακα συνδιακύµανσης από τη σχέση : 

1 2[cov ] [ ][ ] ( )ij N i ji j
d d d d d d d P

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

= ∂ ∂ ∂ − −∫ ∫ ∫d d⋯                  (2.9) 

Τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα, αντιπροσωπεύουν το εύρος της κατανοµής της 
κάθε µεταβλητής (διακύµανση), ενώ τα στοιχεία εκτός διαγωνίου αντιπροσωπεύουν 
το βαθµό συσχέτισης των αντίστοιχων µεταβλητών.   

Στο επόµενο σχήµα βλέποµε εποπτικά καµπύλες ίσης κατανοµής πιθανότητας για δύο 

τυχαίες µεταβλητές 1d και 2d .  Στο σχήµα φαίνονται οι µέσες τιµές και οι 

διακυµάνσεις των δύο µεταβλητών. Η γωνία θ είναι ένα µέτρο της συσχέτισης των 
δύο µεταβλητών και σχετίζεται µε τη συνδιακύµανση. 

 

Σχήµα 2.1 Καµπύλες ίσης κατανοµής πιθανότητας 1 2( , )P d d για δύο τυχαίες 

µεταβλητές 

Στο επόµενο σχήµα 2.2 βλέποµε τρία διαγράµµατα στα οποία εµφανίζονται και πάλι 
καµπύλες ίσης κατανοµής πιθανότητας για δύο τυχαίες µεταβλητές 

Το πρώτο διάγραµµα αντιπροσωπεύει ουσιαστικά µη συσχετιζόµενες µεταβλητές. 
Μεγάλες τιµές της µιας από αυτές µπορεί να συσχετίζονται µε µικρές ή µεγάλες τιµές 
της άλλης µε ίδια πιθανότητα. Αντίθετα το δεύτερο διάγραµµα αντιπροσωπεύει 
µεταβλητές που συσχετίζονται θετικά. ∆ηλαδή µεγάλες τιµές της µιας µεταβλητής 
έχουν µεγάλη πιθανότητα να συσχετίζονται µε µεγάλες τιµές της δεύτερης 
µεταβλητής και µικρές τιµές της µια µε µικρές τιµές της άλλης. Με την ίδια λογική το 
τρίτο διάγραµµα αντιπροσωπεύει αρνητική συσχέτιση.  
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Σχήµα 2.2 Καµπύλες ίσης ίσης κατανοµής πιθανότητας 1 2( , )P d d για δύο τυχαίες 

µεταβλητές που είναι α) ασυσχέτιστες, β) θετικά  και γ) αρνητικά συσχετιζόµενες. 

2.3 Συναρτήσεις τυχαίων μεταβλητών 

∆εδοµένου ότι στα αντίστροφα προβλήµατα οι προς εκτίµηση παράµετροι estm  
σχετίζονται µε τα δεδοµένα, όταν τα τελευταία είναι τυχαίες µεταβλητές, αντίστοιχα 
και οι παράµετροι µπορούν να θεωρηθούν τυχαίες µεταβλητές και συνεπώς µπορεί να 

οριστούν κατανοµές πιθανοτήτων και γι αυτές ( )estP m . Σηµειώνεται εν προκειµένω 

ότι οι πραγµατικές παράµετροι µπορεί να είναι τυχαίες µεταβλητές ή ντετερµινιστικά 
µεγέθη ανάλογα µε το πρόβληµα. Οι εκτιµήσεις τους πάντως είναι τυχαίες 
µεταβλητές τη στιγµή που έτσι θεωρούνται οι µετρήσεις.  

Όταν λοιπόν οι προς ανάκτηση παράµετροι θεωρηθούν συναρτήσεις των δεδοµένων, 
µπορεί από τα στατιστικά χαρακτηριστικά των µετρήσεων, να προκύψουν τα 
αντίστοιχα χαρακτηριστικά των παραµέτρων. Η διαδικασία µπορεί να µην είναι απλή 
είναι όµως άµεση. 

Θα εξετάσοµε εδώ ένα απλό πρόβληµα. Υποθέτοµε ότι έχοµε δύο µετρήσεις 1d και 

2d  και ότι η προς ανάκτηση παράµετρος είναι το άθροισµά τους. Εποµένως ισχύει 

1 2m d d= + . Ας υποθέσοµε επίσης ότι οι µετρήσεις µας (δεδοµένα), έχουν ίση 

πιθανότητα να πάρουν τιµές ανάµεσα στο 1 και στο 2 (Σχήµα 2.3).  

Για να υπολογίσοµε την πιθανότητα το άθροισµα των δύο µεταβλητών να πάρει 

κάποια τιµή, παίρνοµε στο επίπεδο 1 2,d d  καµπύλες ίσης τιµής του αθροίσµατος και 

ολοκληρώνουµε πάνω στις καµπύλες. Εδώ οι καµπύλες είναι ευθείες (διάγραµµα c) 
και ο υπολογισµός είναι εύκολος οδηγώντας µας στο διάγραµµα d που 
αντιπροσωπεύει την κατανοµή πιθανότητας του αθροίσµατος και βλέποµε ότι είναι 
ένα τρίγωνο µε βάση ανάµεσα στο 1 και το 2. 
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Σχήµα 2.3 Κατανοµές πιθανότητας για δύο µεταβλητές 1d και 2d και για το άθροισµά 

τους 1 2m d d= +  

Ο υπολογισµός που κάναµε παραπάνω µπορεί να είναι δύσκολος σε γενικές 
περιπτώσεις, όµως µπορεί να δειχθεί ότι εάν δεδοµένα και παράµετροι συσχετίζονται 
γραµµικά µέσω της σχέσης :   

m = Md + v                                                      (2.10) 

όπου Μ και v είναι κάποιος πίνακας και διάνυσµα αντίστοιχα, η µέση τιµή και η 
συνδιακύµανση των παραµέτρων υπολογίζονται άµεσα από τις σχέσεις : 

m = M d + v                                                   (2.11) 

και  

[cov ] [cov ] T=m M d M                                            (2.12) 

Άσκηση : Να υπολογιστούν τα στατιστικά χαρακτηριστικά της παραµέτρου m που 

είναι η µέση τιµή µιας οµάδας δεδοµένων : 
1

1/ (1/ )[1,1,......1]
N

i
i

m N d N
=

= =∑ d για τα 

οποία γνωρίζοµε ότι έχουν όλα ίδια µέση τιµή d  και διακύµανση 2
dσ  

Λύση : Με βάση τη σχέση 2.10, θα ισχύει : [1,1,.....,1] / N=M , 0=v .  Από τη σχέση 

2.11 έχοµε : m d= + =M d v  και 2var( ) [cov ] /T
dm Nσ= =M d M . 

Παρατηρούµε ότι η τετραγωνική ρίζα της διακύµανσης που είναι ένα µέτρο του 
εύρους της διασποράς των πιθανών τιµών της παραµέτρου m γύρω από τη µέση τιµή, 
και εποµένως της πιθανότητας ένα πείραµα να δώσει τιµή κοντά στη µέση, είναι 

ανάλογη του 1/2N −  που σηµαίνει ότι η ακρίβεια του υπολογισµού του µέσου µιας 
οµάδας µετρήσεων, αυξάνει πολύ αργά σε σχέση µε την αύξηση του αριθµού των 
µετρήσεων. 
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2.4 Κανονικές κατανομές 

 

Μια τυχαία µεταβλητή d θα λέγεται κανονική (Normal ή Gaussian) µε παραµέτρους 
µ και σ αν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της δίδεται από τη σχέση : 
 

2

2

1 ( )
( ) exp

22

d
P d

µ
σπσ

 −
= − 

 
                                     (2.13) 

όπου 2 ( )Var dσ =  και dµ = . Η κανονική κατανοµή εµφανίζεται στις περισσότερες 

εφαρµογές καθώς είναι και η οριακή κατανοµή για ένα άθροισµα τυχαίων 
µεταβλητών, βάσει του κεντρικού οριακού θεωρήµατος. Για προβλήµατα ανάκτησης 
παραµέτρων από µετρήσεις, όταν οι µετρήσεις γίνονται σε περιβάλλον θορύβου που 
προέρχεται από πολλές πηγές , η κατανοµή τους τείνει στην µορφή της κανονικής 
κατανοµής. 

Στο Σχήµα 2.4 φαίνεται το διάγραµµα για διαφορετικές κανονικές κατανοµές. Για 
τρείς από αυτές η µέση τιµή είναι 0 ενώ για την Τρίτη είναι -2.  Θα πρέπει να 
σηµειωθεί ότι η επιφάνεια κάτω από την καµπύλη µε οριακές τιµές 1 1σ− < <  είναι 
0.68   ενώ η επιφάνεια κάτω από την καµπύλη µε οριακές τιµές 2 2σ− < <  είναι 0.95. 
Με άλλα λόγια η πιθανότητα µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί κανονική 
κατανοµή να πάρει τιµή µ σ±  είναι 68 %, ενώ η αντίστοιχη πιθανότητα να πάρει 

τιµή 2µ σ± είναι 95 %.  

 

Σχήµα 2.4  Κανονική Κατανοµή 
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Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δύο ανεξάρτητων τυχαίων 
µεταβλητών που ακολουθούν κανονική κατανοµή είναι το γινόµενο των 
συναρτήσεών πυκνότητας πιθανότητας τους όπως είδαµε και στη γενική περίπτωση. 

Εάν όµως οι µεταβλητές συσχετίζονται και έχουν µέση τιµή d και συνδιακύµανση 

[ ]covd  η κατανοµή είναι περισσότερο περίπλοκη. Η έκφραση :  

[ ]
[ ]

1/2

1

/2

cov 1
( ) exp cov

(2 ) 2

T

N
P

π

−

− = −  −   −      

d
d d d d d d           (2.14)  

µας δίνει τη σωστή µέση τιµή και τη σωστή διακύµανση όταν οι µεταβλητές που 

αποτελούν το διάνυσµα d είναι ασυσχέτιστες και έχει συνδιακύµανση [ ]covd για 

συσχετιζόµενες µεταβλητές. 

2.5 Διαστήματα εμπιστοσύνης 

Η εµπιστοσύνη  (confidence) µιας συγκεκριµένης παρατήρησης (µέτρησης) είναι η 
πιθανότητα µια πραγµατοποίηση της µέτρησης να λάβει τιµή µέσα σε ένα 
προκαθορισµένο εύρος τιµών γύρω από τη µέση της τιµή. Όπως είναι φυσικό, 
αναφερόµενοι σε µετρήσεις που η τιµή τους είναι τυχαία µεταβλητή, η µεγάλη τιµή 
της διακύµανσης δίνει µεγάλα διαστήµατα εµπιστοσύνης (confidence intervals) και 
αντίστροφα.  Όπως αναφέρθηκε ήδη, τυχαίες µεταβλητές κανονικής κατανοµής έχουν 
68 % διάστηµα εµπιστοσύνης για εύρος 1σ και 95 % για εύρος 2σ.   

Εάν λοιπόν µία τυχαία µεταβλητή λάβει µία συγκεκριµένη τιµή α (π.χ. στην 
περίπτωση µιας µέτρησης), στην περίπτωση που αυτή ακολουθεί την κανονική 
κατανοµή, µπορούµε να ισχυριστούµε ότι η πιθανότητα η πραγµατική µέση τιµή της 
µέτρησης να είναι 2a σ±  είναι 95 %. 

Φυσικά τα διαστήµατα εµπιστοσύνης είναι πολύ πιο δύσκολο να υπολογιστούν όταν 
έχοµε περισσότερες συσχετιζόµενες µεταβλητές. 


