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3. ΕΠΙΛΥΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟΔΟ ΜΗΚΩΝ 
 

3.1 Διαφορά μετρήσεων από εκτιμήσεις μετρήσεων. 
 

Όταν επιλύοµε ένα αντίστροφο πρόβληµα υπολογίζοµε ένα διάνυσµα παραµέτρων 
estm το οποίο αντιπροσωπεύει µία εκτίµηση της λύσης του αντίστροφου προβλήµατος. 

Στην περίπτωση του γραµµικού αντίστροφου προβλήµατος που παράµετροι και 

δεδοµένα συσχετίζονται µέσω της σχέσης  d = Gm , η αντικατάσταση της λύσης estm  
στην προηγούµενη σχέση, δεν είναι απαραίτητο ότι θα µας δώσει ξανά το διάνυσµα 

d των παρατηρήσεων, αλλά ένα άλλο διάνυσµα pred το οποίο µπορεί να διαφέρει ως 
προς τα στοιχεία του από το d . Το διάνυσµα των διαφορών (misfit) ανάµεσα στις 
µετρήσεις και στις εκτιµήσεις των µετρήσεων συµβολίζεται µε eκαι έχει διάσταση Ν. 

Φυσικά pre
i i ie d d= − .  

Στο Σχήµα 3.1 φαίνεται η σχέση µέτρησης και εκτίµησης µέτρησης για την 
περίπτωση του υπολογισµού των παραµέτρων µιας ευθείας. Για την τυχούσα µέτρηση 

στο σηµείο zi  η ευθεία που χαράζουµε µας δίνει την τιµή pre
id ενώ η µετρηθείσα τιµή 

είναι id . Η αντίστοιχη διαφορά (misfit) είναι ie . 

 

              id  

             pre
id          ie  

 

 

 

                  
                                              xi 

Σχήµα 3.1 ∆ιαφορά µέτρησης και εκτίµησης µέτρησης 

Στόχος γενικά της διαδικασίας επίλυσης ενός αντίστροφου προβλήµατος είναι να 
ελαχιστοποιήσει τις διαφορές µε κάποιο ορθολογικό τρόπο, ώστε το αποτέλεσµα των 
εκτιµήσεων να είναι πολύ κοντά στην πραγµατικότητα, δηλαδή στις πραγµατικές 
µετρήσεις. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούµε την έννοια της νόρµας διανυσµάτων 
για να έχοµε ένα µέγεθος προς βελτιστοποίηση. 

 

 



21 

 

3.2  Νόρμες διανυσμάτων 
 

Γνωρίζοµε ότι η έννοια της νόρµας x είναι συνυφασµένη µε τις εξής ιδιότητες : 

0x >                                                            (3.1α) 

ax a x=                                                    (3.1β) 

x y x y+ ≤ +                                               (3.1γ) 

Εάν x και y είναι διανύσµατα ισχύουν ακριβώς οι ίδιες σχέσεις. 

Στην περίπτωση των διανυσµάτων ορίζοµε τις παρακάτω νόρµες που είναι οι 
διακριτές ανάλογες των νορµών των συνεχών µεταβλητών : 

1L  νόρµα : 
1

11
i

x
 

=  
 
∑x                                           (3.2α) 

2L  νόρµα : 
1/2

2

12
i

x
 

=  
 
∑x                                     (3.2β) 

. 

. 

nL  νόρµα : 
1/n

nn
i

x
 

=  
 
∑x                                      (3.2γ) 

Επίσης ορίζεται η νόρµα µεγίστου από τη σχέση  

L∞  νόρµα : max i
i

x
∞
=x                                       (3.2δ) 

 

3.3 Η νόρμα της διαφοράς μετρήσεων και εκτιμήσεων 

 

Εάν στη θέση του διανύσµατος x βάλοµε το διάνυσµα e οι νόρµες που ορίσαµε 
παραπάνω µας δίνουν µία µέτρηση «µήκους» ως προς την διαφορά µετρήσεων και 
εκτιµήσεων. Ελαχιστοποιώντας µία νόρµα αυτής της µορφής, ελαχιστοποιούµε 
λοιπόν και µία ποσότητα που σχετίζεται διαφορές µετρήσεων και εκτιµήσεων. 
Ασφαλώς η ελαχιστοποίηση µιας συγκεκριµένης νόρµας ως προς τις παραµέτρους 
που προκαλούν τη διαφορά, δεν δίδει το ίδιο αποτέλεσµα µε την ελαχιστοποίηση 
κάποιας άλλης.  
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Σχήµα 3.2 Πέρασµα ευθείας από σηµεία µετρήσεων που περιλαµβάνουν και µία ακραία  
                 µέτρηση (outlier) 

Έχει λοιπόν ιδιαίτερο ενδιαφέρον να δούµε τη σηµασία κάθε νόρµας ως προς τα 
χαρακτηριστικά των στοιχείων που την αποτελούν. 

Ας δούµε το Σχήµα 3.2. Αναφέρεται στο πρόβληµα του υπολογισµού παραµέτρων 
ευθείας όταν υπάρχουν Ν µετρήσεις σε διάφορα σηµεία του άξονα z που 
συµβολίζονται µε µικρούς κύκλους. To πρόβληµα αυτό το είδαµε στο εδάφιο 1.3.1. 
Στο σχήµα έχοµε υποθέσει ότι υπάρχει µία µέτρηση (outlier) που διαφέρει πολύ από 
τις υπόλοιπες. Στόχος µας είναι να ελαχιστοποιήσοµε τις διαφορές µετρήσεων και 
εκτιµήσεων µετρήσεων και για το σκοπό αυτό υπολογίζοµε τις παραµέτρους της 
ευθείας ελαχιστοποιώντας κάποια νόρµα. Το πώς θα γίνει αυτό θα το δούµε σε άλλο 
εδάφιο.  

Εάν χρησιµοποιήσοµε την διακριτή 1L νόρµα, παίρνοµε την κόκκινη γραµµή. Εάν 

χρησιµοποιήσοµε την διακριτή 2L νόρµα, παίρνοµε την πράσινη γραµµή και εάν 

χρησιµοποιήσοµε την L∞ νόρµα παίρνοµε την µπλε γραµµή. Βλέποµε ότι η µπλε 

γραµµή είναι πιο κοντά στην ακραία µέτρηση, άρα της δίδει ιδιαίτερη σηµασία. 
Γενικά η νόρµα µεγαλύτερης τάξης δίνει µεγαλύτερη σηµασία σε ακραίες τιµές 
µετρήσεων. Αντίθετα η νόρµα µικρής τάξης δίνει µικρή αξία σε ακραίες τιµές 
µετρήσεων. Εάν έχοµε λοιπόν λόγους να πιστεύουµε ότι ακραίες τιµές είναι 
σηµαντικές και αξιόπιστες, πρέπει να χρησιµοποιούµε νόρµες µεγαλύτερης τάξης. 
Εάν όµως από την άλλη µεριά θεωρήσοµε ότι οι µετρήσεις είναι τυχαίες µεταβλητές 
που ακολουθούν κανονική κατανοµή τότε µία νόρµα που δίνει καλά αποτελέσµατα 

είναι η διακριτή 2L  νόρµα που καλείται και Ευκλείδεια Νόρµα. Για µετρήσεις που 

ακολουθούν κανονική κατανοµή, είναι απίθανο να έχοµε καταστάσεις όπως αυτή του 
σχήµατος 3.2 µε την ακραία µέτρηση, αλλά ακόµη και εάν αυτή υπάρχει, µπορούµε 
να θεωρήσοµε ότι πρόκειται για τυχαίο λάθος µέτρησης. 
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Εάν λοιπόν χρησιµοποιήσοµε την 2L νόρµα, µπορούµε να δούµε ότι για το διάνυσµα 

e, αυτή είναι ίση µε το γινόµενο  

   2

1

N

i
i

E e
=

= =∑Te e   ,                                                      (3.3) 

που χαρακτηρίζεται και ως ολικό λάθος (overall error). 

Ελαχιστοποιώντας λοιπόν το ολικό λάθος ως προς µία προς µία τις παραµέτρους του 
γραµµικού αντίστροφου προβλήµατος, µπορούµε να πάροµε εκτιµήσεις της λύσης 
του που έχουν προκύψει από την αρχή των ελαχίστων τετραγώνων. 
 

3.3 Η λύση ελαχίστων τετραγώνων για το γενικό γραμμικό 

αντίστροφο πρόβλημα. 

 

3.3.1 Αναλυτικός υπολογισμός των παραμέτρων 
 

Ας θεωρήσοµε το γραµµικό αντίστροφο πρόβληµα που ορίζεται από τη σχέση :  
d = Gm   .                                                            (3.4) 

Εάν λύσουµε το πρόβληµα και πάροµε λύσεις estm  η ανωτέρω σχέση δίνει : 

obs estd = Gm                                                         (3.5) 

και το ολικό λάθος Ε είναι : 

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )obs T obs est T est

N M M
est est

i ij j i ik k
i j k

E

d G m d G m
= = =

= = = =

   
= − −   

  
∑ ∑ ∑

Te e d -d d -d d -Gm d -Gm

  .           (3.6)  

Παίρνοντας παράγωγο ως προς κάθε παράµετρο προς υπολογισµό , 1,....qm q M=  

µπορούµε µετά από πράξεις (άσκηση) να καταλήξοµε στο σύστηµα : 

0T est T− =G Gm G d  .                                                 (3.7) 

Ο πίνακας TG G  είναι ένας τετραγωνικός πίνακας Μ x M.  Εάν ο πίνακας αυτός 
αντιστρέφεται, τότε µπορούµε να πάροµε τη λύση : 

1est T T−
 =  m G G G d   ,                                              (3.8) 

που χαρακτηρίζεται ως λύση ελαχίστων τετραγώνων για το διακριτό αντίστροφο 
πρόβληµα (3.4).  
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3.3.2 Η λύση ελαχίστων τετραγώνων από την πλευρά της 

Γραμμικής Άλγεβρας. 
 

Θα δούµε τώρα πως µπορούµε να καταλήξοµε στο ίδιο αποτέλεσµα για την λύση 
ελαχίστων τετραγώνων χρησιµοποιώντας έννοιες της Γραµµικής Άλγεβρας. 
 

Ας θεωρήσοµε πάλι το γραµµικό πρόβληµα που ορίζεται από τη σχέση :  

d = Gm                                                               (3.4) 

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας G είναι παραλληλόγραµµος µε διαστάσεις ΝxM.  Το 
πρόβληµα αυτό γνωρίζοµε πολύ καλά ότι γενικά δεν έχει λύση. Εάν έχοµε Ν>Μ, και 
πάροµε ένα νέο διάνυσµα d’  το οποίο να ανήκει στο χώρο των στηλών του G,  τότε 
το αντίστοιχο πρόβληµα έχει λύση. Ποιο όµως θα είναι αυτό το διάνυσµα ; Ασφαλώς 
µε βάση αυτά που έχοµε πει µέχρι τώρα, θέλοµε το d’  να είναι κατά το δυνατόν 
πλησιέστερο στο d. Γνωρίζοµε ότι αυτό είναι η ορθογώνια προβολή του d στο χώρο 
των στηλών του G, και θα ισχύει :   

est'd = Gm                                                        (3.9) 

Τότε όµως το διάνυσµα της διαφοράς est=d -d' d -Gm  θα είναι ορθογώνιο στο χώρο 
των στηλών του G και εποµένως θα ανήκει στον αριστερό µηδενόχωρο του G.  
Εποµένως θα ισχύει η σχέση : 

( ) 0 ( ) 0T T est T T est= ⇒ = ⇒ ='G d -d G d -Gm G d G Gm            (3.10) 

Ανακτήσαµε συνεπώς τη σχέση 3.7. 

Ξέροµε τώρα από την Γραµµική Άλγεβρα ότι για να αντιστρέφεται ο πίνακας TG G  
θα πρέπει ο G  να έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες. Αυτό σηµαίνει ότι οι 
µετρήσεις πρέπει να γίνονται µε κατάλληλο τρόπο ώστε να εξασφαλίζεται η εν λόγω 
προϋπόθεση. 
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3.4 Παραδείγματα επίλυσης γραμμικών αντιστρόφων 

προβλημάτων με την αρχή των ελαχίστων τετραγώνων. 

 

3.4.1 Υπολογισμός ευθείας γραμμής 
 

Επανερχόµαστε στο πρόβληµα του υπολογισµού των παραµέτρων µιας ευθείας 
γραµµής από Ν  µετρήσεις. Είδαµε στην εξίσωση 1.9 το µοντέλο του προβλήµατος 
που εδώ θα το γράψοµε στη µορφή: 
  

1 2i id m m z= +                                                           (3.11) 

και στη µορφή της Γραµµικής Εξίσωσης Gm = d παίρνει το σχήµα : 

 

 

1 1

2 2

1

2

1

1

. . .

. . .

. . .

1 N N

z d

z d

m

m

z d

   
   
   
    

=    
    

   
   
      

                                                  (3.12) 

οπότε  

1

2

2
1 2

1

1

1 1 . . . 1 . .

. . . . .

. .

1

iT

N i i

N

z

z

N z

z z z z z

z

 
 
 
  Σ   

= =    Σ Σ    
 
 
  

G G                           (3.13) 

και  

... iT

i i

d

z d

Σ 
= =  Σ 

G d                                                  (3.14) 

οπότε η λύση ελαχίστων τετραγώνων είναι : 

1
1

2
i iest T T

i i i i

N z d

z z z d

−
− Σ Σ   

 = =      Σ Σ Σ   
m G G G d                          (3.15) 



26 

 

Εάν η ορίζουσα του πίνακα   TG G  είναι 0, προφανώς ο πίνακας δεν αντιστρέφεται 
και δεν έχοµε λύση ελαχίστων τετραγώνων. Από την Γραµµική Άλγεβρα ξέροµε 
πάντως ότι όταν οι στήλες του πίνακα G , είναι γραµµικά ανεξάρτητες, τότε ο  

πίνακας TG G  αντιστρέφεται. Απλή παρατήρηση στην 3.12 µας υποδηλώνει ότι 
ειδικά για το συγκεκριµένο πρόβληµα αρκεί  οι µετρήσεις να µην έχουν όλες γίνει 
στο ίδιο σηµείο προκειµένου να υπάρχει λύση. 

3.4.2 Υπολογισμός παραβολής 

 

Θεωρούµε τώρα το πρόβληµα του υπολογισµού των παραµέτρων µιας παραβολής 
από Ν µετρήσεις  όπως ακριβώς και στο προηγούµενο πρόβληµα. Εδώ  το µοντέλο 
µας είναι  

2
1 2 3i i id m m z m z= + +                                                       (3.16) 

και στη µορφή της Γραµµικής Εξίσωσης Gm = d παίρνει το σχήµα : 

 

 

2
1 11

2
2 22

1

2

3

2

1

1

. . ..

. . ..

. . ..

1 N NN

z dz

z dz
m

m

m

z dz

   
   
    
     =    
        
   

     

                                               (3.17)  

Οπότε  για το γινόµενο TG G  παίρνοµε : 

                                  
2

1 1
2

2 21

2 3
1 2

2 3 42 2 2
1 2

2

1

1
1 1 . . . 1

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

1

i i

T
N i i i

i i iN

N N

z z

z z
N z z

z z z z z z

z z zz z z

z z

 
 
     Σ Σ
    

= = Σ Σ Σ    
     Σ Σ Σ    
 
  

G G                   (3.18) 

και για τον όρο TG d   
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1

2

1 2

22 2 2
1 2

1 1 . . . 1
.

. . .
.

. . .
.

i

T
N i i

i iN

N

d

d
d

z z z z d

z dz z z

d

 
 
   Σ 
    = = Σ    
    Σ    
 
  

G d                                 (3.19) 

Έτσι η λύση ελαχίστων τετραγώνων είναι η :  

12

1 2 3

2 3 4 2

ii i

est T T
i ii i i

i i i i i

dN z z

z dz z z

z z z z d

−

−

Σ Σ Σ  
   Σ = = Σ Σ Σ    
   Σ Σ Σ Σ  

m G G G d                             (3.20) 

Ως προς την επιλυσιµότητα του συστήµατος 3.19 και την ύπαρξη της λύσης 3.20, 
ισχύουν τα αναφερθέντα και στο προηγούµενο παράδειγµα σχετικά µε τις ιδιότητες 
του πίνακαG . 

 

3.4.3 Υπολογισμός εξίσωσης επιπέδου στο χώρο. 
 

Ας δούµε ένα ακόµη παράδειγµα επίλυσης αντιστρόφου προβλήµατος µε την αρχή 
των ελαχίστων τετραγώνων. Θέλοµε να υπολογίσοµε τις παραµέτρους της εξίσωσης 
που παριστάνει ένα επίπεδο στο χώρο.  

                

                    .       .          .      . ( , )i i id x y  

d                                      .      .       . 

              .      .         
                                                 y 
 

                                                     

 

 

                                                                                                                           

       x 

 

Σχήµα 3.3 Υπολογίζοντας τις παραµέτρους της εξίσωσης επιπέδου 
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Με αναφορά στο σχήµα 3.3 θα πρέπει να υπολογίσοµε τις παραµέτρους 

1 2 3[ , , ]Tm m m=m  µια και το επίπεδο έχει εξίσωση : 

1 2 3id m m x m y= + +                                                     (3.21) 

Η εξίσωση Gm = d  παίρνει τη  µορφή : 

1 11

2 22
1

2

3

1

1

. . ..

. . ..

. . ..

1 N NN

x dy

x dy
m

m

m

x dy

   
   
    
     =    
        
   

     

                                             (3.22) 

Αντίστοιχα έχοµε για το γινόµενο TG G : 

1 1

2 1

2
1 2

2
1 2

1

1
1 1 . . . 1

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

1

i i

T
N i i i i

i i i iN

N N

x y

x y
N x y

x x x x x x y

y x y yy y y

x y

 
 
     Σ Σ
    

= = Σ Σ Σ    
     Σ Σ Σ    
 
  

G G                   (3.23) 

και για τον όρο TG d   
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    Σ    
 
  

G d                            (3.24)       

που δίνουν τη λύση ελαχίστων τετραγώνων : 

1

1 2

2

ii i

est T T
i ii i i i

i i i i i i

dN x y

x dx x x y

y x y y y d

−

−

  ΣΣ Σ  
     Σ= = Σ Σ Σ    
   Σ Σ Σ Σ  

m G G G d    .                 (3.25) 

Επισηµαίνεται για µία ακόµη φορά ότι ο αντίστροφος του πίνακα TG G υπάρχει όταν 
οι στήλες του G είναι γραµµικά ανεξάρτητες. ∆εν µπορεί για παράδειγµα οι 
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µετρήσεις να γίνονται στο ίδιο σηµείο, αλλά ούτε και να γίνονται µε τρόπο που 

i ix yκ=  για όλα τα i. 

3.5 Υπο-ορισμένα προβλήματα 

 

Η λύση ελαχίστων τετραγώνων που είδαµε στο προηγούµενο εδάφιο, αναφέρεται σε 
προβλήµατα που έχουν περισσότερη πληροφορία απ’ ό,τι χρειάζεται για να δοθεί 
µοναδική λύση. Τα προβλήµατα αυτά αναφέρονται ως υπερ-ορισµένα 
(overdetermined). Με την έννοια της Γραµµικής Άλγεβρας αναφερόµαστε σε 
γραµµικά προβλήµατα που ανάγονται σε συστήµατα Ν εξισώσεων µε Μ αγνώστους 
µε N M> .  Με την ίδια λογική, προβλήµατα που έχουν λιγότερες εξισώσεις απ΄ότι 
αγνώστους χαρακτηρίζονται υπο-ορισµένα (underdetermined).     
 
Στη θεωρία πάντως των αντιστρόφων προβληµάτων, ο χαρακτηρισµός σε υπο-
ορισµένα ή υπερ-ορισµένα προβλήµατα σχετίζεται και µε τη διαδικασία λήψης των 
µετρήσεων, καθώς υπάρχουν προβλήµατα στα οποία ανεξάρτητα από τον αριθµό των 
µετρήσεων και των παραµέτρων, υπάρχει περισσότερη πληροφορία απ΄ ό,τι 
χρειάζεται για ορισµένες παραµέτρους και λιγότερη για κάποιες άλλες. Τα 
προβλήµατα αυτά χαρακτηρίζονται γενικά ως µεικτά. 

Υπάρχει πάντως µία κατηγορία γραµµικών αντιστρόφων προβληµάτων για τα οποία 
ισχύει N M< και επί πλέον οι εξισώσεις είναι συνεπείς (consistent). Τα προβλήµατα 
αυτά χαρακτηρίζονται ως καθαρά υπο-ορισµένα προβλήµατα. Για παράδειγµα 
θεωρείστε το γραµµικό σύστηµα  

6

2 1

x y z

x y z

+ + =

+ − =
                                                         (3.26)  

Το πρόβληµα υπολογισµού των αγνώστων είναι καθαρά υπο-ορισµένο. Υπάρχουν 
περισσότερες από µία λύσεις (στην πραγµατικότητα άπειρες) που όλες τους 
ικανοποιούν τια παραπάνω εξισώσεις και δίνουν µηδενικό ολικό λάθος.  ∆οκιµάστε 

τις λύσεις [1,2,3]T  και [ 3,8,1]T− . Και οι δύο ικανοποιούν την 3.26 ακριβώς. Εάν οι 

λύσεις αυτές αφορούσαν ένα αντίστροφο πρόβληµα, θα είχαµε κάποια δυνατότητα να 
αποφασίσουµε ποια είναι η καλύτερη ;  Με άλλα λόγια, σε ένα καθαρά υπο-ορισµένο 
πρόβληµα έχοµε κάποιο µηχανισµό για να µας δώσει µία βέλτιστη λύση ; 

Η απάντηση είναι ότι υπάρχουν διάφορα κριτήρια που µας δίδουν τη δυνατότητα να 
επιλέξουµε από τις δυνατές λύσεις του γραµµικού συστήµατος στο οποίο ανάγεται το 
αντίστροφο πρόβληµα εκείνη που είναι πιο κοντά στην αναµενόµενη 
πραγµατικότητα.  Τα κριτήρια αυτά συνοψίζονται στον όρο εκ προοιµίου ή  αρχική 
πληροφορία (a-priori information) που µπορεί να διατυπώνεται µε εναλλακτικούς 
τρόπους.  Για παράδειγµα, ας υποθέσοµε ότι µελετάµε ένα αντίστροφο πρόβληµα που 
έχει ως στόχο τον υπολογισµό της πυκνότητας υλικών. Η πυκνότητα γνωρίζοµε ότι 
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είναι ένα µέγεθος που εκφράζεται µε θετικό αριθµό. Συνεπώς αποκλείονται από τις 
δυνατές λύσεις εκείνες που µπορεί να δίνουν αρνητικές πυκνότητες. Στο παράδειγµα 
του συστήµατος 3.26 εάν οι άγνωστοι πρέπει να είναι θετικές ποσότητες, θα πρέπει 
να αποκλείσουµε την δεύτερη από τις αναφερθείσες λύσεις αφού µας δίνει 0x <  

Ένας περιορισµός που µπορεί σε ορισµένες περιπτώσεις να χρησιµοποιηθεί σε 
αντίστροφα προβλήµατα από φυσικές επιστήµες είναι εκείνος που αναφέρεται στο 
ελάχιστο µήκος της λύσης. ∆ηλαδή ζητάµε λύσεις που να έχουν όσο το δυνατόν 
χαµηλές αριθµητικά τιµές. Αυτό µπορεί να εκφραστεί µέσω της ευκλείδειας νόρµας 
της λύσης που είναι : 

2

1

T
j

j

L m
Μ

=

= =∑m m                                                (3.27) 

Θα δούµε στη συνέχεια περισσότερο σύνθετες περιπτώσεις όπου το µήκος της λύσης 
συνδυάζεται µε άλλα κριτήρια για να µας δώσει βέλτιστη λύση στο αντίστροφο 
πρόβληµα. 

Στην απλή περίπτωση που χρησιµοποιηθεί ο περιορισµός του ελάχιστου µήκους, 
µπορούµε να διατυπώσουµε ένα γραµµικό αντίστροφο πρόβληµα ως εξής : 

• Υπολογίστε το διάνυσµα estm που ελαχιστοποιεί τη νόρµα TL =m m , όταν 
ισχύει επίσης 0=e = d - Gm . 

Στην ανωτέρω διατύπωση υπονοούµε ότι έχοµε ένα πρόβληµα καθαρά υπο-ορισµένο 
και γι αυτό οι λύσεις του προβλήµατος ικανοποιούν ακριβώς το γραµµικό σύστηµα 
d = Gm που ορίζει το αντίστροφο πρόβληµα. 

Ένα πρόβληµα αυτής της µορφής λύνεται µε τη χρήση των πολλαπλασιαστών 
Lagrange. Το πρόβληµα ανάγεται στην ελαχιστοποίηση µιας κατάλληλης 
αντικειµενικής συνάρτησης που στην περίπτωσή µας ορίζεται ως : 

2

1 1 1 1

( )
N M N M

i j i ij j
i j i j

m L e m d G mι ιλ λ
= = = =

 
Φ = + = + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑                        (3.28) 

Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση ως προς τις παραµέτρους m και ζητώντας την 
παράγωγο να είναι 0, παίρνοµε ένα σύστηµα ως προς τους πολλαπλασιαστές που 

επιλυόµενο µας δίνει ένα νέο σύστηµα ως προς τις βέλτιστες λύσεις estm . 

Ας δούµε την πορεία αυτή : 

1. Παραγώγιση ως προς όλα τα m 

1 1 1 1

2 2 0
M N M N

j j
j i ij q i iq

j i j iq q q

m m
m G m G

m m m
λ λ

= = = =

∂ ∂∂Φ
= − = − =

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑ ∑                 (3.29) 
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2. Γράφοµε τις ανωτέρω σχέσεις για 1,...q M= σε διανυσµατική µορφή : 

2 T=m G λ                                                      (3.30)  

3. Επειδή ισχύει παράλληλα και d = Gm , αντικαθιστώντας το m από την 3.30 
στην αρχική εξίσωση παίρνοµε : 

/ 2T =  d G G λ                                                (3.31)  

4. Εάν ο πίνακας TGG που έχει διαστάσεις Μ x Μ αντιστρέφεται, µπορούµε να 
εκφράσοµε µέσω αυτού τους πολλαπλασιαστές Lagrange. 

1
2 T −
 =  λ GG d                                             (3.32) 

5. Με αντικατάσταση της 3.32 στην 3.30 παίρνοµε τη λύση (ελαχίστου µήκους) 

1est T T −
 =  m G GG d                                         (3.33) 

Ως προς την αντιστρεψιµότητα του πίνακα TGG , από τη Γραµµική Άλγεβρα 
γνωρίζοµε ότι αρκεί οι γραµµές του G να είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Αυτό όµως 
εξασφαλίζεται από την υπόθεση για ένα καθαρά υπο-ορισµένο αντίστροφο πρόβληµα 
χωρίς ασυνέπειες. 

ΑΣΚΗΣΗ  Επιλύστε το πρόβληµα 3.26 µε την αρχή του ελαχίστου µήκους.  

 

 

 

 

 


