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1. Περιγραφή του Θαλάσσιου περιβάλλοντος 
 

το κεφάλαιο αυτό θα αναφερθούµε στην περιγραφή των στοιχείων που 
συνθέτουν το θαλάσσιο περιβάλλον από την άποψη της ακουστικής 
ωκεανογραφίας. Το θαλάσσιο περιβάλλον αποτελείται από τη στήλη του 

θαλασσινού νερού και τον πυθµένα, ενώ σηµαντικό στοιχείο είναι η διεπιφάνεια 
νερού-αέρα, που στη συνέχεια θα την καλούµε «επιφάνεια» και θα την θεωρήσουµε 
ως το άνω σύνορο στο πεδίο ενδιαφέροντός µας. Οι βασικές παράµετροι 
ενδιαφέροντος για την ακουστική ωκεανογραφία είναι η ταχύτητα διάδοσης του ήχου 
στο νερό και τον πυθµένα, η ταχύτητα διάδοσης των διατµητικών κυµάτων στον 
πυθµένα, η πυκνότητα των µέσων, η γεωµετρία των διαχωριστικών επιφανειών και η 
ανύψωση της επιφάνειας. Στις επόµενες ενότητες θα δούµε τα κύρια χαρακτηριστικά 
των παραµέτρων αυτών. 
 
1.1      Στρωµατοποίηση του θαλασσινού νερού. 
 
Όταν αναφέρεται κανείς σε θέµατα ακουστικής ωκεανογραφίας, η  παράµετρος που 
συναντά σε όλα τα προβλήµατα  είναι η ταχύτητα διάδοσης του ήχου στη θάλασσα. 
Οι πρώτες µετρήσεις της ταχύτητας του ήχου στο νερό έγιναν πιθανότατα από τους 
Colladon και  Sturm στη λίµνη της Γενεύης το Νοέµβριο του 1826, µε χρήση απλών 
ακουστικών σε σχήµα χωνιού, ενός κώδωνα για την παραγωγή του ήχου και των 
απαραίτητων χρονοµέτρων.  Οι µετρήσεις που έγιναν τότε, έδωσαν τιµή 1435 m/sec 
πολύ κοντά στην πραγµατική που σύµφωνα µε τις εµπειρικές σχέσεις που θα δούµε 
στη συνέχεια είναι για τις δεδοµένες περιβαλλοντικές συνθήκες της µέτρησης 1438 
m/sec (Σχήµα 1.1). Ωστόσο η τιµή αυτή δεν είναι έτσι κι αλλιώς σταθερή, µια και 
εξαρτάται από διάφορες παραµέτρους του νερού, όπως η θερµοκρασία, η αλατότητα 
η πίεση και ακόµη το γεωγραφικό πλάτος της περιοχής. Εξ’ αιτίας αυτού αλλάζει 
σηµαντικά από περιοχή σε περιοχή, και µεταβάλλεται ακόµη και στον χρονικό 
ορίζοντα της ηµέρας. Μία ηµιεµπειρική σχέση που δίδει µε σηµαντική ακρίβεια την 
ταχύτητα του ήχου σε µέσο γεωγραφικό πλάτος είναι  
 
c=1449.2 +4.6 Τ – 0,055 Τ2 + 0.00029 Τ3 + (1.34-0.010Τ)(S-35) + 0.016 z      (1.1.1) 
 
όπου  c = ταχύτητα του ήχου (m/s) 
 Τ = θερµοκρασία  ( οC) 
            S = αλατότητα (σε µέρη επί τοις χιλίοις) 
 z = βάθος (m)  
 
Μία αίσθηση της µεταβολής των παραµέτρων αυτών µε το βάθος και κατά µήκος 
µιας τοµής στη θάλασσα δίδουν τα σχήµατα 1.2 και 1.3, ενώ στο σχήµα 1.4 βλέποµε 
µία τυπική µεταβολή της ταχύτητας του ήχου µε το βάθος και την απόσταση. Και οι 
τρεις εικόνες υποδηλώνουν το χαρακτηριστικό της οριζόντιας στρωµατοποίησης της 
θάλασσας. Στο σχήµα 1.5 βλέποµε ένα τυπικό προφίλ ταχύτητας για βαθιά θάλασσα, 
όπου έχουν χαρακτηρισθεί περιοχές  ανάλογα µε τις µεταβολές της ταχύτητας του 
ήχου µε το βάθος. Στο σηµείο αυτό αξίζει να παρατηρήσει κανείς ότι οι µεταβολές 
αυτές είναι θεµελιώδους σηµασίας για την διάδοση του ήχου στο νερό, όπως θα 
δούµε σε επόµενα κεφάλαια.  
 
 

Σ 
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Σχήµα 1.1  Σχηµατική απεικόνιση του πειράµατος των Colladon και Sturm για την µέτρηση της  
                     ταχύτητας  διάδοσης του ήχου στη λίµνη της Γενεύης 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 1.2  Καµπύλες ίσης θερµοκρασίας στον Νότιο Ειρηνικό κατά µήκος του µεσηµβρινού 28ο  
                     Μετρήσεις 3-18 /7/1967 
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Σχήµα 1.3. Καµπύλες ίσης αλατότητας στον Νότιο Ειρηνικό κατά µήκος του µεσηµβρινού 28ο  
                     Μετρήσεις 3-18 /7/1967 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 1.4 Ισοταχείς κατά µήκος του Ατλαντικού Ωκεανού στον µεσηµβρινό ∆υτικά 30.50ο  Μετρήσεις  
                 του 1974. Φαίνεται το ηχητικό κανάλι που αντιστοιχεί σε τοπικά ελάχιστα της ταχύτητας  
                 διάδοσης του ήχου 
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Σχήµα 1.5  Τυπικό προφίλ ταχύτητας του ήχου σε βαθιά θάλασσα. 

 
Στα σχήµατα 1.6 βλέποµε τις µεταβολές που υφίσταται το θερµοκρασιακό προφίλ 
κατά τη διάρκεια µιας ηµέρας πολύ κοντά στην επιφάνεια. Οι µεταβολές αυτές έχουν 
ως συνέπεια την µεταφορά ενέργειας από την επιφάνεια σε βαθύτερα στρώµατα και 
αντίστροφα, σε ποσό που εξαρτάται από τις τοπικές συνθήκες. Οι κρύες µάζες νερού 
είναι πυκνότερες, και εποµένως βαρύτερες. Έχουν έτσι την τάση να καταβυθίζονται 
και να αντικαθίστανται από θερµότερες µάζες, εάν αυτές υπάρχουν, από βαθύτερα 
στρώµατα. Η ανταλλαγή αυτή µαζών και η συνεπαγόµενη ανάµειξη µπορεί να 
δηµιουργήσει τελικά ένα ισόθερµο στρώµα νερού κοντά στην επιφάνεια που 
ονοµάζεται στρώµα ανάµειξης (mixed layer) που χαρακτηρίζεται από πρακτικά 
σταθερή ταχύτητα διάδοσης.  
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Σχήµα 1.6 Θερµοκρασιακά προφίλ σε δύο περιοχές όπως µετρήθηκαν κατά τη διάρκεια ενός 24 ώρου.  
                  Μετρήσεις του 1968. 
 
Κάτω από το ισόθερµο στρώµα παρατηρείται γρήγορη µείωση της θερµοκρασίας µε 
το βάθος που ισοδυναµεί µε µείωση της ταχύτητας διάδοσης του ήχου. Η περιοχή 
αυτή ονοµάζεται θερµοκλινής (Thermocline) και ακολουθείται από µία περιοχή µε 
περίπου σταθερή θερµοκρασία. Μετά από αυτό το στρώµα η συνεχής αύξηση της 
πίεσης έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση της ταχύτητας διάδοσης του ήχου. Το βάθος 
στο οποίο παρατηρείται το ελάχιστο της ταχύτητας διάδοσης του ήχου χαρακτηρίζει 
τον άξονα του ηχητικού καναλιού, το οποίο µε τη σειρά του ορίζεται από βάθη στα 
οποία παρατηρείται ίση (αλλά τοπικά µέγιστη) ταχύτητα διάδοσης του ήχου πάνω και 
κάτω από τον ηχητικό άξονα. Ένα ηχητικό κανάλι παρουσιάζει εξαιρετικά 
χαρακτηριστικά ακουστικής διάδοσης, όπως θα δούµε  στη συνέχεια. 
 
Θα πρέπει να σηµειωθεί εδώ ότι στην πραγµατικότητα η θάλασσα δεν είναι ακίνητη. 
Κινήσεις των µαζών της παρατηρούνται συνεχώς και σχετίζονται µε πολυποίκιλες 
ωκεανογραφικές διεργασίες. Στις διεργασίες αυτές θα πρέπει να περιλάβουµε την 
κίνηση της επιφάνειας που δηµιουργεί µεταβολές ακόµη και σε κλίµακα 
δευτερολέπτων, εσωτερικά κύµατα µε περιόδους από λεπτά σε ώρες, ηµέρες, ή ακόµη 
και εποχιακές. Φαινόµενα κινήσεων όπως αυτά που αναφέραµε είναι περισσότερο 
συχνά κοντά στην επιφάνεια της θάλασσας, όπου παρατηρούνται και οι πιο έντονες 
θερµοκρασιακές µεταβολές, αλλά παρατηρούνται επίσης τύρβη και θερµοκρασιακές 
µικροµεταβολές ακόµη και σε µεγάλα βάθη που οδηγούν σε κινήσεις των υδάτινων 
µαζών και µεταβολές στην ταχύτητα διάδοσης του ήχου. Σε ό,τι αφορά στα 
εσωτερικά κύµατα, αυτά οφείλονται σε βαρυτικές διαφορές ανάµεσα σε µάζες νερού 
διαφορετικής πυκνότητας και η επίδραση τους είναι εµφανής ακόµη και σε µεγάλες 
αποστάσεις από το σηµείο στο οποίο γεννάται το φαινόµενο. 
 
Γενικά οι µεταβολές της ταχύτητας του ήχου στο νερό είναι έντονες τόσο χωρικά όσο 
και χρονικά και πολλές φορές δεν είναι εφικτή η αντιµετώπιση προβληµάτων που 
σχετίζονται µε την ταχύτητα του ήχου στα πλαίσια κάποιας ντετερµινιστικής 
θεώρησης. Στις περιπτώσεις αυτές η στοχαστική θεώρηση είναι περισσότερο κοντά 
στην πραγµατική µοντελοποίηση του προβλήµατος. 
 
Η πυκνότητα του θαλασσινού νερού (ρ)εξαρτάται κυρίως από την αλατότητα του (S) 
και για τις συνήθεις εφαρµογές µπορεί να θεωρηθεί σταθερή συναρτήσει του βάθους 
και του χρόνου. Έτσι για τις εφαρµογές µας θεωρείται πρακτικά σταθερή. Μάλιστα η 
τιµή που συνήθως χρησιµοποιείται είναι 1000 kg/m3 αν και στο θαλασσινό νερό µία 
µέση τιµή είναι 1025 kg/m3.   
 
1.2 Η επιφάνεια της θάλασσας. 
 
Η επιφάνεια της θάλασσας αποτελεί σύνορο στην µελέτη των προβληµάτων που 
σχετίζονται µε την ωκεανογραφία. Αν και για την υποβρύχια ακουστική η επιφάνεια 
της θάλασσας αντιµετωπίζεται µε απλουστευτικές παραδοχές όπως θα δούµε στη 
συνέχεια, σε πολλές περιπτώσεις (π.χ. στην µελέτη του θορύβου του περιβάλλοντος) 
θα πρέπει να ληφθούν υπ΄οψιν πολλά από τα γεωµετρικά και κινητικά 
χαρακτηριστικά της που σχετίζονται µε τα κύµατα επιφανείας που είναι αυτά που 
παρατηρούµε µε το µάτι.  Τα κύµατα αυτά ποικίλουν σε µέγεθος και συχνότητα αλλά 
και µε βάση την ενέργεια που µεταφέρουν. Τα πιο µικρά σε µέγεθος κύµατα µε µήκος 
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κύµατος που συνήθως δεν υπερβαίνει τα 2 εκατοστά εξαρτώνται από την επιφανειακή 
τάση  στο  σύνορο νερού-αέρα.  Ονοµάζονται  κύµατα επιφανειακής τάσης  (capillary 
 

 
 

Σχήµα 1.7  Κύµατα βαρύτητας στην επιφάνεια της θάλασσας 
 

waves) και δεν µας απασχολούν ιδιαίτερα στα πλαίσια της ακουστικής 
ωκεανογραφίας. 

 
Αντίθετα, τα κύµατα βαρύτητας (gravity waves) που είναι εκείνα που παρατηρεί 
κανείς περισσότερο, σχετίζονται µε την βαρύτητα που είναι η αιτία που τα διατηρεί 
µετά την δηµιουργία τους. Οι έννοιες «πλάτος» και «περίοδος» των κυµάτων αυτών 
ενδιαφέρουν την θαλάσσια υδροδυναµική καθώς καθορίζουν και την συµπεριφορά 
των πλωτών µέσων. Επειδή τα κύµατα αυτά είναι σύνθετα από την άποψη της 
ανάλυσής τους σε «µήκος» και «συχνότητα», η µελέτη τους ξεκινά από την θεώρηση 
των χρακτηριστικών τους σε µία συχνότητα και στη συνέχεια γίνεται η σύνθεσή των 
συνιστωσών τους. Έτσι, µπορούµε να αναφερθούµε σε µία τυπική συχνότητα f και να 
ορίσουµε µεγέθη όπως η φασική ταχύτητα που είναι η ταχύτητα διάδοσης της 
συνιστώσας του κύµατος βαρύτητας συχνότητας f από τη σχέση  
 

k

g
c =

                                                      
(1.2.1) 

 
όπου  g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας = 9.8 m/s2 

και  
          k  είναι  ο «αριθµός κύµατος» οριζόµενος ως  

 
 ,                                                  (1.2.2) 

                                                   
όπου  ω  είναι η κυκλική συχνότητα (ω = 2πf) 
 f   είναι η συχνότητα σε Hz 
                        
Στην περίπτωση που θεωρηθεί και η επιφανειακή τάση στον κυµατισµό τότε η 
φασική ταχύτητα δίδεται από την σχέση  
 

g k
c

k

σ
ρ

= +                                                    (1.2.3) 

 

όπου                                   
 

σ είναι η επιφανειακή τάση (τυπική τιµή 7.4 x 10-2 
Ν/m) και 

ρ είναι η πυκνότητα του νερού (kg/m3).  
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Από την σχέση (1.2.3) βλέποµε ότι όταν η συχνότητα είναι µεγάλη (k µεγάλο), ο 
δεύτερος όρος στην ρίζα της ανωτέρω σχέσης κυριαρχεί στην έκφραση της ταχύτητας 
και συνεπώς η φασική ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων επιφανείας καθορίζεται από 
την ταχύτητα των κυµάτων της επιφανειακής τάσης. 
 
H περίοδος ενός κύµατος είναι  
 

1/ fΤ =                                                      (1.2.4) 
και το µήκος κύµατος 
 

                                                       (1.2.5) 
 
Για τους ωκεανογράφους, βαθύ θεωρείται το νερό όταν το βάθος του (D) υπερβαίνει 
το ήµισυ του µέγιστου µήκους κύµατος του φάσµατος των επιφανεικών κυµατισµών 
(D>λ/2). 
 
Είναι προφανές ότι η φασική ταχύτητα των κυµάτων βαρύτητας αυξάνει µε το µήκος 
κύµατος ενώ αντίθετα στα κύµατα επιφανειακής τάσης µειώνεται µε το µήκος 
κύµατος. Το ελάχιστο παρατηρείται σε µήκος κύµατος 1.73 cm και είναι της τάξης 
των 23.1 m/sec (Σχήµα 1.8). 
 
Στην πραγµατικότητα βέβαια, τα κύµατα επιφανείας της θάλασσας δεν 
χαρακτηρίζονται από ένα µόνο µήκος κύµατος ούτε από µία µόνο διεύθυνση 
διάδοσης. Περισσότεροι κυµατικοί σχηµατισµοί διαφορετικού πλάτους µπορεί να 
συµµετέχουν στη σύνθετη διαδικασία από την οποία προκύπτει το σχήµα και η 
χρονική µεταβολή της επιφάνειας της θάλασσας. Οι πολλές συχνότητες που 
συµµετέχουν στο φαινόµενο συνθέτουν ένα σύνθετο φάσµα και ένα πολύπλοκο 
κυµατισµό στον οποίο πρέπει να ορισθεί ένα πλάτος και µία περίοδος.  
 
Η ταχύτητα διάδοσης ενός σύνθετου κυµατισµού, καθορίζεται από την ταχύτητα 
οµάδας (group velocity) που δίδεται από την σχέση  
 

g

d
v

dk

ω
=                                                           (1.2.6) 

 
όπου έχοµε υποθέσει ότι ο σύνθετος κυµατισµός αποτελείται από µία συνεχή 
κατανοµή στοιχειωδών κυµάτων διαφορετικής συχνότητας.  
 
Με βάση τα παραπάνω, είναι φανερό ότι δεν είναι δυνατός ο ντετερµινιστικός 
υπολογισµός του σχήµατος της επιφάνειας της θάλασσας. Παρ’ όλα αυτά 
απλοποιηµένα γεωµετρικά σχήµατα (π.χ. ηµιτονοειδείς ανυψώσεις) έχουν 
χρησιµοποιηθεί για την µελέτη ακουστικών φαινοµένων που σχετίζονται µε την 
επιφάνεια της θάλασσας, έχοντας υπ’ όψιν ότι το πραγµατικό φαινόµενο µπορεί να 
µελετηθεί µε επαλληλία λύσεων που κάθε µία από αυτές αφορά συγκεκριµένο 
ηµιτονοειδές σχήµα επιφανείας, (σύνθεση Fourier). Σε άλλες πάλι περιπτώσεις, και 
ιδιαίτερα όταν το ακουστικό κύµα έχει µεγάλο µήκος σε σχέση µε την µέγιστη 
ανύψωση της επιφανείας, χρησιµοποιείται η έννοια της τραχύτητας που αναφέρεται 
στην επιφάνεια η οποία χαρακτηρίζεται από ένα µέσο ύψος ανύψωσης, και τα 
σχετικά ακουστικά προβλήµατα επιλύονται µε βάση την θεωρία διαταραχών, όπου ως 
κατάσταση αναφοράς θεωρείται αυτή της επίπεδης επιφάνειας, ενώ η παραγόµενη 
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λύση στην κατάσταση αναφοράς διαταράσσεται µε βάση την θεωρούµενη (µέση) 
τραχύτητα της επιφανείας, παράγοντας ένα ντετερµινιστικό αποτέλσµα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 1.8   Φασική ταχύτητα κυµάτων τριβής και βαρύτητας ως συνάρτηση του µήκους κύµατος. 
 
 
1.3 Ο πυθµένας της θάλασσας. 
 
Ο πυθµένας της θάλασσας παίζει πολύ σηµαντικό ρόλο στην ακουστική 
ωκεανογραφία. ∆εν είναι τόσο η γεωλογική του συµπεριφορά που θα µας 
απασχολήσει εδώ, όσο εκείνη ενός ακουστικού µέσου και για το λόγο αυτό θα 
δώσουµε αργότερα µία γεωµετρική περιγραφή και ένα κατάλογο των ιδιοτήτων του 
που αφορούν τη διάδοση των ακουστικών και διατµητικών κυµάτων σ΄ αυτόν. 
 
Περιληπτικά, µπορούµε να πούµε ότι γεωλογικά η προέλευση του θαλασσινού βυθού 
είναι το εσωτερικό της γης και το µάγµα το οποίο ανέρχεται από το κέντρο της γης 
και δηµιουργεί µικρές ανυψώσεις υλικών, οι οποίες µίκραιναν σιγά-σιγά, καθώς τα 
υλικά µετακινούνται και εξαπλώνονται σε διπλανούς χώρους. Παράλληλα υπάρχουν 
καταβυθίσεις υλικών σε κοιλάδες και η όλη διαδικασία είναι αργή µεν σε απόλυτο 
χρόνο, γρήγορη δε στον γεωλογικό χρόνο καθώς η εξάπλωση των υλικών µπορεί να 
είναι µέχρι και 10 cm/χρόνο. Τα στρώµατα της θάλασσας που έλκουν την προέλευσή 
τους από τις ως άνω διαδικασίες θεωρούνται ηφαιστειογενούς προέλευσης.  
 
Παράλληλα καθιζάνουν στον πυθµένα της θάλασσας υλικά βιολογικής προέλευσης 
(ζωικής η φυτικής), ενώ υπάρχει και παράσυρση και καθίζηση υλικών από την ξηρά, 
ιδιαίτερα κοντά στις εκβολές ποταµών. Κοντά στις ακτές η διαδικασία 
ιζηµατογένεσης είναι ασταθής ενώ τα θαλασσινά ιζήµατα δεν έχουν αρκετή ακαµψία 
και συµπεριφέρονται πρακτικά ως ρευστά. Αυτό έχει ιδιαίτερη σηµασία στην 
µοντελοποίησης της αλληλεπίδρασης των κυµατικών φαινοµένων που σχετίζονται µε 
την διάδοση του ήχου από το νερό στα θαλασσινά ιζήµατα και αντίστροφα. Ιδιαίτερα, 
επειδή όπως θα δούµε στη συνέχεια η ανάκλαση και η διάδοση της ακουστικής 
ενέργειας στον πυθµένα εξαρτάται από τις παραµέτρους του, η ακουστική 
διακρίβωση της σύστασης του βυθού είναι συνήθης πρακτική στην θαλάσσια 
γεωφυσική. 
 
Να σηµειώσουµε τέλος ότι η τραχύτητα της διαχωριστικής επιφάνειας νερού-πυθµένα 
είναι ιδιαίτερα σηµαντικός παράγοντας που άλλοτε επιδρά θετικά και άλλοτε 
αρνητικά στις εφαρµογές της ακουστικής ωκεανογραφίας.  



 Εισαγωγή στην Ακουστική Ωκεανογραφία                        11
   

 
 

 
Σχήµα 1.9 Σχηµατικό διάγραµµα τοµής του θαλάσσιου περιβάλλοντος σε παράκτια περιοχή. 

 
Στο σχήµα 1.9 βλέποµε ένα σχηµατικό διάγραµµα που απεικονίζει την δοµή του 
πυθµένα κοντά σε µία ακτή. Τα ανοικτά χρώµατα αντιστοιχούν σε µαλακά υλικά 
(µικρής πυκνότητας και µεγάλης περιεκτικότητας σε νερό - για τα θαλασσινά 
ιζήµατα) ενώ τα πιο σκούρα χρώµατα αντιστοιχούν σε σκληρά υλικά.  Παρατηρείστε 
την στρωµατοποίηση των ιζηµάτων που λόγω βαρύτητας είναι σχεδόν οριζόντια κάτω 
από την υδάτινη στήλη. 
 
1.4 Στοιχεία από την ζωή στη θάλασσα 
  
Η ζωή στη θάλασσα  αποτελείται από µονάδες που ως προς τις διαστάσεις ποικίλουν 
από τις εξαιρετικά µικρές διαστάσεις των στοιχείων που αποτελούν το πλανκτόν, έως 
τις διαστάσεις των µεγάλων κυτών. Οι µικρών διαστάσεων βιολογικές µάζες 
εµφανίζονται στη θάλασσα ως συγκεντρώσεις ρευστού διαφορετικής πυκνότητας σε 
σχέση µε το νερό και αποτελούν την βασική πηγή ανοµοιογενειών σ΄αυτό. Εάν ο 
ερευνητής ακουστικός δεν ενδιαφέρεται για την διακρίβωση της σύνθεσης των 
υλικών αυτών, οι βιολογικές αυτές συγκεντρώσεις αποτελούν ανεπιθύµητους 
σχηµατισµούς που περιορίζουν την εµβέλεια των ακουστικών συσκευών, καθώς 
επηρεάζουν αρνητικά τη διάδοση του ήχου στη θάλασσα. 
 
Πηγαίνοντας σε µεγαλύτερα µεγέθη θαλάσσιας ζωής, συζητάµε για την πιθανότητα 
σκέδασης της ακουστικής ενέργειας από τα στοιχεία, των οποίων το µέγεθος σε 
σχέση µε το µήκος κύµατος καθορίζουν την έντασή τους ως στόχων στη θάλασσα. Η 
έντασή τους εξαρτάται επίσης από το πόσο διαφέρει η πυκνότητά τους αλλά και οι 
υπόλοιπες ακουστικές παράµετροι σε σχέση µε το περιβάλλον νερό. Ένας 
απλοποιηµένος κανόνας ορίζει ότι ένας θαλάσσιος οργανισµός είναι ενεργός ως 
σκεδαστής εάν η ισοδύναµη διάστασή του είναι µεγαλύτερη από το µήκος κύµατος. 
Είναι αυτονόητο ότι µία συγκέντρωση οργανισµών είναι πολύ περισσότερο ενεργή ως 
σκεδαστής, ανεξάρτητα από το µέγεθος των µεµονωµένων οργανισµών. 
 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι θαλάσσιοι οργανισµοί πολλές φορές διαθέτουν ένα 
εσωτερικό κοίλωµα (νηκτική κύστη), το οποίο χρησιµοποιείται από αυτούς ως 
στοιχείο πλευστότητας και το οποίο παίζει επίσης ένα σηµαντικό ρόλο στην 
ακουστική διάδοση. Είναι χαρακτηριστικό ότι η αναγνώριση πολλών ειδών 
θαλάσσιας ζωής γίνεται µέσω της νυκτικής κύστης και είναι τόσο περισσότερο 
αποδοτική όσο πιο κοντά είναι η συχνότητα του ακουστικού κύµατος στην 
ιδιοσυχνότητα της κύστης (Σχήµα 1.10). Να σηµειώσουµε εδώ ότι οι ακουστικές 
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ιδιότητες των θαλάσσιων οργανισµών και ιδιαίτερα των κητωδών (φάλαινες, δελφίνια 
κ.λ.π.) συνιστούν τον ιδιαίτερα ενδιαφέροντα κλάδο της θαλάσσιας βιοακουστικής  
 
 
 

 
 
 

Σχήµα 1.10 Η νηκτική κύστη οµάδας ψαριών όπως αυτή διακρίνεται σε σχετική ακτινογραφία 
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2. Τα ακουστικά κύµατα στο θαλάσσιο περιβάλλον 
 

 ακουστική ωκεανογραφία επικεντρώνεται γύρω από την διάδοση της 
ακουστικής ενέργειας στο νερό και στα γειτονικά µέσα του νερού και 
εποµένως η µελέτη των συνθηκών διάδοσης και αλληλεπίδρασης µε τα 

σύνορα ενός ακουστικού µέσου είναι η βάση της έρευνας στην συγκεκριµένη 
θεµατική περιοχή. Στα κεφάλαιο 2 θα παρουσιάσουµε τα βασικά σηµεία της 
κυµατικής θεωρίας  περιορίζοντας την µαθηµατική ανάλυση στα επίπεδα κύµατα και 
στα φαινόµενα τοπικής διάδοσης και ανάκλασης κυµάτων ανάµεσα σε διεπιφάνειες. 
Στο επόµενο κεφάλαιο 3 θα παρουσιάσοµε στοιχεία της γεωµετρικής ακουστικής µε 
βάση την οποία µπορεί µε ένα σχετικά απλό και κατανοητό τρόπο να µελετήσει την 
διάδοση του ήχου σε  ένα ακουστικό µέσο. 
 
2.1 Η φύση των ακουστικών διαταραχών. 
 
 Ένα ακουστικό κύµα είναι µία διαταραχή της πίεσης ενός µέσου που διαδίδεται µέσα 
στο µέσον αυτό. Για να γίνει δυνατή η µετάδοση της διαταραχής, το µέσον πρέπει να 
είναι συµπιεστό (να επιτρέπει αυξοµειώσεις της πυκνότητας) και τα ακουστικά 
κύµατα χαρακτηρίζονται ως κύµατα συµπιεστότητας (compressional waves). Η 
διαταραχή προέρχεται από την ακουστική πηγή που µε κάποιο φυσικό τρόπο (π.χ. 
ταλάντωση ή έκρηξη) διαταράσσει την κατάσταση ισορροπίας του µέσου µε έµφαση 
στα κινητικά χαρακτηριστικά των στοιχειωδών σωµατιδίων που το αποτελούν και 
προκαλεί αυξοµειώσεις των µεγεθών που υπεισέρχονται στην µηχανική συµπεριφορά 
του υλικού, όπως είναι η πυκνότητα, η πίεση, ή η ταχύτητα των στοιχειωδών 
σωµατιδίων. Ανάλογα µε το µέγεθος της διαταραχής η πηγή χαρακτηρίζεται ως 
µεγάλης ή µικρής έντασης. Είναι αυτονόητο ότι η ακουστική διαταραχή προσδίδει 
ενέργεια στο σύστηµα που χαρακτηρίζεται ως “ακουστική ενέργεια”.  
 
2.2 Ακουστικά κύµατα. 
 
Η ακουστική διαταραχή διαδίδεται στο ακουστικό µέσον µε µία διαδικασία που πολύ 
απλά µπορεί να περιγραφεί ως µία διαδοχική διέγερση των στοιχειωδών σωµατιδίων 
του ακουστικού µέσου. Εάν θεωρήσουµε µία σηµειακή πηγή, η αρχή του Huygens 
µας δίδει παραστατικά τη διαδικασία αυτή για οµογενή και ισότροπα µέσα. Σύµφωνα 
λοιπόν µε αυτήν, µία διαταραχή που έχει φτάσει σε συγκεκριµένο σηµείο του 
ακουστικού χώρου δρα ως νέα πηγή που λόγω συµµετρίας στέλνει ακουστική 
ενέργεια σε µέτωπα που έχουν τη µορφή σφαιρικών επιφανειών. Συνθέτοντας τις νέες 
αυτές επιφάνειες παίρνει κανείς το νέο «µέτωπο κύµατος»1 κ.ο.κ.. Η ταχύτητα 
διάδοσης της διαταραχής παίρνει συγκεκριµένη τιµή που µπορεί να µεταβάλλεται µε 
τον χώρο και τον χρόνο. Εάν η ταχύτητα θεωρηθεί σταθερή και ίση µε c, η 
διανυθείσα από το µέτωπο κύµατος απόσταση σε χρόνο ∆t είναι ∆R = c ∆t. 
 
 
 
 
 
 

                                                           
1 Για ένα αυστηρότερο ορισµό του µετώπου κύµατος παραπέµποµε στο Κεφάλαιο 2.4. 

Η 
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Σχήµα 2.1 Η αρχή του Huygens σε ότι αφορά την εκποµπή κυµάτων από σηµειακή πηγή 
 
 
2.3 ∆ιάδοση του ήχου – Ακουστική εξίσωση. 
 
Η µελέτη των χαρακτηριστικών διάδοσης των κυµάτων προϋποθέτει τη διατύπωση 
των εξισώσεων που διέπουν τη µεταβολή των χαρακτηριστικών µεγεθών του µέσου. 
Τα µεγέθη αυτά είναι η πίεση p, η ταχύτητα των στοιχειωδών σωµατιδίων του µέσου 
u
r

 (διανυσµατικό µέγεθος) και η πυκνότητα ρ, που είναι συναρτήσεις των χωρικών 
µεταβλητών και του χρόνου, ( , ), ( , ), ( , )p p x t u u x t x tρ ρ= = =

r r r r r

 όπου µε x
r

 
συµβολίζουµε τις χωρικές µεταβλητές. ∆εδοµένου ότι θα ασχοληθούµε µε τη διάδοση 
του ήχου στο νερό, θα παράγουµε την ακουστική εξίσωση µόνο για ρευστά 
ακουστικά µέσα, στα οποία τα ακουστικά κύµατα είναι διαµήκη. 
 
Το πρόβληµα θα το µελετήσουµε κατ’ αρχήν στις τρεις διαστάσεις και στη συνέχεια 
θα περιοριστούµε στις δύο διαστάσεις όπου και θα µελετήσουµε µερικές 
χαρακτηριστικές λύσεις. Η ακουστική εξίσωση προκύπτει από την εφαρµογή των 
βασικών εξισώσεων των συµπιεστών ρευστών που διέπουν τις µεταβολές των 
χαρακτηριστικών µεγεθών του µέσου. Παρατηρώντας ότι έχουµε τρεις ανεξάρτητες 
ποσότητες των οποίων ζητούµε τον υπολογισµό, µπορεί κανείς  να διατυπώσει την 
απαίτηση για την εφαρµογή τριών ανεξαρτήτων µεταξύ τους εξισώσεων που θα µας 
δώσουν τη δυνατότητα να διατυπώσουµε ισάριθµες εξισώσεις ανά µία για κάθε µία 
από τις ανωτέρω ποσότητες. 
 
Οι τρεις εξισώσεις που θα επεξεργαστούµε είναι: 
 
• Η εξίσωση της συνέχειας 
• Η εξίσωση του Euler και 
• Η καταστατική εξίσωση 
 
 
2.3.1 Η εξίσωση συνέχειας 
 
Θεωρούµε έναν όγκο ρευστού dV=dxdydz όπως στο Σχήµα 2.2 που είναι σταθερός 
στο χώρο και µέσω του οποίου διέρχεται το ρευστό. Ο ρυθµός ροής του υγρού 
διαµέσου του όγκου αυτού, πρέπει να είναι ίσος µε το ρυθµό αύξησης ή µείωσης της 
µάζας του ρευστού στον όγκο. 
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Σχήµα 2.2  Στοιχειώδης όγκος ρευστού για την εφαρµογή των νόµων συνέχειας και Euler. 
 
 
Η καθαρή ροή του ρευστού κατά τον άξονα των x είναι: 

 

dV
x

u
dydzdx

x

u
uu xx

xx ∂

∂
−=

∂

∂
+−

)(
]}

)(
[{

ρρ
ρρ                             (2.3.1) 

 

όπου xu είναι η συνιστώσα της ταχύτητας κατά τον άξονα των x. 

 
Εντελώς αντίστοιχα παίρνουµε τις εξισώσεις για τους υπόλοιπους άξονες και 
αθροίζοντας οδηγούµεθα στην ακόλουθη έκφραση για την καθαρή ροή διαµέσου του 
όγκου dV: 
 

dVudV
z

u

y

u

x

u zyx )]([]
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ρ
ρρρ
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∂

∂
+

∂
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∂

∂
−                            (2.3.2) 

 
Η καθαρή ροή διαµέσου του όγκου ισοδυναµεί µε την µεταβολή της µάζας του όγκου 

στη µονάδα του χρόνου που είναι .dV
t

ρ∂
∂

 Εξισώνοντας τους ανωτέρω όρους 

παίρνουµε: 
 

t
u

∂
∂

=⋅∇−
ρ

ρ )]([
r

                                                  (2.3.3) 

 
που καλείται εξίσωση συνέχειας. 
 
Όπως είναι διατυπωµένη είναι µη γραµµική µια και στον πρώτο όρο εµφανίζεται το 
γινόµενο της πυκνότητας επί την ταχύτητα που είναι και οι δύο άγνωστες 
συναρτήσεις. Στην συνέχεια θα δούµε πως µπορεί να εφαρµοστεί µία διαδικασία 
γραµµικοποίησης που θα µας οδηγήσει στην γραµµικοποιηµένη ακουστική εξίσωση 
που είναι γνωστή απλά ως «ακουστική εξίσωση». 
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2.3.2 Η εξίσωση του Euler 
 
Θεωρούµε τώρα ένα στοιχειώδη όγκο ρευστού dV=dxdydz που όµως κινείται µε 
αυτό. Η επιτάχυνση της στοιχειώδους µάζας του ρευστού που περιέχεται στο όγκο 
είναι a

r

( ,x t
r

)= a
r

(x,y,z,t) και σύµφωνα µε το δεύτερο νόµο του Newton συνδέεται µε 
την δύναµη που ενεργεί στη µάζα, µέσω της σχέσης: 
 

         dmafd
r

r

=                                                         (2.3.4) 
 
Εάν αµελήσουµε την συνεκτικότητα, η καθαρή δύναµη που επενεργεί στο στοιχειώδη 
όγκο  κατά τη διεύθυνση x, οφείλεται στην καθαρή πίεση που επενεργεί στην πλευρά 
dydz και είναι: 
 

                           dV
x

p
dydzdx

x

p
ppdfx ∂

∂
−=

∂
∂

+−= )]([                             (2.3.5) 

 
και στις τρεις διαστάσεις: 
 

 pdVfd −∇=
r

                                                   (2.3.6) 
 
H επιτάχυνση σύµφωνα µε τον ορισµό της είναι: 
 

dt
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            (2.3.7) 

 
Αναπτύσσοντας σε σειρά Taylor την ταχύτητα και κρατώντας όρους πρώτης τάξης 
παίρνουµε: 
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        (2.3.8) 

 
µε τις παραγώγους να υπολογίζονται στο (x,y,z,t), οπότε η επιτάχυνση είναι: 
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                                         (2.3.9) 

 
που γράφεται: 
 

 uu
t

u
a

rr

r

r

)( ∇⋅+
∂
∂

=                                                   (2.3.10) 

 
Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της δύναµης (σχέση 2.3.4) και τις σχέσεις 2.3.6 και 
2.3.10 παίρνουµε µία σχέση ανάµεσα στην πίεση, την πυκνότητα και την ταχύτητα 
του µέσου:  
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 })({ uu
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u
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=∇− ρ                                               (2.3.11) 

 
Η εξίσωση αυτή γνωστή ως Εξίσωση Euler είναι και πάλι µη γραµµική. 
 
2.3.3 H  καταστατική εξίσωση 
 
Η καταστατική εξίσωση είναι χαρακτηριστική του µέσου στο οποίο διαδίδεται η 
κυµατική διαταραχή και συσχετίζει τις µεταβολές της πίεσης και της πυκνότητας. 
Πολύ απλά η σχέση αυτή αποδίδεται µε την εξίσωση 
 

)(ρgp =                                                           (2.3.12) 
 
Επαναλαµβάνεται ότι η µορφή της συνάρτησης g  εξαρτάται από το υλικό µέσα στο 
οποίο πραγµατοποιείται η διάδοση. 
 
2.3.4 Η γραµµικοποιηµένη κυµατική εξίσωση 
 
Στη φύση, η µεταβολή της πίεσης ενός ακουστικού µέσου που προέρχεται από µια 
ηχητική πηγή δηµιουργεί µικρές µεταβολές των παραµέτρων του ακουστικού µέσου. 
Έτσι µε αφετηρία τις τιµές των παραµέτρων στο µέσον όταν δεν υπάρχει ακουστική 
διαταραχή, µπορούµε να γράψουµε τις αντίστοιχες ποσότητες ως αθροίσµατα τιµών 
ισορροπίας και µικρών µεταβολών: 
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                                               (2.3.13) 

 
όπου η παράµετρος ε χαρακτηρίζει τις µικρές µεταβολές. Ο δείκτης 0 χαρακτηρίζει 
τις τιµές στο ακουστικό αδιατάρακτο µέσον, ενώ ο δείκτης 1 χαρακτηρίζει τις 
µεταβολές λόγω της ακουστικής διέγερσης. 
 
Αντικαθιστώντας τις αναπαραστάσεις 2.3.13 στην εξίσωση συνέχειας 2.3.4 
παίρνουµε: 
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                            (2.3.14) 

 
Εξισώνοντας όρους ίδιας δύναµης του ε παίρνουµε: 
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                                                 (2.3.15) 

 
Εάν υποθέσουµε αδιατάρακτο ρευστό σε ισορροπία ( 00 =u

r

), παίρνουµε και  

00 =
∂

∂

t

ρ
    οπότε η πυκνότητα ισορροπίας δεν εξαρτάται από το χρόνο ( )(0 x

r

ρρ = ) 
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Με την ίδια υπόθεση, εξισώνουµε τους όρους πρώτης τάξης ως προς ε : 
 

                  0}{ 10
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ρ
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                                           (2.3.16) 

 
Εντελώς αντίστοιχα παίρνουµε για την εξίσωση του Euler: 
 

           
t

u
p

∂

∂
=∇− 1

01

r

ρ                                                  (2.3.17) 

 
όπου έχουµε επίσης αµελήσει όρους δεύτερης τάξης ως προς ε και βέβαια έχοντας 
επαναλάβει την υπόθεση για µηδενική ταχύτητα ισορροπίας ( 0 0u =

r

). 

   
Όσον αφορά στην καταστατική εξίσωση µπορούµε εύκολα, αναπτύσσοντας κατά 
Taylor και αµελώντας όρους δεύτερης τάξης και άνω να καταλήξουµε στη σχέση : 
 

             1 1
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p
p ρ

ρ
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=  ∂ 
                                                 (2.3.18) 

 
Οι εξισώσεις 2.3.16-2.3.18 είναι αρκετές για να µας οδηγήσουν στην ακουστική 
εξίσωση: 
 
Παίρνοντας την απόκλιση των δύο όρων της Euler έχουµε: 
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ρ                                             (2.3.19) 

 
Παραγωγίζοντας ως προς χρόνο την εξίσωση της συνέχειας παίρνουµε: 
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                                     (2.3.20) 

 
Από τις τελευταίες δύο εξισώσεις παίρνουµε : 
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Από την καταστατική εξίσωση παίρνουµε: 
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                                               (2.3.22) 
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Ορίζουµε 2

0

p
c

ρ
 ∂

≡ ∂ 
 και αντικαθιστώντας την 2.3.22 στην 2.3.21 καταλήγουµε στη 

σχέση : 
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c
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=∇                                              (2.3.23) 

 
Παρατηρούµε ότι οδηγηθήκαµε σε µια κυµατική εξίσωση. Ο συντελεστής c που 
ορίστηκε ανωτέρω είναι η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος και τον συναντήσαµε ήδη 
στην φαινοµενολογική ανάλυση του προηγούµενου κεφαλαίου. Αξίζει να σηµειωθεί 
ότι οδηγηθήκαµε σ’ αυτόν µέσω της καταστατικής εξίσωσης και γι αυτό καµιά φορά 
η σχέση 2.3.22 λέµε ότι οδηγεί στον «θερµοδυναµικό ορισµό» της ταχύτητας 
διάδοσης του ήχου. Αντίστοιχα µπορούµε να οδηγηθούµε σε εξισώσεις ως προς την 
ταχύτητα ή την πυκνότητα που είναι και αυτές κυµατικής µορφής.   
 
Θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι στην εξίσωση 2.3.23 δεν υπάρχει κάποιος όρος που 
να µας δίδει πληροφορία για την πηγή ενέργειας (ακουστική πηγή). Αυτό συµβαίνει 
γιατί στην διατύπωση της εξίσωσης δεν λάβαµε υπ’ όψιν µας είσοδο ενέργειας στο 
σύστηµα. Απλά θεωρήσαµε ότι στο πεδίο διατύπωσης του προβλήµατος, υπάρχει µια 
διαταραχή της πίεσης που έχει προκύψει µε µη συγκεκριµένο τρόπο. 
 
Με βάση την εξίσωση 2.3.23, συµπεραίνουµε ότι µία µικρή διαταραχή της δυναµικής 
κατάστασης ενός µέσου, οδηγεί στην παραγωγή ενός κύµατος που διαδίδεται στο 
µέσον µε ταχύτητα c. Με βάση τις υποθέσεις που έχουµε κάνει, η ταχύτητα διάδοσης 
εξαρτάται εν γένει από τις χωρικές µεταβλητές x

r

. 
 
Η κυµατική εξίσωση 2.3.23 έχει προέλθει από την γραµµικοποίηση των εξισώσεων 
των ρευστών (παράλειψη όρων τάξης υψηλότερης του ε

1) και καλείται 
γραµµικοποιηµένη ακουστική εξίσωση.  Η υπόθεση ωστόσο για µικρές µεταβολές 
των παραµέτρων της κινηµατικής κατάστασης του ρευστού στην οποία στηρίζεται 
δεν απέχει από την πραγµατικότητα και εκφράζει την φύση των ακουστικών 
διαταραχών. 
 
Να πούµε ακόµη ότι η διατύπωση ενός προβλήµατος κυµατικής διάδοσης στο 
θαλάσσιο περιβάλλον περιλαµβάνει εκτός από την βασική εξίσωση και τις 
κατάλληλες οριακές συνθήκες για τη συµπεριφορά της άγνωστης συνάρτησης στα 
σύνορα, που στην περίπτωση µας είναι η επιφάνεια της θάλασσας και οι διεπιφάνειες; 
του πυθµένα, ενώ απαιτείται ακόµη  η γνώση της επ' άπειρον συµπεριφοράς της 
λύσης στην περίπτωση που το πεδίο ορισµού είναι εκτείνεται µέχρις εκεί. Αναλυτική 
παρουσίαση του προβλήµατος της κυµατικής διάδοσης στη θάλασσα γίνεται στο 
µάθηµα “Κυµατική ∆ιάδοση”. 
 
Στη συνέχεια θα δούµε λύσεις της κυµατικής εξίσωσης χωρίς ειδική αναφορά σε 
σύνορα και άρα σε συνοριακές συνθήκες. 
 
2.4  Στοιχειώδεις λύσεις της ακουστικής εξίσωσης 
 
2.4.1 Χωρισµός µεταβλητών χώρου-χρόνου 
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Μια τεχνική για τη λύση των µερικών διαφορικών εξισώσεων υπό ορισµένες 
συνθήκες είναι η µέθοδος του χωρισµού µεταβλητών. Με βάση τη µέθοδο αυτή µια 
µερική διαφορική εξίσωση για µία συνάρτηση πολλών µεταβλητών µπορεί να 
χωριστεί σε µια οµάδα συνήθων διαφορικών εξισώσεων κάθε µια από τις οποίες 
ορίζεται για µια συνάρτηση που εξαρτάται από µία µόνο µεταβλητή (συναρτήσεις 
που µεταβάλλονται ανεξάρτητα η µία από την άλλη). Ο χωρισµός µεταβλητών δεν 
είναι βέβαια δυνατός σε κάθε περίπτωση  Ειδικά για την κυµατική εξίσωση ο 
χωρισµός είναι δυνατός σε 11 συστήµατα συντεταγµένων (βλ. Morse and Feshbach) 
και µόνον εάν οι διεπιφάνειες του προβλήµατος συµπίπτουν µε µία επιφάνεια 
συντεταγµένων των ως άνω 11 συστηµάτων, Επιπλέον ο όρος 21/c της κυµατικής 
εξίσωσης θα πρέπει να είναι είτε άθροισµα όρων καθένας από τους οποίους εξαρτάται 
από µια µόνο µεταβλητή, ή να είναι ο ίδιος συνάρτηση µιας µόνο µεταβλητής. Στη 
συνέχεια θα θεωρήσουµε ότι οι ανωτέρω όροι πληρούνται και θα οδηγηθούµε σε 
συστήµατα συνήθων διαφορικών εξισώσεων που θα µας δώσουν τη λύση απλών 
σχετικά προβληµάτων που αναφέρονται στη διάδοση του ήχου στη θάλασσα. 
 
Θα προσπαθήσουµε κατ' αρχήν να αποµονώσουµε την χρονική εξάρτηση. 
 
Θεωρούµε ότι η ακουστική πίεση µπορεί να γραφεί ως: 

 
 )()(),(1 tTxptxp

rr

=                                                 (2.4.1) 
 

Σηµειώνουµε ότι από το σηµείο αυτό, θα χρησιµοποιήσουµε το συµβολισµό p για τη 
χωρική συνιστώσα της ακουστικής πίεσης ( ( ) ( )p x p x≡

r r

) και δεν θα πρέπει να 
συγχέεται µε την ολική πίεση του µέσου όπως εκφράζεται από την εξίσωση 2.3.13.  Η 
ταχύτητα διάδοσης του ήχου c θα θεωρηθεί όπως έχοµε ήδη σηµειώσει συνάρτηση 
µόνο των χωρικών µεταβλητών )(xcc

r

= . Έτσι µπορούµε να αντικαταστήσουµε την 
2.4.1 στην ακουστική εξίσωση 2.3.23 και να πάρουµε: 
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Μια και ο αριστερός όρος της 2.4.3 είναι συνάρτηση µόνο των χωρικών µεταβλητών 
και ο δεξιός όρος συνάρτηση µόνο του χρόνου , για να ισχύει πάντοτε η εξίσωση,  θα 
πρέπει κάθε όρος να ισούται µε µια σταθερά. Έτσι παίρνουµε : 
 

2
2

2
2

2 1
ω−==∇

dt

Td

T
p

p

c
                                             (2.4.4) 

 
όπου το αρνητικό σηµείο αλλά και η ίδια η µορφή της σταθεράς 2ω έχουν επιλεγεί 
έτσι ώστε να διευκολύνονται οι µαθηµατικοί χειρισµοί αφ’ ενός αλλά και η φυσική 
ερµηνεία αφ’ ετέρου. Έτσι, στην 2.4.4 αναγνωρίζει κανείς στην σταθερά ω την 
κυκλική συχνότητα του κύµατος.  
 
Από την 2.4.4 παίρνουµε δύο εξισώσεις : 
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Από τις εξισώσεις αυτές η πρώτη είναι γνωστή ως εξίσωση Helmholtz και διέπει την 
χωρική εξάρτηση της ακουστικής πίεσης για «µονοχρωµατική πηγή2» ενώ η λύση της 
δεύτερης δίνει την χρονική εξάρτηση της ακουστικής πίεσης 
 
Η 2.4.6 έχει ως γνωστόν δύο ανεξάρτητες µεταξύ τους λύσεις : 
 

titi BeAeT ωω −+=   ,                                               (2.4.7) 
 µε  Α, Β σταθερές. 
 
Χωρίς να χαθεί η γενικότητα της λύσης θα θεωρήσουµε ότι η σταθερά  A είναι 1, και 
θα δεχθούµε από τις δύο πιθανές λύσεις εκείνη που αντιστοιχεί σε αρνητικό πρόσηµο 
στον εκθέτη. Αυτό σηµαίνει ότι θα µελετήσουµε πηγές οι οποίες εκπέµπουν ενέργεια 
στο περιβάλλον µε χρονική εξάρτηση tie ω− . Καταλήγοµε δηλαδή σε λύσεις της 
µορφής 

tieT ω−=                                                          (2.4.8) 
 
Κατόπιν αυτών, η λύση µας για την πίεση διαταραχής γράφεται 
 

tiexptxp ω−= )(),(1

rr

                                           (2.4.9) 
 
2.4.2 Χωρισµός µεταβλητών για την χωρική εξάρτηση της πίεσης  
 
Ο λόγος που αναφερόµαστε στην ειδική µορφή της λύσης για τη συνάρτηση p είναι 
ότι µας ενδιαφέρει να βρούµε έκφραση για επίπεδα κύµατα που θα αποτελέσουν το 
πρώτο ειδικό αντικείµενο της µελέτης µας. Το σύστηµα συντεταγµένων στο οποίο θα 
αναφερόµαστε είναι το καρτεσιανό, για το οποίο o τελεστής 2∇ παίρνει τη µορφή 
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. Θεωρώντας ακόµη ότι  
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όπου κάθε ένας από τους προσθετέους ik εξαρτάται από µία µόνο µεταβλητή (την 

αντίστοιχη στο συµβολισµό που υιοθετήθηκε), θα κάνουµε χωρισµό των µεταβλητών 
και θα ζητήσουµε λύσεις της µορφής 
 

( ) ( , , ) ( ) ( ) ( )x y zp x p x y z p x p y p z= =
r

                               (2.4.11) 

                                                           
2 Μονοχρωµατική (monochromatic) χαρακτηρίζεται µία πηγή όταν εκπέµπει σε συγκεκριµένη  
    συχνότητα. Χαρακτηρίζεται και ως «αρµονική». 
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Αντικαθιστώντας την ανωτέρω έκφραση στην Ηelmholtz  και χρησιµοποιώντας την  
2.4.10, παίρνοµε 
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Παρατηρούµε ότι στο ανωτέρω άθροισµα έχουµε εξ προσθετέους οι οποίοι ανά δύο 
είναι συναρτήσεις µιας µεταβλητής. Ζητάµε τα ζεύγη των όρων αυτών να είναι 0 
(σταθερά χωρισµού), οπότε καταλήγοµε σε σύστηµα τριών εξισώσεων : 
 

02
2

2

=+ xx
x pk

dx

pd
                                          (2.4.13α) 

 

02
2

2

=+ yy
y pk

dy

pd
                                          (2.4.13β) 

 

02
2

2

=+ zz
z pk

dz

pd
                                           (2.4.13γ) 

 
Προσέξτε την αλλαγή στο συµβολισµό της παραγώγου που πλέον είναι συνήθης και 
όχι µερική παράγωγος µε δεδοµένο ότι κάθε µία από τις συναρτήσεις zyxipi ,,, =  

είναι συναρτήσεις µιας µεταβλητής. 
 
Στο σηµείο αυτό να υπενθυµίσουµε ότι δεν έχοµε λάβει υπ’ όψιν µας οριακές ή 
αρχικές συνθήκες στην µέχρι τώρα ανάλυση. Εποµένως δεν µιλάµε ακόµη για λύση 
ενός προβλήµατος αλλά λύσεις µιας εξίσωσης, κάνοντας ακόµη την υπόθεση ότι δεν 
υπάρχει πρόβληµα ως προς την εφαρµογή του χωρισµού των µεταβλητών. Κατόπιν 
αυτών, προχωράµε στην διατύπωση λύσεων για τις εξισώσεις 2.4.13(α-γ) που για 

0),,( ≠= zyxiki  είναι 
 

xikxik
x

xx eAeAxp −+= 21)(                                   (2.4.14α) 

 
yikyik

y
yy eBeBxp

−+= 21)(                                   (2.4.14β) 

 
zikzik

z
zz eCeCxp −+= 21)(                                    (2.4.14γ) 

 
όπου οι συντελεστές θα υπολογιστούν εφ’ όσον έχει οριστεί πλήρως το πρόβληµα και 
σε συνδυασµό µε τις οριακές συνθήκες και τη συνθήκη της πηγής για την οποία δεν 
έχοµε ακόµη αναφέρει κάτι. 
 
Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η φυσική της κυµατικής διάδοσης, θα 
υποθέσουµε προς στιγµήν ότι η ακουστική πίεση εξαρτάται µόνο από µία µεταβλητή, 
έχοµε διάδοση προς µία µόνο διεύθυνση. Θεωρώντας x την διεύθυνση αυτή η 
ακουστική πίεση γράφεται : 
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)(
2

)(
1211 )()(),( txkitxkitixikxikti

x
xxxx eAeAeeAeAexptxp ωωωω −−−−−− +=+==         (2.4.15) 

 
 

Σχήµα 2.3 Ο αριθµός κύµατος ως διανυσµατικό µέγεθος σε δύο διαστάσεις 
 
Από τους δύο τελευταίους όρους, και µε δεδοµένη την χρονική εξάρτηση της πίεσης 
που έχοµε επιλέξει, ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει κύµα οδεύον προς τα αυξανόµενα 
(θετικά) x και ο δεύτερος, κύµα οδεύον προς τα µειούµενα (αρνητικά) x. Οι 
συντελεστές Α1 και Α2 αντιπροσωπεύουν το πλάτος του κύµατος και το όρισµα στην 
εκθετική συνάρτηση την φάση. 
 
Για τις ανάγκες της θεωρίας µας θα πρέπει να ορίσουµε τα επίπεδα κύµατα. Ένα κύµα 
λέγεται επίπεδο, εάν το κύµα οδεύει στον χώρο και η επιφάνεια σταθερής φάσης σε 
µία δεδοµένη χρονική στιγµή είναι επίπεδο. Παρατηρώντας την λύση της ακουστικής 
εξίσωσης όπως δίδεται από την 2.4.15, βλέποµε ότι για t σταθερό, η φάση του 
κύµατος είναι σταθερή όταν x είναι σταθερό. Από την Αναλυτική Γεωµετρία, 
γνωρίζοµε ότι η επιφάνεια (στον χώρο) που ορίζεται από την εξίσωση (x=c) είναι µία 
επίπεδη επιφάνεια κάθετη στον άξονα των x σε οποιοδήποτε σηµείο του άξονα. 
Συνεπώς η λύση 2.4.15 αντιπροσωπεύει ένα επίπεδο κύµα.  
 
Θεωρώντας το πρόβληµά µας στις τρεις διαστάσεις και κρατώντας τον πρώτο από 
τους δύο όρους της λύσης µας για κάθε µία από τις συναρτήσεις zyx ppp ,, , που 

σηµαίνει ότι δεχόµαστε διάδοση προς µία κατεύθυνση, βλέποµε ότι η ακουστική 
πίεση παίρνει τη µορφή 
 

)(
1111 ),,,( tzkykxki zyxeCBAtzyxp ω−++=                              (2.4.16) 

 
και σε διανυσµατική µορφή ως προς τον εκθέτη του e,  
 

)(
1 ),,,( txkiDetzyxp ω−⋅=

r

r

                                               (2.4.17) 
 
όπου 111 CBAD =  
 
Βλέποµε δηλαδή ότι ο αριθµός κύµατος k µπορεί να θεωρηθεί ως διανυσµατικό 
µέγεθος µε συνιστώσες zyx kkk ,,  κατά τους αντίστοιχους άξονες. Η θεώρηση αυτή 

είναι συµβατή µε την εξίσωση 2.4.10 που µας δίδει µία έκφραση του τετραγώνου του 
µέτρου του αριθµού κύµατος. Στο σχήµα 2.3 βλέποµε την γεωµετρική απεικόνιση του 
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αριθµού κύµατος µε τις αντίστοιχες συνιστώσες. Παρατηρούµε τέλος ότι επιφάνειες 

σταθερής φάσης είναι επίπεδα κάθετα στο διάνυσµα k
r

. Εποµένως η 2.4.17 
αντιπροσωπεύει επίσης λύση για επίπεδα κύµατα, µε το διάνυσµα του αριθµού 
κύµατος να είναι κάθετο στην επιφάνεια σταθερής φάσης (µέτωπο κύµατος). 
 
 
2.5   ∆ιάδοση σε ελαστικούς χώρους ακουστικών και διατµητικών κυµάτων. 
 
2.5.1  ∆υναµικό µετατόπισης 
 
Υπενθυµίζοµε ότι το ακουστικό κύµα είναι διάµηκες κύµα που διαδίδεται σε κάθε 
συµπιεστό µέσον. Όταν ο χώρος θεωρηθεί ρευστός (π.χ. νερό ή αέρας) τα ακουστικά 
είναι τα µόνα µηχανικά κύµατα που µπορεί να διαδοθούν. Σε ελαστικούς εν γένει 
χώρους όπως χαρακτηρίζονται οι χώροι µε αρκετή ακαµψία υποστηρίζεται και η 
διάδοση διατµητικών κυµάτων για τα οποία θα γίνει µια σύντοµη αναφορά στη 
συνέχεια. ∆εδοµένου όµως ότι όπως θα δούµε, οι δύο οµάδες κυµάτων συνυπάρχουν 
στα ιζήµατα του πυθµένα, η µελέτη της αλληλεπίδρασης των δύο οµάδων 
κυµατισµών θα πρέπει να µελετηθεί τουλάχιστον στον βαθµό που επηρεάζει την 
ακουστική διάδοση στο νερό που ενδιαφέρει βασικά την ακουστική ωκεανογραφία. Η 
µελέτη βοηθιέται ουσιαστικά µε την εισαγωγή ενός µεγέθους που µπορεί να 
περιγράψει τις βασικές συναρτήσεις που σχετίζονται µε τα δύο είδη κυµάτων σε 
ενιαία µορφή. Το µέγεθος αυτό είναι το «δυναµικό» που θα το χρησιµοποιήσοµε στη 
συνέχεια για να µελετήσοµε το πρόβληµα της διάδοσης κυµάτων σε ελαστικούς εν 
γένει χώρους.      
 
Γνωρίζοµε ότι η περιστροφη της κλίσης µια συνάρτησης µηδενίζεται.  
 

0f∇×∇ =                                                         (2.5.1) 
 
Από την εξίσωση 2.3.17 παρατηρούµε ότι εάν πάροµε την περιστροφή των δύο 
µερών, θα πρέπει να ισχύει και 0u∇× =

r

. Αυτό σηµαίνει ότι η ταχύτητα είναι 
«αστρόβιλο» (irrotational) µέγεθος. Συνεπώς µπορεί να εκφραστεί µέσω της κλίσης 
ενός βαθµωτού µεγέθους που ονοµάζεται «δυναµικό» (potential).  
 

uu = ∇Φ
r

                                                        (2.5.2) 

 
όπου uΦ  είναι το δυναµικό της ταχύτητας. 

 
Εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι και τα υπόλοιπα διανυσµατικά µεγέθη που 
σχετίζονται µε την ταχύτητα µπορούν να εκφραστούν από αντίστοιχα δυναµικά. 

Επιλέγοµε στη συνέχεια την µετατόπιση (displacement) d
r

 των στοιχειωδών 
σωµατιδίων ενός µέσου που όπως θα φανεί στη συνέχεια είναι ένα µέγεθος που 
µπορεί να βοηθήσει σηµαντικά στην µελέτη της αλληλεπίδρασης των κυµάτων. 
 
Ορίζοµε λοιπόν µία νέα βαθµωτή συνάρτηση ( , )x tΦ

r

 που καλείται «δυναµικό 
µετατόπισης» (displacement potential) και της οποίας η κλίση µας δίδει την 
µετατόπιση των στοιχειωδών σωµατιδίων του συµπιεστού µέσου. 
 

Φ∇=d
r

                                                        (2.5.3) 
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Θα προσπαθήσοµε να συνδέσοµε στη συνέχεια την ακουστική πίεση µε το δυναµικό 
µετατόπισης. Η µεταβολή της πίεσης του στοιχειώδους σωµατιδίου ενός ρευστού 
µέσου, συνδέεται µε την προκαλούµενη µετατόπιση µέσω του νόµου του Hooke  
 

1p K d= − ∇⋅
r

                                                  (2.5.4) 

 
όπου Κ είναι το µέτρο διόγκωσης (bulk modulus). Περισσότερα για το µέτρο 
διόγκωσης και άλλα µεγέθη της µηχανικής που µας ενδιαφέρουν στο µάθηµα 
αναφέρονται στο Παράρτηµα Β.  Στη συνέχεια θα παρταλείψουµε τα ορίσµατα σε 
όλες τις συναρτήσεις που υπεισέρχονται στην ανάλυση για ευκολία στην ανάπτυξη 
των σχέσεων. Εκτός και αν αναφέρεται αλλού, η ταχύτητα διάδοσης είναι συνάρτηση 
µόνο των χωρικών µεταβλητών, ενώ οι κυµατικές συναρτήσεις είναι συναρτήσεις του 
χώρου και του χρόνου. 
 
Από τις 2.5.3 και 2.5.4 παίρνοµε αµέσως 
 

2
1p K= − ∇ Φ                                                   (2.5.5) 

 
Το δυναµικό µετατόπισης Φ υπόκειται επίσης στην κυµατική εξίσωση 
 

2

2

2
2 1

tc ∂

Φ∂
=Φ∇                                                (2.5.6) 

 
ενώ για το µέτρο διόγκωσης  Κ ισχύει (δείτε Παράρτηµα Β) 
 

 
2K cρ=                                                       (2.5.7) 

 
και η ακουστική πίεση µπορεί επίσης να γραφεί στην µορφή 
 

       
2

2

1 t
p

∂

Φ∂
−= ρ                                                 (2.5.8) 

 
 
2.5.2 ∆ιατµητικά κύµατα 
 
Όταν το µέσον διάδοσης της ακουστικής διαταραχής διαθέτει επαρκή ακαµψία, 
µπορεί να δεχθεί τη διάδοση και διατµητικών κυµάτων (shear waves). Η διαφορά των 
ακουστικών από τα διατµητικά κύµατα είναι ότι τα µεν πρώτα αφορούν διαµήκεις 
µετατοπίσεις των στοιχειωδών σωµατιδίων του µέσου διάδοσης, ενώ τα διατµητικά 
αφορούν εγκάρσιες µετατοπίσεις. Με άλλα λόγια στα διαµήκη κύµατα (P-waves στην 
σεισµολογία και την γεωλογία) η διεύθυνση µετατόπισης των στοιχειωδών 
σωµατιδίων είναι κατά την διεύθυνση διάδοσης του κύµατος, ενώ στα διατµητικά 
κύµατα (S-waves) η διεύθυνση µετατόπισης είναι κάθετη σε εκείνη της διεύθυνσης 
διάδοσης.  Το νερό όπως και άλλα υλικά δεν διαθέτουν επαρκή ακαµψία και συνεπώς 
δεν υποστηρίζουν την διάδοση διατµητικών κυµάτων. Κάτι τέτοιο όµως δεν ισχύει 
στην µεγάλη πλειοψηφία των θαλασσινών ιζηµάτων τα οποία είναι αρκετά 
«άκαµπτα», υποστηρίζουν την διάδοση διατµητικών κυµάτων και εποµένως σε κάθε 
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ωκεανογραφικό σύστηµα θα πρέπει να περιλάβουµε και τη µελέτη των διατµητικών 
κυµάτων καθώς και την αλληλεπίδρασή τους µε τα ακουστικά κύµατα. ∆εν πρόκειται 
να επεκταθούµε στη σχετική ανάπτυξη µια και το µεγαλύτερο ενδιαφέρον µας είναι 
στην διάδοση του ήχου στο νερό και παραπέµπουµε τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη 
σε εγχειρίδια µηχανικής που περιγράφουν το φαινόµενο της διάδοσης διατµητικών 
κυµάτων µε πληρότητα. Στα πλαίσια του µαθήµατός µας όµως θα δούµε το πώς η 
διέγερση διατµητικών κυµάτων στον πυθµένα επηρεάζει την διάδοση του ήχου στο 
νερό και συνεπώς είναι απαραίτητη µια µικρή εισαγωγή στην θεωρία διάδοσης και 
των διατµητικών κυµάτων.   
 
Θεωρούµε ένα οµογενές και ισότροπο στερεό σώµα το οποίο υπόκειται σε µικρές 
µεταβολές της δυναµικής του κατάστασης. Οι µεταβολές αυτές δηµιουργούν δυνάµεις 
οι οποίες εκφράζονται µέσω των τάσεων οι οποίες µε την σειρά τους αναφέρονται 
στις επιφάνειες στις οποίες αναπτύσσονται αλλά και στην διεύθυνσή τους. Οι τάσεις 
συµβολίζονται ως ijσ (ή ijτ ) µε τον πρώτο δείκτη να αναφέρεται στην επιφάνεια 

ανάπτυξης της τάσης και τον δεύτερο δείκτη να αναφέρεται στην διεύθυνση 
εφαρµογής της τάσης. Αντίστοιχα οι συνιστώσες της µετατόπισης θα συµβολίζονται 
µε id  µε τον δείκτη να αναφέρεται στην διεύθυνσή τους ( , ,x y z) στο καρτεσιανό 

σύστηµα συντεταγµένων. Στην µηχανική εισάγεται και η έννοια της παραµόρφωσης 

ijε (strain) ως εξής : 

 

1

2
ji

ij
j i

dd

x x
ε

 ∂∂
= +  ∂ ∂ 

                                             (2.5.9) 

 
Αξίζει επίσης να επισηµανθεί το γεγονός ότι ο πίνακας των παραµορφώσεων είναι 
συµµετρικός ( ij jiε ε= ). 

 
Η σχέση τάσης και παραµόρφωσης από το Νόµο του Hooke για ισοτροπικά υλικά 
είναι : 
 

2ij ij kk ijσ λδ ε µε= +                                            (2.5.10) 

 
όπου ijδ είναι το δέλτα του Kronecker, λ  και µ είναι οι σταθερές Lamè της 

µηχανικής  (βλ. Παράρτηµα Β) και το σύµβολο kkε  υποδηλώνει άθροισµα ως προς 

όλους τους δείκτες. ∆ηλαδή στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων : 
 

kk xx yy zzε ε ε ε= + +                                              (2.5.11) 

 
Το ανωτέρω άθροισµα καλείται ανηγµένη διόγκωση (dilatation) και σε πολλά βιβλία 
συµβολίζεται ως Θ. 
 
Αντικαθιστώντας την παραµόρφωση από την 2.5.9 στην 2.5.10 παίρνοµε : 
 

ji
ij ij kk

j i

dd

x x
σ λδ ε µ

 ∂∂
= + +  ∂ ∂ 

                                   (2.5.12) 
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Αξιοποιώντας τον δεύτερο Νόµο του Newton και αντίστοιχες υποθέσεις µε αυτές που 
είδαµε στην παραγωγή της ακουστικής εξίσωσης παίρνοµε την σχέση τάσης 
µετατόπισης : 
 

2

2

iji

j

d

t x

σ
ρ

∂∂
=

∂ ∂
                                                  (2.5.13) 

 
όπου αναγνωρίζοµε το αντίστοιχο της εξίσωσης 2.3.17 για την συνιστώσα ι της 
µετατόπισης 
 
Αντικαθιστώντας την τάση από την 2.5.12 στην 2.5.13, θεωρώντας και πάλι µικρές 
µεταβολές και εφαρµόζοντας ιδιότητες των τελεστών παίρνοµε : 
 

2

2
( 2 ) ( ) ( )

d
d d

t
ρ λ µ µ

∂
= + ∇ ∇⋅ − ∇× ∇×

∂

r

r r

                           (2.5.14) 

 
Η εξίσωση αυτή χαρακτηρίζεται και ως «σεισµική εξίσωση» και διέπει και τα δύο 
είδη κυµάτων που διαδίδονται στο ελαστικό µέσον. 
 
Παίρνοντας την περιστροφή των δύο µερών και εφαρµόζοντας ξανά ιδιότητες των 
τελεστών καταλήγοµε στην εξίσωση : 
 

2
2

2 2

1 ( )
( ) 0

s

d
d

c t

∂ ∇×
∇ ∇× − =

∂

r

r

                                     (2.5.15) 

όπου   2
sc

µ
ρ

=  

 

Η ανωτέρω εξίσωση είναι κυµατική για τη συνάρτηση d∇×
r

 η οποία είναι βέβαια 
διανυσµατική. Η εξίσωση αυτή διέπει την διάδοση των διατµητικών κυµάτων σε ένα 
ελαστικό µέσο.  Επίσης το µέγεθος 2

sc  αντιπροσωπεύει την ταχύτητα διάδοσης των 

διατµητικών κυµάτων την οποία θα θεωρήσουµε σταθερά. 
 
Παίρνοντας τώρα την απόκλιση της 2.5.14 µε αντίσοιχο τρόπο καταλήγοµε σε µία 
άλλη κυµατική εξίσωση της µορφής : 
 

2
2

2 2

1 ( )
( ) 0

p

d
d

c t

∂ ∇⋅
∇ ∇ ⋅ − =

∂

r

r

                                   (2.5.16) 

όπου  

2 2
.pc

λ µ
ρ
+

=                                                 (2.5.16) 

 
αντιπροσωπεύει την ταχύτητα διάδοσης των διαµήκων κυµάτων που επίσης θα 
θεωρηθεί σταθερά. 
 
Η εξίσωση 2.5.16 είναι ίδιας µορφής µε την 2.5.6 αφού η απόκλιση της µετατόπισης 
είναι βαθµωτό µέγεθος. 
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Στα επόµενα θα θεωρήσοµε ότι οι ταχύτητες διάδοσης είναι σταθερές, ενώ 
παρατηρούµε ότι για µ=0,  οδηγούµεθα στην περίπτωση ενός υλικού που υποστηρίζει 
τη διάδοση ακουστικών κυµάτων µόνο και η ταχύτητα των διαµήκων κυµάτων 

pc είναι στην πραγµατικότητα η ταχύτητα διάδοσης των ακουστικών κυµάτων που 

είδαµε προηγουµένως.  Επίσης θα θεωρήσουµε στο ελαστικό µέσον, ένα 
διανυσµατικό ελαστικό δυναµικό Ψ (συνιστώσες , ,x y zΨ Ψ Ψ ) µε αντίστοιχο τρόπο 

που ορίστηκε το δυναµικό µετατόπισης Φ στην περίπτωση των ακουστικών κυµάτων 
(ρευστό µέσο). Είναι αυτονόητο ότι λόγω της 2.5.16 το δυναµικό µετατόπισης 
εξακολουθεί να χαρακτηρίζει το φαινόµενο της διάδοσης των διαµήκων κυµάτων. 
 
Συνοψίζοντας, σε ένα ελαστικό µέσο, οι δύο κυµατικές εξισώσεις που ισχύουν 
ταυτόχρονα είναι : 

  
2

2
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tcp ∂

Φ∂
=Φ∇                                          (2.5.18) 
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.

sc t

∂
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Ψ

Ψ                                                 (2.5.19) 

 
Για τις λύσεις των δύο αυτών εξισώσεων ισχύει ό,τι έχοµε πει και για την ακουστική 
εξίσωση. Με χωρισµό µεταβλητών καταλήγοµε σε χρονική εξάρτηση της µορφής 

i te ω± (ίδια και για τους δύο κυµατισµούς) ενώ για την χωρική εξάρτηση 
διατυπώνονται αντίστοιχα δύο εξισώσες Helmholtz της µορφής : 
 

2

2 0
pcω ω

ω 
∇ Φ + Φ =  

 
                                            (2.5.20) 

 
2
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scω ω

ω 
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Ψ Ψ                                            (2.5.21) 

 
όπου ( )xωΦ

r

και ( )xωΨ
r

 είναι αντίστοιχα οι χωρικές εξαρτήσεις των αντίστοιχων 

δυναµικών. Στις εκφράσεις 2.5.20 και 2.5.21 αναγνωρίζοµε και τους αριθµούς 
κύµατος για τα διαµήκη και διατµητικά κύµατα αντίστοιχα : 
 

και   p s
p s

k k
c c

ω ω
= =                                           (2.5.22) 

 
∆εδοµένου ότι η ταχύτητα διάδοσης των διαµήκων κυµάτων είναι µεγαλύτερη από 
εκείνη των διατµητικών κυµάτων (Παράρτηµα Γ), το µέτρο του αριθµού κύµατος των 
διαµήκων κυµάτων είναι µικρότερο από εκείνο των διατµητικών κυµάτων για το ίδιο 
µέσο διάδοσης. 
 
Επίσης, η συνολική µετατόπιση του στοιχειώδους σωµατιδίου του ελαστικού µέσου 
είναι : 
 

d = ∇Φ +∇×Ψ
r

                                              (2.5.23) 
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2.6  ∆ιάθλαση ακουστικών κυµάτων και Νόµος του Snell. 
 
Στην ανάπτυξη της παραγράφου αυτής θα θεωρήσουµε ότι η ακουστική πηγή 
βρίσκεται σε µεγάλη απόσταση από την διεπιφάνεια, ώστε το µέτωπο κύµατος να 
µπορεί να περιγραφεί πολύ καλά ως επίπεδο. Υποθέτουµε ότι µελετάµε την 
πρόσπτωση του κύµατος στη διεπιφάνεια ανάµεσα σε δύο υλικά διαφορετικής 
σύστασης που χαρακτηρίζονται από διαφορετική ταχύτητα διάδοσης του ήχου 1c  και 

2c  αντίστοιχα. Θα θεωρήσουµε ότι η επιφάνεια αυτή είναι επίπεδη και οριζόντια. 
Κάτω από τις συνθήκες αυτές, όλες οι µεταβολές αναφέρονται στο επίπεδο x,z και 
συνεπώς το πρόβληµα µπορεί να αντιµετωπισθεί ως δισδιάστατο. 
 
Η πρόσπτωση του κύµατος γίνεται υπό γωνία θ1 ως προς τον κατακόρυφο άξονα 
(Σχήµα 2.4) όπου η γωνία ορίζεται από την φέρουσα του αριθµού κύµατος και τον 
κάθετο στην διεπιφάνεια άξονα. Σύµφωνα µε την φυσική, η πρόσπτωση ενός κύµατος 
σε επιφάνεια που χωρίζει δύο υλικά διαφορετικής σύνθεσης επιφέρει µία ανάκλαση 
του κύµατος, οπότε µέρος της κυµατικής ενέργειας επιστρέφει στο µέσο από το οποίο 
προσέπεσε ενώ µέρος της ενέργειας διαδίδεται στο δεύτερο µέσον (διαθλάται), εφ΄ 
όσον αυτό υποστηρίζει την διάδοση κυµάτων του ίδιου είδους µε εκείνο του 
προσπίπτοντος, υπό γωνία θ2. Για να υπάρξει διάδοση θα πρέπει να ικανοποιούνται 
και ορισµένες άλλες συνθήκες όπως θα δούµε στη συνέχεια, ενώ θα πρέπει να 
τονισθεί ότι υπάρχει η δυνατότητα διάδοσης και άλλου είδους κυµατισµού (π.χ. 
διατµητικά κύµατα εάν το δεύτερο µέσον θεωρηθεί ελαστικό). Προς το παρόν πάντως 
θα επικεντρωθούµε στα ακουστικά κύµατα. 
 
Κατά την ανάκλαση κύµατος από επίπεδη διεπιφάνεια, το µέτωπο κύµατος στο πρώτο 
µέσον αλλάζει διέυθυνση µε την γωνία που σχηµατίζει η φέρουσα τον αριθµό 
κύµατος (κάθετος στο µέτωπο κύµατος) µε την κάθετο στην διεπιφάνεια να 
παραµένει ίδια µε εκείνη της πρόσπτωσης 1θ , αλλά κατά τη διάδοσή του κύµατος στο 

δεύτερο µέσον το µέτωπο κύµατος θα πάρει διαφορετική κλίση και η νέα γωνία 
διάδοσης 2θ που ορίζεται ως η γωνία που σχηµατίζει η κάθετος στο µέτωπο κύµατος 

µε την κάθετο στην διεπιφάνεια θα σχετίζεται µε την πρώτη, µέσω της σχέσης : 
 

2

2

1

1 sinsin

cc

θθ
=                (2.6.1) 

 
Αυτός είναι ο νόµος του Snell που η απόδειξή του µπορεί να γίνει µε απλά 
γεωµετρικά µέσα, εάν  ληφθούν υπόψιν οι απλοποιητικές παραδοχές που αναφέραµε 
προηγουµένως. 
 
Έτσι, µε αναφορά στο σχήµα 2.4 και θεωρώντας διάδοση του µετώπου στο µέσον 1 
κατά 1R∆  και στο µέσον 2 κατά 2R∆ , κατά το ίδιο χρονικό διάστηµα ∆t, η 
καθοριστική φυσική συνθήκη είναι ότι ταυτόχρονα πάνω στην διεπιφάνεια τα δύο 
µέτωπα πρέπει να βρίσκονται σε επαφή έχοντας διανύσει την κοινή απόσταση x∆ . 
Από απλή γεωµετρία παίρνοµε τότε 
 

11 sinθxR ∆=∆         και           22 sinθxR ∆=∆                         (2.6.2) 
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Σχήµα 2.4  Ανάκλαση και διάθλαση επίπεδων κυµάτων. Γεωµετρική θεώρηση για την απόδειξη του  
                    Νόµου του Snell. 
 
Συνεπώς 

       1 1 2 2/ sin / sinR Rθ θ∆ = ∆                                          (2.6.3) 

 
Καθώς οι ταχύτητες είναι  
 

t

R
c

∆

∆
= 1

1           και             
t

R
c

∆

∆
= 2

2                               (2.6.4) 

 
αντικαθιστώντας τις εκφράσεις  για 1R∆  και 2R∆ στην 2.6.3, παίρνοµε τη σχέση που 

διέπει το Νόµο του Snell. 
 
Με ανάλογοι τρόπο αποδεικνύεται και ότι η γωνία πρόσπτωσης είναι ίδια µε την 
γωνία ανάκλασης. 
 
 
 
2.7 Ανάκλαση επίπεδων κυµάτων στην επιφάνεια ανάµεσα σε δύο κυµατικά 

µέσα. Το πρόβληµα σε δύο διαστάσεις 
 
2.7.1 Εισαγωγή 
 
Συνεχίζοντας να µελετάµε το πρόβληµα στις δύο διαστάσεις ενός καρτεσιανού 
συστήµατος συντεταγµένων, µε την έννοια ότι όλες οι µεταβολές πραγµατοποιούνται 
σε δύο διαστάσεις ενός ακουστικού µέσου, ενώ όλα τα µεγέθη παραµένουν σταθερά 
στην τρίτη διάσταση, θα δώσουµε ένα παράδειγµα υπολογισµού των ακουστικών 
µεγεθών που υπεισέρχονται σε ένα πρόβληµα ανάκλασης της ακουστικής ενέργειας 
σε µία διεπιφάνεια ανάµεσα σε δύο ακουστικά µέσα από τα οποία το πρώτο διαδίδει 
µόνο ακουστικά κύµατα, ενώ το δεύτερο και το δεύτερο είναι ελαστικό (διαδίδονται 
και τα δύο είδη κυµάτων).  Στη συνέχεια θα αναφερόµαστε µε τον όρο «ρευστό» στο 
µέσον στο οποίο διαδίδονται µόνο ακουστικά κύµατα και µε τον όρο «ελαστικό» στο 
µέσον που υποστηρίζει τόσο διαµήκη (ακουστικά) όσο και διατµητικά κύµατα. 
 
Είναι συνηθισµένο σε ένα πρόβληµα αυτής της γεωµετρίας να θεωρήσουµε ένα 
σύστηµα συντεταγµένων µε άξονες τους x και z µε τον άξονα των z να τείνει προς τα 
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κάτω (σχήµα 2.5). Όλα τα µεγέθη του προβλήµατος θεωρούνται ανεξάρτητα από το y, 
ενώ η διεπιφάνεια που χωρίζει τα δύο ακουστικά µέσα νοείται κάθετη στο επίπεδο 
του σχήµατος µε το ίχνος της στο επίπεδο του σχήµατος να αντιστοιχεί στον άξονα 
των x. Έτσι ο άξονας των z είναι κάθετος στην διεπιφάνεια.  
 
Σε ένα πρόβληµα όπως αυτό, τα µεγέθη που υπεισέρχονται από την µεριά του 
ρευστού, είναι η πίεση και η µετατόπιση των στοιχειωδών σωµατιδίων, ενώ για την 
περίπτωση του ελαστικού µέσου, έχοµε τον τανυστή

3 των τάσεων και την 
µετατόπιση.  Ο τανυστής των τάσεων αποτελείται από τις συνιστώσες της τάσης που 
αναπτύσσεται στα ακουστικά µέσα που συµβολίζονται ως  µε τον πρώτο δείκτη 
όπως έχοµε ήδη πει, να αναφέρεται στην επιφάνεια στην οποία αναφέρεται η τάση 
και τον δεύτερο δείκτη να αναφέρεται στην διεύθυνση της τάσης. Καθώς στην 
περίπτωσή µας η διεπιφάνεια είναι κάθετη στον άξονα των z, o πρώτος δείκτης των 
τάσεων θα είναι z ενώ ο δεύτερος θα αναφέρεται στην διεύθυνση της τάσης. Από τις 
τάσεις που αναπτύσσονται στο ελαστικό µέσο, σηµειώνουµε την συνιστώσα που είναι 
κάθετη στη διεπιφάνεια ανάµεσα στα δύο µέσα και συµβολίζεται µε zzσ  και τη 

συνιστώσα που βρίσκεται στο επίπεδο της διεπιφάνειας και συµβολίζεται µε zxσ . 

Σηµειώνουµε τέλος ότι στην περίπτωση αυτή, το διάνυσµα του δυναµικού της 
µετατόπισης των διατµητικών κυµάτων είναι κάθετο στο επίπεδο xz και έχει µέτρο Ψ. 
 
Οι σχέσεις που συνδέουν τα δυναµικά των διαµήκων και διατµητικών κυµάτων µε τις 
συνιστώσες των τάσεων από την 2.5.10 είναι : 
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2.7.2 Ανάκλαση επίπεδων ακουστικών κυµάτων στην διεπιφάνεια ανάµεσα σε ένα 

ρευστό και ένα ελαστικό µέσον. 
 
Υποθέτουµε λοιπόν ότι µία ακουστική διαταραχή που διαδίδεται µε την µορφή 
επίπεδου κύµατος προσπίπτει στην επιφάνεια που χωρίζει τα δύο µέσα από την 
πλευρά του ρευστού (Σχήµα 2.5). Τα δύο µέσα θεωρούνται ηµιάπειρα σε έκταση, ενώ 
υπενθυµίζουµε ότι όλα τα µεγέθη δεν εξαρτώνται από την µεταβλητή y. Τµήµα της 
ακουστικής ενέργειας θα ανακλαστεί και θα επιστρέψει στο ρευστό και τµήµα θα 
διαδοθεί στο ελαστικό µέσον αλλά µε τη µορφή δύο κυµάτων διαφορετικού είδους:   
∆ιάµηκες και διατµητικό. Τα κύµατα θα παραµείνουν επίπεδα (στο σχήµα βλέποµε 
την διεύθυνση διάδοσης των αντίστοιχων κυµάτων) και θα χαρακτηρίζονται από τα 
εξής δυναµικά: 
 

                                                           
3 Τανυστής είναι ένα γενικευµένο διάνυσµα τάξης n ανάλογα µε τις συνιστώσες του. Ένα βαθµωτό  
   µέγεθος είναι ειδική περίπτωση τανυστή τάξης 0 ενώ ένα διανυσµατικό φυσικό µέγεθος στον χώρο  
  |έχει τανυστική τάξη 1 καθώς απαιτεί 31 αριθµούς για τον προσδιορισµό του.  
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Σχήµα 2.5  ∆ιαδιδόµενα και ανακλώµενα κύµατα στην επιφάνεια που χωρίζει ένα ρευστό από ένα  
                       ελαστικό µέσον. 
 

• ∆υναµικό προσπίπτοντος ακουστικού κύµατος i1Φ  

• ∆υναµικό ανακλώµενου ακουστικού κύµατος r1Φ  

• ∆υναµικό διαδιδόµενου ακουστικού κύµατος 2Φ  

• ∆υναµικό διαδιδόµενου διατµητικού κύµατος 2Ψ  
 
Οι λύσεις για επίπεδα κύµατα και των δύο ειδών δίδουν τις ακόλουθες εκφράσεις για 
τα αντίστοιχα δυναµικά, θεωρώντας ότι το µέτρο του προσπίπτοντος κυµατισµού 
είναι 1: 
 

)(
1

11 tzkxki zxe ω
ι

−+=Φ                                              (2.7.3) 

 
)(

121
11 tzkxki

r
zxeR ω−−=Φ                                        (2.7.4) 

 
)(

2
22 tzkxki

p
zxeT ω−+=Φ                                          (2.7.5) 

 
)(

2
22 tzkxki

s
szxeT ω−+=Ψ                                          (2.7.6) 

 
Σηµειώνουµε ότι από το νόµο του Snell, ο οριζόντιος αριθµός κύµατος xk  παραµένει 

ο ίδιος (γιατί ;). Έτσι και ο κατακόρυφος αριθµός κύµατος θα µείνει ως µέτρο ο ίδιος 
αλλά θα αλλάξει φορά και διεύθυνση, µε τη γωνία πρόσπτωσης να είναι ίση µε τη 
γωνία ανάκλασης (Σχήµα 2.6).  Έτσι θα ισχύει xxx kkk == 21  

 
Ο συντελεστής 12R  είναι γνωστός ως «συντελεστής ανάκλασης» και είναι εν γένει 

µιγαδικός αριθµός. Ο συντελεστής pT εκφράζει την διαθλώµενη ακουστική ενέργεια 

και ονοµάζεται «συντελεστής διάδοσης», ενώ ο συντελεστής sT ονοµάζεται 

«συντελεστής διάδοσης του διατµητικού κύµατος».   
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Σχήµα 2.6  Οι αριθµοί κύµατος στο πρόβληµα της ανάκλασης επίπεδων ακουστικών κυµάτων από  

                    επιφάνεια ανάµεσα σε ένα ρευστό και ένα ελαστικό µέσον. Θεωρούµε ότι 22 ps cc <   

 
 

Θα συµβολίσοµε µε 1c την ταχύτητα διάδοσης του ήχου στο ρευστό, µε 2pc  την 

ταχύτητα  διάδοσης του διαµήκους κύµατος στο ελαστικό µέσο και µε 2sc  την 

ταχύτητα διάδοσης του διατµητικού κύµατος στο ελαστικό µέσο. Οι αντίστοιχοι 

αριθµοί κύµατος είναι 
1

1 c
k

ω
= , 

2
2

p
p c

k
ω

= και 
2

2
s

s c
k

ω
= . 

 
Το πρόβληµά µας είναι να υπολογίσοµε τους συντελεστές των δυναµικών όταν είναι 
γνωστά τα κυµατικά χαρακτηριστικά στα δύο µέσα και η γωνία πρόσπτωσης στο 
ρευστό µέσο. 
 
Για το σχετικό υπολογισµό θα χρησιµοποιήσοµε τις οριακές συνθήκες που 
προκύπτουν ως συνέπεια των φυσικών νόµων και περιορισµών που διέπουν το 
πρόβληµα. Οι νόµοι αυτοί είναι: 
 
• ∆εν υπάρχει υπερβάλουσα πίεση από την µία ή την άλλη πλευρά της διεπιφάνειας 
• Τα δύο µέσα βρίσκονται πάντα σε επαφή  
 
Ως συνέπεια αυτού παίρνοµε ότι οι αναπτυσσόµενες τάσεις κάθε είδους στη 
διεπιφάνεια πρέπει να είναι συνεχείς (πρώτος νόµος), ενώ η κάθετη στην διεπιφάνεια 
µετατόπιση θα πρέπει να είναι επίσης συνεχής συνάρτηση (δεύτερος νόµος). 
 
Στην περίπτωση του προβλήµατος µε το ρευστό και το ελαστικό µέσον, οι συνθήκες 
εξειδικεύονται στη συνέχεια της κάθετης τάσης στη διεπιφάνεια, στο µηδενισµό της 
διατµητικής τάσης στη διεπιφάνεια (δεν υπάρχει διατµητική τάση στο ρευστό) και 
τέλος στην συνέχεια της κάθετης µετατόπισης.  
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Προσέχοντας το διαφορετικό πρόσηµο στον ορισµό της πίεσης στο ρευστό µέσον4 σε 
σχέση µε αυτόν της τάσης, παίρνοµε : 
 

1, 1 2,zz zzpσ σ= − =                                            (2.7.7) 

 
0,2 =zxσ                                                    (2.7.8) 

 

zz dd 21 =                                                  (2.7.9) 
 

Χρησιµοποιώντας τις εκφράσεις των τάσεων και των µετατοπίσεων στις δύο 
διαστάσεις, παίρνοµε αντίστοιχα 
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όπου ri 111 Φ+Φ=Φ  

 
Με αντικατάσταση των εκφράσεων για τα δυναµικά από τις σχέσεις 2.7.3-2.7.6, 
παίρνοµε µετά από λίγες πράξεις την έκφραση για το συντελεστή ανάκλασης 12R  που 
είναι 
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Αντίστοιχα µπορεί να πάρει κανείς εκφράσεις για τους συντελεστές διάδοσης των 
διαµήκων και διατµητικών κυµάτων. 
 
Αξίζει να σχολιάσουµε λίγο τα µεγέθη που υπεισέρχονται στην ανωτέρω σχέση µε 
αναφορά και στο σχήµα 2.6 που φαίνονται οι συνιστώσες των αριθµών κύµατος. 
 
Για να έχουµε κυµατικό φαινόµενο (διάδοση κυµάτων στις δύο διαστάσεις), θα 
πρέπει όλες οι συνιστώσες των αριθµών κύµατος να είναι πραγµατικοί αριθµοί. Αν οι 
αριθµοί αυτοί είναι φανταστικοί, η λύση που προκύπτει αν και φαινοµενολογικά είναι 
ίδια µε εκείνη που αφορά κυµατική διάδοση δεν αντιπροσωπεύει κύµα. Αυτό είναι 
εύκολα κατανοητό εάν αναλογισθεί κανείς ότι οι συνιστώσες του αριθµού κύµατος 
πολλαπλασιαζόµενοι µε την χωρική µεταβλητή, είναι το όρισµα της εκθετικής 

                                                           
4 Για το διαφορετικό πρόσηµο τάσης-πίεσης στα ρευστά παραπέµποµε στο βιβλίο των Ewing,  
    Jardetzky και Press. 
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συνάρτησης   Έτσι εάν στη έκφραση iaxeu = θεωρήσοµε το α, φανταστικό αριθµό  

( Raiaa ∈= 11, ), θα πάρουµε xaeu 1−=  που εκφράζει µία αποσβενύµενη 
συµπεριφορά χωρίς κυµατικό φαινόµενο (για α1 θετικό)  . 
 
Για να έχουµε λοιπόν όλους τους αριθµούς κύµατος πραγµατικούς θα πρέπει να 
ισχύει xszssxpzp kkkkkkkk >>>> 222222 ,,, ώστε να έχει νόηµα η ανάλυση του 

αριθµού κύµατος ως διανυσµατικού µεγέθους σε δύο (πραγµατικές) συνιστώσες. 
Αυτό δεν είναι όµως πάντα δυνατό και εξαρτάται από τη σχέση των παραµέτρων των 
δύο µέσων µεταξύ τους. Για παράδειγµα ας θεωρήσοµε πρόσπτωση επίπεδων 
κυµάτων σε δύο µέσα για τα οποία ισχύει 12 ccp >  . Από το νόµο του Snell  παίρνοµε 

ότι  

1
1

2
2 sinsin θθ

c

cp=                                                     (2.7.14) 

 

Εποµένως, για κάποιες γωνίες 1θ , το ηµίτονο της γωνίας διάθλασης παίρνει τιµή 
µεγαλύτερη από τη µονάδα και εποµένως η γωνία διάθλασης γίνεται φανταστική. 
Αυτό ισοδυναµεί µε κατακόρυφη συνιστώσα του αριθµού κύµατος φανταστική. 
Εποµένως δεν υπάρχει διάδοση κατά τον άξονα των z.  
 
Θα µελετήσουµε το φαινόµενο περισσότερο στην αναφορά µας στο πρόβληµα της 
ανάκλασης στην επιφάνεια που χωρίζει δύο ρευστά µέσα. Στο σηµείο αυτό µπορούµε 
όµως να δούµε τι θα πάρουµε εάν οι κατακόρυφες συνιστώσες των δύο αριθµών 
κύµατος στο δεύτερο (ελαστικό) µέσον γίνουν φανταστικές ποσότητες. 

2 2 2 2,z szk ig k id= =  . 

 
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις αυτές στο συντελεστή ανάκλασης (2.7.13), παίρνοµε 
ένα µέγεθος µε µέτρο µονάδα. Αυτό σηµαίνει ότι το δυναµικό ανάκλασης διαφέρει ως 
προς το δυναµικό πρόσπτωσης µόνο ως προς την φάση. Το πλάτος, που εκφράζει και 
την ενέργεια που διαδίδεται σε κάθε περίπτωση, παραµένει το ίδιο. Με άλλα λόγια, 
όλη η ενέργεια που προσέπεσε στη διαχωριστική επιφάνεια ανακλάστηκε, αλλά µε 
κάποια διαφορά φάσης ως προς το κυµατικό φαινόµενο. Συνεπώς δεν υπάρχει 
κυµατική ενέργεια στο ελαστικό µέσον ! 
 
Κάνοντας τις σχετικές πράξεις (Άσκηση) διαπιστώνουµε ότι ο συντελεστής 
ανάκλασης γράφεται στην περίπτωση αυτή  
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2.7.3 Ανάκλαση επίπεδων ακουστικών κυµάτων στην διεπιφάνεια ανάµεσα σε δύο 
ρευστά µέσα. 

 
Θα δούµε τώρα την ειδική περίπτωση που το δεύτερο µέσον είναι ρευστό. Η 
περίπτωση αυτή αποκτά ειδικό ενδιαφέρον στην ακουστική ωκεανογραφία, µια και τα 
υλικά του βυθού κοντά στις ακτές και στις ρηχές θάλασσες µπορούν  να θεωρηθούν 
ρευστά. Στις περιοχές αυτές η ακουστική ωκεανογραφία έχει πληθώρα εφαρµογών.  
 
Όταν τα δύο µέσα είναι ρευστά, το µόνο δυναµικό που ορίζεται είναι το δυναµικό των 
διαµήκων κυµάτων Φ. Για το προσπίπτον το ανακλώµενο και το διαθλώµενο κύµα 
(όλα διαµήκη – ακουστικά) η έκφραση των δυναµικών είναι : 
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−+=Φ                                              (2.7.17) 
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1 tzkxki

r
zxeR ω−−=Φ                                        (2.7.18) 
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2
2 tzkxki

p
zxeT ω−+=Φ                                         (2.7.19) 

 
Οι συνθήκες στη διεπιφάνεια παραµένουν οι ίδιες µε αυτές της προηγούµενης 
περίπτωσης µε την απουσία βέβαια της συνθήκης για τα διατµητικά κύµατα που εδώ 
είναι κενή περιεχοµένου. Έτσι παίρνοµε 
 

21 pp =                                                         (2.7.20) 
 

zz dd 21 =                                                       (2.7.21) 
 

Οι σχέσεις αυτές, παίρνοντας υπ’ όψιν τις αντίστοιχες εκφράσεις των πιέσεων και των 
µετατοπίσεων ( 2.5.8 και 2.5.23) δίνουν 
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Με αντικατάσταση των δυναµικών στις αντίστοιχες εκφράσεις και έχοντας υπ’όψιν 
ότι ri 111 Φ+Φ=Φ , παίρνοµε 
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και 
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Θεωρώντας χωρίς άρση της γενικότητας ότι οι υπολογισµοί µας γίνονται για z=0, 
παίρνοµε 
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pR Τ=+ 2121 )1( ρρ                                               (2.7.26) 

 

pzz TkRk 2121 )1( =−                                               (2.7.27) 

 
Το γραµµικό σύστηµα ως προς τους συντελεστές pTR ,12  επιλύεται εύκολα (Άσκηση) 

και δίδει τα αποτελέσµατα 
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Μπορεί κανείς να διαπιστώσει ότι οι σχέσεις 2.7.28 και 2.7.29, αποτελούν τα όρια 
των αντίστοιχων συντελεστών για την περίπτωση του προβλήµατος της ανάκλασης 
ανάµεσα σε ένα ρευστό και ένα ελαστικό µέσον, από τους οποίους έχοµε ήδη 
παρουσιάσει το συντελεστή ανάκλασης (Σχέση 2.7.13), όταν η ταχύτητα διάδοσης 
του διατµητικού κύµατος τείνει στο 0 ( 0→sc ) 

 
Θα ασχοληθούµε αποκλειστικά µε το συντελεστή ανάκλασης για να µελετήσουµε και 
πάλι την περίπτωση της ολικής ανάκλασης. 
 
Εναλλακτική έκφραση του συντελεστή ανάκλασης µέσω των γωνιών ανάκλασης και 
διάθλασης παίρνοµε µε χρήση των σχέσεων 
 

1
1

111 coscos θ
ω

θ
c

kkz ==                                          (2.7.30) 

 

2
2

222 coscos θ
ω

θ
c

kkz ==                                                (2.7.31) 

 

211122

211122
12 coscos

coscos

θρθρ
θρθρ

cc

cc
R

+

−
=                               (2.7.32) 

 
 

Από το νόµο του Snell έχοµε 1
1

2
2 sinsin θθ

c

c
=  οπότε και  

1
22

1

2
2 sin)(1cos θθ

c

c
−=  

Όπως είχαµε την ευκαιρία να διαπιστώσουµε και στην προηγούµενη περίπτωση, εάν 

12 cc <  η γωνία 2θ είναι πάντα πραγµατική και υπάρχει κυµατικό φαινόµενο και στο 
δεύτερο µέσον. Αξίζει να παρατηρήσοµε ότι κάτω από τις υποθέσεις του 
προβλήµατος, ο συντελεστής ανάκλασης είναι πραγµατικός αριθµός. Όταν όµως 

12 cc >  υπάρχει η περίπτωση της ολικής ανάκλασης για γωνίες πρόσπτωσης 
µεγαλύτερες της κρίσιµης που ορίζεται µέσω της σχέσης 2.7.14 : 
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2

1sin
c

c
Arccr =θ                                                  (2.7.33) 

 
Τότε και πάλι ο κατακόρυφος αριθµός κύµατος στο δεύτερο µέσον γράφεται 

22 igkz =  και ο συντελεστής ανάκλασης γίνεται 
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και παρατηρώντας ότι ο αριθµητής είναι ο συζυγής του παρανοµαστή, ο συντελεστής 
ανάκλασης είναι µιγαδικός αριθµός που γράφεται ως 
 

χieR 2
12 −=   ,                                                   (2.7.35α) 
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Στο σχήµα 2.7 βλέποµε ένα τυπικό διάγραµµα του µέτρου του συντελεστή ανάκλασης 
συναρτήσει της γωνίας πρόσπτωσης για την περίπτωση δύο ρευστών ακουστικών 
µέσων, από τα οποία το δεύτερο χαρακτηρίζεται από ταχύτητα διάδοσης µεγαλύτερη 
από εκείνη του πρώτου µέσου. Πρόκειται για µία τυπική περίπτωση της ακουστικής 
ωκεανογραφίας, µια και συνήθως οι ταχύτητες διάδοσης των ακουστικών κυµάτων 
στα θαλασσινά ιζήµατα είναι µεγαλύτερες από εκείνες του νερού. 
 

Να σηµειώσουµε τέλος ότι το γινόµενο 2,1, =iciiρ  ονοµάζεται ακουστική 

αντίσταση (acoustic impedance) και χαρακτηρίζει ένα ακουστικό υλικό. 
 

 
 
 
Σχήµα 2.7  Μέτρο του συντελεστή ανάκλασης επίπεδου ηχητικού κύµατος στη διαχωριστική επιφάνεια  

                  δύο ρευστών για τα οποία ισχύει 2 1c c> . Προσέξτε τη κρίσιµη  

                  γωνία στις 56.44ο. 
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2.7.4 Ανάκλαση επίπεδου ηχητικού κύµατος από πολυστρωµατοποιηµένο ρευστό µέσο 
 
Στην πραγµατικότητα, ο πυθµένας της θάλασσας δεν είναι ένα οµογενές και ισότροπο 
υλικό όπως απαιτεί η ανάπτυξη που κάναµε µέχρι τώρα. Αποτελείται από πολλά 
επάλληλα στρώµατα υλικών διαφορετικής σύνθεσης που στην απλούστερη των 
περιπτώσεων µπορεί να θεωρήσει κανείς ότι διαχωρίζονται από επιφάνειες που είναι 
επίπεδες, και παράλληλες µεταξύ τους σε οριζόντια διάταξη.  Επί πλέον υποθέτουµε 
ότι οι παράµετροι των υλικών µεταβάλλονται µόνο µε το βάθος z.   
 
Πυθµένες µε τις παραπάνω ιδιότητες ονοµάζονται «οριζόντια στρωµατοποιηµένοι». 
Στο παρόν κεφάλαιο θα συνεχίζουµε να υποθέτουµε ότι σε κάθε στρώµα η πυκνότητα 
και η ταχύτητα διάδοσης του ήχου δεν µεταβάλλονται. Έτσι µπορούµε να 
οδηγηθούµε στη µοντελοποίηση του προβλήµατος της ανάκλασης του ήχου από 
πυθµένα αποτελούµενο από πολλά στρώµατα, κάνοντας επέκταση των όσων 
αναπτύξαµε προηγουµένως για την περίπτωση ενός υλικού µόνο. Σε κάθε περίπτωση 
το τελευταίο στρώµα θα θεωρείται ότι εκτείνεται µέχρι το άπειρο στο z. Για 
απλούστευση πάντως της ανάπτυξης θα αναφερθούµε µόνο στην περίπτωση πολλών 
επάλληλων ρευστών στρωµάτων. 
 
Θα ξεκινήσουµε µελετώντας την περίπτωση του ενός στρώµατος πεπερασµένου 
πάχους πάνω από ένα ηµιάπειρο ηµίχωρο. Η επέκταση όπως θα δούµε για πολλαπλά 
στρώµατα είναι άµεση.  
 
Θεωρείστε το σχήµα 2.8, στο οποίο σηµειώνονται οι διευθύνσεις διάδοσης ενός 
ακουστικού κύµατος, οι αντίστοιχες γωνίες πρόσπτωσης και οι συντελεστές 
ανάκλασης και διάθλασης για κάθε κυµατισµό, όπως αυτοί ορίστηκαν από τα 
προηγούµενα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2.8 Ανάκλαση και διάθλαση σε πυθµένα αποτελούµενο από δύο ρευστά στρώµατα 
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Το πρώτο στρώµα στον πυθµένα (δεύτερο κατά αύξοντα αριθµό) έχει πάχος 2h . 
Περιγραφικά, το κύµα που διαθλάται στο στρώµα αυτό ανακλάται στην διαχωριστική 
επιφάνεια του τρίτου στρώµατος και µέρος της ενέργειας επιστρέφει για να 
προσπέσει στη συνέχεια στο όριο ανάµεσα στο δεύτερο και το πρώτο στρώµα (νερό), 
οπότε τµήµα της ενέργειας επιστρέφει στο νερό και τµήµα της ενέργειας γυρίζει πίσω 
για να ακολουθηθεί θεωρητικά η διαδικασία αυτή επ’ αόριστον.   
 
Το ενδιαφέρον µας συνήθως εστιάζεται στον υπολογισµό του ακουστικού κύµατος 
που επιστρέφει στο νερό και το οποίο αποτελείται από επαλληλία όλων των 
κυµατισµών που γυρίζουν σ’ αυτό µετά από τις διαδικασίες ανάκλασης και 
διάθλασης που περιγράψαµε ανωτέρω. 
 
Με αναφορά στους συντελεστές του σχήµατος 2.8, µπορούµε να εκφράσουµε άµεσα 
εκείνους που αναφέρονται ανάµεσα σε δύο µέσα, δηλαδή 
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Το κύµα που έχει διαδοθεί µέσα στο δεύτερο στρώµα, έχει υποστεί συνολικά µία 
διαφορά φάσης 22222 2cos2 hkhk z=θ  από τη στιγµή που αποχωρίζεται τη 
διαχωριστική επιφάνεια πρώτου-δευτέρου στρώµατος µέχρι την επιστροφή της σ’ 
αυτή µετά από την ανάκλαση στη διεπιφάνεια ανάµεσα στο δεύτερο και το τρίτο 
στρώµα. 
 
Ο αναγνώστης µπορεί εύκολα να διαπιστώσει ότι ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις 
 

2112 RR −=                                     (2.7.40) 
 

            2
122112 1 RTT −=                          (2.7.41) 

 

Αθροίζοντας γεωµετρικά όλες τις συνεισφορές από τις πολλαπλές επιστροφές στο 
νερό, παρατηρούµε ότι ο συνολικός συντελεστής ανάκλασης ανάµεσα στο πρώτο και 
το σύνολο των δύο στρωµάτων, παίρνει τη µορφή 
 

K+++= )4exp()2exp( 221
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όπου 2222 cosθφ hk=  
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Μετά τον πρώτο όρο, οι όροι στην 2.7.42 έχουν τη µορφή γεωµετρικής σειράς 
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Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 2.7.40 και 2.7.41, παίρνοµε µία απλή έκφραση για το 
συντελεστή ανάκλασης που έχει τη µορφή  
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Εντελώς αντίστοιχα µπορούµε να πάρουµε για το κύµα που διαδίδεται στο τελευταίο 
µέσο, το συντελεστή διάδοσης 
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι συντελεστές έχουν τη µορφή ταλαντευόµενης συνάρτησης 
που εξαρτάται και από τη συχνότητα µέσω του κατακόρυφου αριθµού κύµατος, σε 
αντίθεση µε την περίπτωση του συντελεστή ανάµεσα σε δύο ρευστά στρώµατα που 
είναι ανεξάρτητος της συχνότητας. 
 
Εάν τα στρώµατα είναι περισσότερα σε αριθµό, µία διαδικασία αντίστοιχη µε αυτή 
που παρουσιάσαµε µπορεί να εφαρµοστεί µε αρχή τα βαθύτερα στρώµατα, έτσι ώστε 
να πάρουµε λύση για το συντελεστή ανάκλασης από το σύνολο των στρωµάτων. 
Έτσι, εάν έχουµε n-1 στρώµατα κάτω από το νερό, ο συντελεστής ανάκλασης 
ανάµεσα στο στρώµα n-2 και το τελευταίο στρώµα, θα είναι σε ευθεία αντιστοιχία µε 
τη σχέση 2.7.44 
 

)2exp(1

)2exp(

1)1()1)(2(

1)1()1)(2(
)2(

−−−−

−−−−
− +

+
=

nnnnn

nnnnn
nn iRR

iRR
R

φ

φ
                         (2.7.46) 

 
Για το αµέσως προηγούµενο στρώµα θα πάρουµε 
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και τελικά ο συντελεστής ανάκλασης ανάµεσα στο νερό και το σύνολο των 
στρωµάτων παίρνει τη µορφή 
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Η περίπτωση της ολικής ανάκλασης για το πρόβληµά µας θα ισχύσει εφ’ όσον σε 
κάποιο από τα στρώµατα του πυθµένα υπάρξει (τοπικά) ολική ανάκλαση. Στην 
περίπτωση αυτή οδηγούµεθα και πάλι σε συντελεστή ανάκλασης µε µέτρο µονάδα 
και µεταβολή φάσης.  
 

 

 
 
Σχήµα 2.8  Μέτρο του συντελεστή ανάκλασης επίπεδου ηχητικού κύµατος στη διαχωριστική επιφάνεια  
                   νερού και δύο στρωµάτων επάλληλων ρευστών. Η κρίσιµη γωνία εδώ είναι στις 54.180 
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3. ∆ιάδοση της ηχητικής ενέργειας σε µεγάλες αποστάσεις.  
          Γεωµετρική ακουστική 
 

 γεωµετρική ακουστική είναι η µία από τις δύο βασικές µεθόδους που 
χρησιµοποιούνται για τη µελέτη της ακουστικής διάδοσης στη θάλασσα και 
χρησιµοποιεί την έννοια της ακουστικής ακτίνας για τη µελέτη των 

προβληµάτων διάδοσης σε ένα ακουστικό µέσο. Η άλλη µέθοδος βασίζεται στην 
πλήρη κυµατική θεωρία και χαρακτηρίζεται ως κυµατική ακουστική. Τα προβλήµατα 
ανάκλασης και διάθλασης που εξετάσαµε προηγουµένως εντάσσονται µέσα στα 
γενικά πλαίσια της γεωµετρικής ακουστικής, σύµφωνα µε την οποία παρακολουθείται 
η ηχητική ενέργεια σηµείο προς σηµείο καθώς αυτή διαδίδεται σε ένα µέσον και 
ανακλάται στις διαχωριστικές του επιφάνειες. Είναι µία µέθοδος που συνδυάζει 
παραστατικότητα και φυσική ερµηνεία σε αντίθεση µε την κυµατική θεωρία που δεν 
συνδέει άµεσα το αποτέλεσµα µε γεωµετρικές έννοιες. Στα πλαίσια του µαθήµατος 
«Ακουστική Ωκεανογραφία» θα περιοριστούµε στην γεωµετρική ακουστική ενώ στο 
µάθηµα «Κυµατική ∆ιάδοση» θα εµβαθύνοµε σε µεθόδους της κυµατικής θεώρησης. 
 
3.1 Ηχητικές ακτίνες 
 
Ως ηχητική ακτίνα θα θεωρήσοµε την καµπύλη, σε κάθε σηµείο της οποίας ο αριθµός 
κύµατος είναι εφαπτόµενο διάνυσµα. Η ηχητική ακτίνα λοιπόν είναι κάθετη στο 
µέτωπο κύµατος. Στην περίπτωση των επίπεδων κυµάτων, η διεύθυνση της ηχητικής 
ακτίνας ταυτίζεται µε τη διεύθυνση του αριθµού κύµατος για κάθε µέσον. Όταν 
λοιπόν ο αριθµός κύµατος είναι σταθερός (σταθερή ταχύτητα διάδοσης του ήχου) η 
ηχητική ακτίνα είναι ευθεία. Όταν όµως η ταχύτητα µεταβάλλεται µε την απόσταση, 
η µεταβολή του µέτρου του αριθµού κύµατος σε συνδυασµό µε το νόµο του Snell που 
επιβάλει σταθερό οριζόντιο αριθµό κύµατος, επιβάλουν την αλλαγή στη διεύθυνση 
του διανύσµατος του αριθµού κύµατος και εποµένως αλλαγή στη διεύθυνση της 
ηχητικής ακτίνας. Όταν οι µεταβολές του αριθµού κύµατος είναι συνεχείς, το 
αποτέλεσµα για την ηχητική ακτίνα είναι µία οµαλή καµπύλη στο χώρο. 
 
Βέβαια θα πρέπει να τονίσουµε ότι τα επίπεδα κύµατα είναι µία απλούστευση της 
πραγµατικής λύσης του προβλήµατος ακουστικής διάδοσης στη θάλασσα. Η λύση της 
ακουστικής εξίσωσης για ένα δεδοµένο πρόβληµα όπως αυτό περιγράφεται από τη 
γεωµετρία, τις παραµέτρους και τις οριακές συνθήκες, δεν δίδεται µε τη µορφή 
επίπεδων ακουστικών κυµάτων και είναι προφανές ότι θα πρέπει να ανατρέξει κανείς 
σε περισσότερο σύνθετες λύσεις της ακουστικής εξίσωσης. Η έννοια του επίπεδου 
κύµατος ωστόσο παραµένει χρήσιµη και πολλές φορές γίνεται αναγωγή σ’ αυτήν για 
να µελετηθούν πολύπλοκα προβλήµατα ακουστικής διάδοσης µε απλούς αλλά 
ταυτόχρονα εποπτικούς τρόπους.  
 
Σηµειώνουµε ότι η ταχύτητα διάδοσης του ήχου µεταβάλλεται µε το βάθος όπως 
είδαµε στο πρώτο κεφάλαιο του βιβλίου και λιγότερο µε την οριζόντια απόσταση στη 
θάλασσα. Αυτό σηµαίνει ότι σε πολλά προβλήµατα αρκεί να υπολογίσοµε την 
διάδοση του ήχου στην θάλασσα όταν τα µεγέθη µεταβάλλονται µόνο µε το βάθος 
(οριζόντια στρωµατοποιηµένο µέσο) και όχι µε την απόσταση. Αυτή την 
απλούστευση θα χρησιµοποιήσουµε στην συνέχεια ώστε να γίνουν κατανοητές οι 

Η 
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βασικές έννοιες που µας ενδιαφέρουν. Πιο περίπλοκα περιβάλλοντα αντιµετωπίζονται 
ερευνητικά και δεν αποτελούν αντικείµενο του παρόντος µαθήµατος. 
 
Σε κάθε περίπτωση η γεωµετρική ακουστική είναι χρήσιµη σε προβλήµατα που 
αναζητούνται λύσεις στο πεδίο του χρόνου καθώς είναι εύκολο να ολοκληρώσει 
κανείς ποσότητες πάνω στις ακτίνες που θεωρούνται ως οδοί διάδοσης της ηχητικής 
ενέργειας. Ενεργειακά µεγέθη ολοκληρούµενα πάνω στις ακτίνες δίδουν µια 
προσεγγιστική λύση για το ακουστικό πεδίο σε κάποιο σηµείο του ακουστικού µέσου. 
∆εν θα επεκταθούµε όµως πολύ σ’ αυτό το θέµα. Θα δώσουµε ένα εύκολο τρόπο 
υπολογισµού ενός διαγράµµατος ακτίνων σε ένα µέσο στο οποίο µεταβάλλεται η 
ταχύτητα διάδοσης συνεχώς µε το βάθος (Σχήµα 3.1) και θα ακολουθήσει µία 
απλουστευµένη θεώρηση του  προβλήµατος του υπολογισµού της ακουστικής πίεσης 
σε δεδοµένη θέση στη θάλασσα µε χρήση της θεωρίας ακτίνων. Θα θεωρήσουµε 
όπως κάναµε µέχρι τώρα  διάδοση σε δύο διαστάσεις. Σηµειώνουµε ότι το διάγραµµα 
µεταβολής της ταχύτητας διάδοσης του ήχου µε το βάθος συνθέτει το «προφίλ» της 
ταχύτητας. 
 
Ο νόµος του Snell ορίζει ότι σε ένα κυµατικό µέσον στο οποίο η ταχύτητα διάδοσης 
του κύµατος είναι συνάρτηση µιας χωρικής µεταβλητής (ας πούµε z), το πηλίκο 

)(

)(sin

zc

zθ
 παραµένει σταθερό και ίσο µε a. Η γωνία θ είναι εκείνη που σχηµατίζει ο 

αριθµός κύµατος λαµβανόµενος ως διάνυσµα µε τον άξονα των z. Μέχρι τώρα το 
νόµο τον είδαµε να εφαρµόζεται µόνο στην διαχωριστική επιφάνεια ανάµεσα σε δύο 
ακουστικά µέσα.  Στην περίπτωσή µας η γωνία θ µπορεί να θεωρηθεί ως η 
σχηµατιζόµενη από την ηχητική ακτίνα και τον κατακόρυφο άξονα µε δεδοµένο ότι 
σε οποιοδήποτε σηµείο της ηχητικής ακτίνας ο αριθµός κύµατος είναι εφαπτόµενο 
διάνυσµα.  
 
Για να παρακολουθήσουµε την διαδροµή µιας ηχητικής ακτίνας µε το νόµο του Snell, 
θα  θεωρήσοµε ένα στοιχειώδες µήκος ds πάνω στην ακτίνα,  που διανύθηκε σε χρόνο 
dt. (Σχήµα 3.2) Με αναφορά στο σύστηµα συντεταγµένων που έχουµε 
χρησιµοποιήσει, παίρνοµε 
 

θcos

dz
ds=                                                             (3.1.1) 

 

θcos)()( zc

dz

zc

ds
dt ==                                           (3.1.2) 

 
Η οριζόντια απόσταση που διανύθηκε στον ίδιο χρόνο είναι 
 

         dzdx θtan=                                                         (3.1.3) 
 
Από το νόµο του Snell παίρνοµε 
 

   )(sin zac=θ  
2/122 )](1[cos zca−=θ                                         (3.1.4) 

   2/122 )](1/[)(tan zcazac −=θ  
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Σχήµα 3.1  Προφίλ ταχύτητας και αντίστοιχο διάγραµµα ακτίνων 
 
      dx    
   
 
           θ 
               dz           ds 
 
 
 
 

Σχήµα 3.2   Στοιχειώδες µήκος σε µία ηχητική ακτίνα 
 
 
        xi         xf  x 
 
 
 
           zi    
 
 
                                 
               zf  
 
 
                                 z 
 

Σχήµα 3.3   Γεωµετρία για τον υπολογισµό συντεταγµένων µιας ηχητικής ακτίνας 
 
 
Ολοκληρώνοντας ανάµεσα σε δύο χρονικές στιγµές ft και it , και θεωρώντας ότι οι 

αντίστοιχες συντεταγµένες κατά τον άξονα των z είναι fz και iz  παίρνοµε για τις 

αντίστοιχες οριζόντιες συντεταγµένες (Σχήµα 3.3) 
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2 2 1/2

( )

[1 ( )]

f f

i i

x z

f i

x z

ac z dz
x x dx

a c z
− = =

−∫ ∫                               (3.1.5) 

 
Με τον τρόπο αυτό µπορούµε να παρακολουθήσοµε την πορεία µιας ηχητικής 
ακτίνας. Ξεκινώντας από ένα γνωστό σηµείο ),( 00 zx που συνήθως είναι η θέση της 

πηγής, µπορούµε να υπολογίσοµε για δεδοµένη γωνία διάδοσης την ηχητική ακτίνα, 
υπολογίζοντας για κάθε βάθος z την αντίστοιχη οριζόντια απόσταση x που έχει βρεθεί 
η ακτίνα, για δεδοµένη συνάρτηση c(z).  
 
Ο αντίστοιχος χρόνος που έχει περάσει δίδεται από τη σχέση 
 

2 2 1/2( )[1 ( )]

f f

i i

t z

f i

t z

dz
t t dt

c z a c z
− = =

−∫ ∫                             (3.1.6) 

 
Αξίζει να παρατηρήσοµε ότι η ακτίνα διάδοσης γίνεται οριζόντια στη θέση z για την 
οποία ισχύει  

)(/)(sin zczc ii =θ                                           (3.1.7) 

 
οπότε και 1sin =θ . Το σηµείο αυτό είναι ένα κρίσιµο σηµείο του διαγράµµατος της 
ηχητικής ακτίνας. Άλλα κρίσιµα σηµεία είναι τα σηµεία πρόσπτωσης στην επιφάνεια 
και τον πυθµένα της θάλασσας.  Η ολοκλήρωση πάνω σε µία ηχητική ακτίνα γίνεται 
ανάµεσα στα κρίσιµα σηµεία.  
 
Με όσα έχοµε αναφέρει µέχρι τώρα γίνεται σαφές ότι η ηχητική ενέργεια δεν 
ταξιδεύει σε ένα ακουστικό µέσον σε ευθεία γραµµή εκτός και αν η ταχύτητα 
διάδοσης του ήχου είναι σταθερή. Σε κάθε άλλη περίπτωση η ηχητική ακτίνα είναι 
καµπύλη, η εξίσωση της οποίας υπολογίζεται µέσω της σχέσης 3.1.5. Το φαινόµενο 
είναι πολύ ενδιαφέρον στο νερό,  και σε εφαρµογές της ακουστικής ωκεανογραφίας 
που εκµεταλλεύονται την καµπύλωση της ηχητικής ενέργειας και τις 
δηµιουργούµενες περιοχές µεγάλης ή µικρής συγκέντρωσης ακτίνων ανάλογα µε την 
εφαρµογή. Στο σηµείο αυτό να πούµε απλά ότι µεγάλη συγκέντρωση ακτίνων 
υποδηλώνει περιοχή ισχυρού ακουστικού πεδίου σε αντίθεση µε την περιοχή όπου οι 
ακτίνες είναι αραιές που υποδηλώνει περιοχή ασθενούς πεδίου. Στο ερώτηµα για το 
πως καθορίζονται οι περιοχές µεγάλης ή µικρής συγκέντρωσης ακτίνων αρκεί να 
παρατηρήσοµε ότι η εκποµπή ηχητικής ενέργειας από µία πηγή γίνεται συνήθως µε 
τη µορφή δέσµης  (Σχήµα 3.4). Η δέσµη αυτή καθορίζεται από την κατευθυντότητα 
της πηγής όπως ορίστηκε στο κεφάλαιο 2. Η απλουστευτική παραδοχή που γίνεται 
είναι ότι µέσα στη δέσµη παίρνοµε µία διακριτοποίηση στη γωνία και ανά ακτινικό 
βήµα δθ θεωρούµε µία ηχητική ακτίνα. Έτσι η εκποµπή ηχητικής ενέργειας στην 
πηγή θεωρείται οµοιόµορφη, παρά το γεγονός ότι η κατευθυντότητα υποδηλώνει ότι 
αυτό δεν ισχύει πάντα. Ωστόσο για τις ανάγκες εποπτικής µελέτης της διάδοσης του 
ήχου στη θάλασσα αυτό είναι αρκετό. Ακολούθως παρακολουθείται η πορεία κάθε 
µιας από τις ακτίνες αυτές στο περιβάλλον και σχεδιάζεται ένα διάγραµµα ακτίνων 
όπως στο σχήµα 3.5. Μια πρώτη εικόνα των χαρακτηριστικών περιοχών 
συγκέντρωσης ή αραίωσης της ηχητικής ενέργειας µας δίδει η αντίστοιχη περιοχή 
συγκέντρωσης ή αραίωσης των ηχητικών ακτίνων.  
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Σχήµα 3.4  ∆έσµη εκποµπής από ηχητική πηγή 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 3.5 Τυπικό διάγραµµα ακτίνων σε βαθιά θάλασσα για το εµφανιζόµενο δεξιά προφίλ  
                      ταχύτητας. Έχουν σηµειωθεί οι γωνίες εκποµπής για την κάθε ακτίνα. 
 
Η ολοκλήρωση στη σχέση 3.1.5 µπορεί να γίνει αριθµητικά, όταν η ταχύτητα είναι 
µία γενική συνάρτηση του βάθους. Πολλές φορές όµως καταφεύγοµε σε 
απλουστεύσεις του προφίλ ταχύτητας ώστε η ολοκλήρωση να µπορεί να γίνει έστω 
και τµηµατικά µε αναλυτικές σχέσεις. Στην περίπτωση αυτή συνήθως 
χρησιµοποιούµε µία προσέγγιση του προφίλ ταχύτητας µε συναρτήσεις τµηµατικά 
συνεχείς, η κάθε µία από τις οποίες µπορεί να δώσει αναλυτική έκφραση για το 
ολοκλήρωµα της σχέσης 3.1.5. Μία συνάρτηση αυτού του είδους είναι η γραµµική, 
σύµφωνα µε την οποία το προφίλ ταχύτητας δίδεται από τη σχέση : 
 

1 1( ) ( ) ( )c z c z b z z= + −           για 1 2z z z≤ ≤                      (3.1.8) 
 
Μπορούµε λοιπόν να θεωρήσοµε ότι το προφίλ ταχύτητας χωρίζεται σε πολλά 
τµήµατα στα οποία η ταχύτητα έχει δεδοµένη σταθερή κλίση. Η ολοκλήρωση 
πραγµατοποιείται ανάµεσα στα τµήµατα αυτά και στη συνέχεια τα παραγόµενα επί 
µέρους διαγράµµατα ακτίνων ενώνονται για να δώσουν το τελικό διάγραµµα. Για να 
επιτευχθεί οµαλή καµπύλη, συνήθως ακολουθεί µία εξοµάλυνση του τελικού 
διαγράµµατος, ώστε να µην  παρατηρούνται ασυνέχειες µέσα στο νερό, κάτι που 
αντίκειται στους φυσικούς νόµους. 
 
Αξίζει να δώσουµε τη µορφή του διαγράµµατος ακτίνων ανάµεσα σε δύο βάθη για τα 
οποία η µεταβολή της ταχύτητας είναι γραµµική. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούµε 
την βοηθητική µεταβλητή 
 

b

zc
zzw

)( 1
1 +−=                                          (3.1.9) 
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Σχήµα 3.6 Κυκλική διαδροµή ακτίνων για ταχύτητα ήχου γραµµικά µεταβαλλόµενη µε το βάθος 
 

Ισχύει  : 
 

dw=dz                                                  (3.1.10) 
 

c(z)=bw                                                 (3.1.11) 
 
Τα ολοκληρώµατα ( 3.1.5 ) και ( 3.1.6 ) υπολογίζονται ως εξής : 
 

∫ −
=−

f

i

w

w

if
wbabw

dw
tt

2/1222 )1(
                                  (3.1.12) 

 

∫ −
=−

f

i

w

w

if
wba

dwabw
xx

2/1222 )1(
                                      (3.1.13) 

 
Χρησιµοποιώντας πίνακες ολοκληρωµάτων καταλήγοµε στις σχέσεις 
 

])1(1[

])1(1[
log

1
2/1222

2/1222

fi

if
eif

wbaw

wbaw

b
tt

−+

−+
=−                              (3.1.14) 

 

ή       
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log
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fi
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w

b
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θ

θ

+

+
=−                                            (3.1.15) 

 

και             ])1()1[(
1 2/12222/1222

fiif wbawba
ab

xx −−−=−                    (3.1.16) 
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1

fifiif R
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xx θθθθ −=−=−             (3.1.17) 
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Παρατηρούµε από τη σχέση (3.1.17) και µε την βοήθεια του σχήµατος 3.6, ότι η 
ακτίνα καµπυλότητας της ηχητικής ακτίνας R στο διάστηµα κατά το οποίο η κλίση 
της ταχύτητας διάδοσης του ήχου είναι σταθερή, είναι επίσης σταθερή και ίση µε το 

πηλίκο ab
1 . Άρα η ηχητική ακτίνα έχει τη µορφή τόξου κύκλου. Αυτό διευκολύνει 

αρκετά τους υπολογισµούς και την κατασκευή αλγορίθµων για την παρακολούθηση 
της πορείας της ηχητικής ακτίνας 
 
Αντίστοιχα η σχέση ανάµεσα στα βάθη fz και iz είναι. 

 
)sin(sin ifif Rzz θθ −=−                                      (3.1.18) 

 
Υπολογίζοντας τις συντεταγµένες µιας ηχητικής ακτίνας από τις ανωτέρω σχέσεις, 
παρακολουθούµε την γεωµετρία της διάδοσης του ήχου στη θάλασσα. 
 
Σήµερα η παρακολούθηση της διαδροµής µιας ηχητικής ακτίνας γίνεται µε 
αριθµητικές τεχνικές που εξασφαλίζουν µεγαλύτερη ακρίβεια στην χάραξη της 
διαδροµής ιδιαίτερα σε γενικά προφίλ ταχύτητας. 
 
3.2 Ακουστική πίεση και γεωµετρική ακουστική. 
 
Η ακουστική ενέργεια που µεταφέρεται από ένα κύµα εξαρτάται βέβαια από την 
ένταση της πηγής που το προκαλεί. Μέχρι τώρα το µέγεθος αυτό δεν µας είχε 
απασχολήσει, µια και στα προβλήµατα που µελετήσαµε µας ενδιέφερε η µορφή της 
λύσης της ακουστικής εξίσωσης και τα σχετικά πλάτη των ενεργειακών µεγεθών 
ανάµεσα σε δύο ακουστικά µέσα. Στην παράγραφο αυτή θα δώσουµε µία απλή 
µέθοδο για υπολογισµό της ακουστικής πίεσης µε τη βοήθεια της γεωµετρικής 
ακουστικής, καθώς και µεγέθη που διευκολύνουν την µελέτη των σχετικών 
προβληµάτων. Σηµειώνουµε εδώ ότι ο υπολογισµός της ακουστικής πίεσης µε χρήση 
της γεωµετρικής ακουστικής δεν εξαντλείται στην µέθοδο που θα παρουσιάσουµε 
εδώ, αλλά ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει σε εξειδικευµένα 
βιβλία (π.χ. Jensen et al. 1994) για περισσότερες λεπτοµέρειες καθώς η σχετική 
θεωρία ξεφεύγει από τον σκοπό του µαθήµατος µας  
 
3.2.1 Εκποµπή ηχητικής ενέργειας. 
 
Ας θεωρήσοµε προς στιγµήν ότι βρισκόµαστε σε ένα άπειρο µέσον και ότι υπάρχει 
σηµειακή ηχητική πηγή που εκπέµπει αρµονικά. Η συµµετρία του προβλήµατος µας 
οδηγεί στη διατύπωση της ακουστικής εξίσωσης στο σφαιρικό σύστηµα 
συντεταγµένων και στην έκφραση των µεγεθών του προβλήµατος ως συναρτήσεις της 
απόστασης από την πηγή µόνο, όπου θεωρούµε και την αρχή του συστήµατός µας. 
 
Εάν διατυπώσουµε τον τελεστή 2∇  στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων, η 
ακουστική εξίσωση για την πίεση γράφεται 
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                               (3.2.1) 

 
∆εχόµαστε λύση της µορφής 
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( , ) exp[ ( )]cb
p r t i kr t

r
ω= −                                         (3.2.2) 

 
που αντιπροσωπεύει αποκλίνοντα από την πηγή αρµονικά κύµατα και εύκολα 
µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι ικανοποιεί την ακουστική εξίσωση. Αξίζει εδώ να 
προσέξουµε την εξάρτηση του πλάτους της πίεσης από την απόσταση. Το πλάτος του 
κύµατος µειώνεται γραµµικά µε την απόσταση και το γεγονός αυτό αποτελεί 
πρακτικά και τη µορφολογική διαφορά της ανωτέρω έκφρασης από τη λύση για 
επίπεδα κύµατα. O συντελεστής cb υπολογίζεται από τα δεδοµένα της ακουστικής 

πηγής.  
 
Η σχέση ανάµεσα στην ταχύτητα των στοιχειωδών σωµατιδίων του µέσου και στην 
πίεση δίδεται από την έκφραση 
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∂
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ρ                                                      (3.2.3) 

 
όπου u είναι η συνιστώσα της ταχύτητας κατά την ακτίνα του πολικού διαγράµµατος. 
Υπενθυµίζεται ότι και η ταχύτητα θα πρέπει να έχει την  ίδια χρονική εξάρτηση και 
µια και υπακούει σε εντελώς ίδια εξίσωση και τον ίδιο νόµο µεταβολής του πλάτους 
της συναρτήσει του r.  
 
Για µεγάλες αποστάσεις από την πηγή, (kr µεγάλο) µπορεί να αποδειχθεί ότι η πίεση 
είναι πρακτικά σε φάση µε την ταχύτητα, και µπορούµε να γράψουµε (γιατί;) 
 

),()(),( tructrp ρ≈                                               (3.2.4) 
 
Η στιγµιαία ένταση, που είναι η ισχύς που διαδίδεται δια µέσου της µονάδας 
επιφανείας σε µια χρονική στιγµή είναι το γινόµενο της πίεσης και της ταχύτητας        
( ),(),( trutrp ) όταν και οι δύο ποσότητες είναι πραγµατικές ή το γινόµενο της πίεσης 
µε τη συζυγή της ταχύτητας, όταν και οι δύο ποσότητες είναι µιγαδικές

5                       
( ),(),( * trutrp ), όπου µε u* 

συµβολίζεται  η συζυγής της ταχύτητας. Στη συνέχεια θα 
θεωρήσουµε την γενική περίπτωση της µιγαδικής ταχύτητας. 
 
Η µέση ένταση που ορίζεται ως η µέση ισχύς που περνά δια µέσου της µονάδας 
επιφανείας ορίζεται από τη σχέση 
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(Real                             (3.2.5) 

 

Αντικατάσταση της πίεσης και της ταχύτητας από τις ανωτέρω σχέσεις δίδει  
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ρ
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>=<                                                     (3.2.6) 

                                                           
5 Η ταχύτητα των στοιχειωδών σωµατιδίων µπορεί να θεωρηθεί µιγαδική όταν υπάρχει φυσική  
    εξασθένηση στο πρόβληµα (Κεφάλαιο 3.3) 
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όπου το µέτρο της πίεσης p  υποδηλώνει και την µέση τετραγωνική πίεση. Σε πολλά 

βιβλία χρησιµοποιείται εναλλακτικά ο συµβολισµός P για το ως άνω µέγεθος. 
 
Εάν η ολική ισχύς που εκπέµπεται από την πηγή είναι Π, θα πρέπει σε δεδοµένη θέση 
r να ισχύει 
 

∫ ∫ Ω><=><=Π
S

drIdSI
π4

2                                  (3.2.7) 

όπου 2/ rdSd =Ω είναι η στοιχειώδης στερεά γωνία. 
 
Αφού < Ι>  και  r  είναι σταθερά στην επιφάνεια dS, παίρνοµε 
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Εποµένως το µέτρο της  πίεσης σε απόσταση r συναρτήσει της ισχύος της πηγής είναι 
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                                                    (3.2.9) 

 
3.2.2 Μονάδες µέτρησης της πίεσης και του ηχητικού πεδίου 
 
Η µονάδα µέτρησης της πίεσης στο µετρικό σύστηµα είναι τα newtons ανά 
τετραγωνικό µέτρο (Ν/m2) που ονοµάζεται και Pascal (Pa). Επειδή όµως σε ένα 
ακουστικό µέσον αναµένονται έντονες διακυµάνσεις σε αριθµητικά µεγέθη, έχει 
επικρατήσει να υπολογίζονται τα ακουστικά µεγέθη σε µονάδες decibel (dB).  Οι 
µονάδες αυτές δίδουν µία λογαριθµική έκφραση του αντίστοιχου µεγέθους.  
 
Καλούµε Επίπεδο έντασης (sound intensity level ή SIL)  το µέγεθος 
 

ref
ref

IredB
I

I
SIL 10log10=                             (3.2.10) 

 
όπου refI  είναι η ένταση αναφοράς για την οποία θα µιλήσουµε στη συνέχεια. 

 
Αντίστοιχα ονοµάζουµε Επίπεδο πίεσης (sound pressure level ή SPL )το µέγεθος 
 

ref
ref

predB
p

p
SPL 10log20=                           (3.2.11) 

 
Σηµειώνουµε ότι η ένταση είναι ανάλογη του τετραγώνου της πίεσης, εποµένως τα 
δύο µεγέθη είναι ταυτόσηµα, εφ’ όσον αναφέρονται σε αντίστοιχη ποσότητα 
αναφοράς. Συνήθως στην υποβρύχια ακουστική χρησιµοποιείται ως µονάδα 
αναφοράς της πίεσης το 1µPa (10-6 Ν/m2 ). 
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Ως Επίπεδο πίεσης πηγής (source pressure level SL) θεωρούµε κατά σύµβαση το 
επίπεδο πίεσης σε απόσταση 1 µέτρο από την πηγή. A απόσταση αυτή συµβολίζεται 
µε 0r . Με βάση τα µέχρι τώρα λεχθέντα, και σε άπειρο µέσον στο σφαιρικό σύστηµα 

συντεταγµένων η πίεση είναι αντιστρόφως ανάλογη της απόστασης. Εποµένως, η 
πίεση p σε τυχούσα θέση r δίδεται συναρτήσει της πίεσης 0p  στην απόσταση 

0r από τη σχέση  

r

rp
p 00=                                                     (3.2.12) 

 
Ως Απώλεια διάδοσης (transmission loss ΤL) ορίζοµε τη διαφορά σε επίπεδα πίεσης 
ανάµεσα σε δύο θέσεις ενός ηχητικού µέσου.  
 

2112 SPLSPLTL −=                                         (3.2.13) 
 

όπου οι δείκτες 1 και 2 υποδηλώνουν τις αντίστοιχες θέσεις. 
 
Όταν το µέσον χαρακτηρίζεται από σφαιρική διάδοση ως ανωτέρω, παίρνοµε 
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Στις περισσότερες των περιπτώσεων µας ενδιαφέρει η απώλεια διάδοσης σε σχέση µε 
την απόσταση αναφοράς 0r   

0
10log20

r

r
TL =                                            (3.2.15) 

 
Η έκφραση «απώλεια διάδοσης» υποδηλώνει ότι η πίεση ελαττώνεται ανάµεσα στις 
δύο θέσεις (TL > 0) που είναι βέβαια εύκολα κατανοητό στη σφαιρική διάδοση όπου 
λόγω της αύξησης της επιφάνειας του µετώπου κύµατος, η πίεση µειώνεται µε την 
απόσταση από την πηγή. 
 
Τέλος να σηµειώσουµε ότι στην περίπτωση της πρόσπτωσης κυµάτων τη 
διαχωριστική επιφάνεια ανάµεσα σε δύο ακουστικά µέσα, ορίζουµε κατ’ αντιστοιχία 
το µέγεθος απώλεια ανάκλασης (reflection loss, RL) και επειδή µας ενδιαφέρει στην 
ακουστική ωκεανογραφία ειδικότερα η περίπτωση της πρόσπτωσης στον πυθµένα, το 
µέγεθος απώλεια πυθµένα ( bottom loss, BL) από τη σχέση 
 

121010 log20log20 R
p

p
BL

i

r −=−=                                (3.2.16) 

 
όπου το αρνητικό σηµείο τίθεται ώστε το µέγεθος να παραµένει θετικό αφού 

r ip p≤  και 12R είναι ο συντελεστής ανάκλασης. 
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3.2.3 Απώλεια διάδοσης κατά µήκος µιας ηχητικής ακτίνας 
 
Για να υπολογίσοµε την ακουστική πίεση σε δεδοµένη θέση στη θάλασσα µε χρήση 
της γεωµετρικής ακουστικής, θα καταφύγουµε σε µία απλουστευµένη θεώρηση που 
όµως δίδει ικανοποιητικά αποτελέσµατα σε περιοχές που δεν έχοµε έντονη 
συγκέντρωση ή αραίωση της ηχητικής ενέργειας.  
 
Ο υπολογισµός µας θα βασιστεί στην απόσταση ανάµεσα σε γειτονικές ακτίνες, όπως 
χαρακτηρίζονται εκείνες που απέχουν µικρή γωνιακή απόσταση ∆θ µεταξύ τους. Ως 
γωνία θ µιας ηχητικής ακτίνας θεωρούµε τη σχηµατιζόµενη από την εφαπτοµένη 
στην ακτίνα µε την κατακόρυφο (σχήµα 3.7). Στα επόµενα θα χρησιµοποιούµε το 
συµβολισµό r για την οριζόντια απόσταση, ώστε να υπάρχει αντιστοιχία µε την 
απόσταση αναφοράς. 
 
Με αναφορά στο σχήµα 3.7 για τη γεωµετρία, θεωρούµε µία ηχητική πηγή που 
εκπέµπει ακουστική ενέργεια οµοιόµορφα σε δέσµη ∆θ (απλούστευση).  Η ακουστική 
ισχύς ∆Π που εκπέµπεται στον στοιχειώδη δακτύλιο που ορίζεται από την ακτίνα 

0r είναι 

θθπ
ρ

∆=∆Π 000
00

2

0 )sin2( rr
c

p
                                (3.2.17) 

 
όπου οι δείκτες 0 στην πυκνότητα και ταχύτητα υποδηλώνουν την αναφορά τους στην 
απόσταση r0.  Σηµειώστε ότι η θεωρούµενη γεωµετρία είναι τρισδιάστατη µε 
συµµετρία γύρω από τον άξονα 0z. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 3.7 ∆ιάγραµµα ακτίνων για τον υπολογισµό της ακουστικής πίεσης. 
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Από τη σχέση (3.2.9), η πίεση 0p δίδεται µέσω της 
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=                                                  (3.2.18) 

 
Ας θεωρήσοµε τώρα ότι οι δύο ακραίες ακτίνες της δέσµης έχουν διαδοθεί στο 
περιβάλλον και µετά από καµπύλωση έχουν έρθει στην κατάσταση που περιγράφεται 
από το σχήµα 3.7. Η επιφάνεια την οποία διαπερνά η ηχητική ισχύς που περιορίζεται 
από τις δύο ακραίες ακτίνες είναι 2πrL, όπου L είναι η κάθετη απόσταση ανάµεσα 
στις ακτίνες που µετράται στο µέτωπο κύµατος. Αφού η ισχύς παραµένει η ίδια µε 
την αρχική (απουσία φυσικής εξασθένησης), θα πρέπει να ισχύει 
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Εποµένως η πίεση στην απόσταση r θα δίδεται από τη σχέση 
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Παρατηρούµε ότι η πίεση παραµένει πεπερασµένη εκτός εάν L=0. H περίπτωση αυτή 
είναι δυνατή, όταν έχουµε διασταύρωση των ακτίνων (Σχήµα 3.8). Στα σηµεία 
διασταύρωσης εποµένως δεν µπορούµε να υπολογίσουµε την ακουστική πίεση µια 
και σύµφωνα µε την 3.2.20 αυτή φαίνεται να απειρίζεται, ενώ στην πραγµατικότητα 
παραµένει πεπερασµένη. Περιοχές συγκέντρωσης και διασταύρωσης ακτίνων έχοµε 
πρακτικά σε όλα τα διαγράµµατα ακτίνων και ορίζουν τις λεγόµενες «καυστικές» 
(caustics). Ο υπολογισµός της πίεσης εκεί, µε µεθόδους της γεωµετρικής ακουστικής 
είναι εξαιρετικά δύσκολος. Αντίθετα δεν παρουσιάζει δυσκολίες όταν  
χρησιµοποιηθούν µέθοδοι κυµατικής θεωρίας (Μάθηµα Κυµατικής Θεωρίας). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 3.8  Ακτίνες που διασταυρώνονται και αντίστοιχο προφίλ ταχύτητας. Σχηµατισµός καυστικής. 
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Σχήµα 3.9  ∆ιάγραµµα ακτίνων στο οποίο παρατηρούµε  ζώνη σύγκλισης. 
 

Στο σχήµα 3.9 παρατηρούµε την περίπτωση ενός διαγράµµατος ακτίνων που 
εφάπτονται τόσο του πυθµένα όσο και της επιφάνειας. Η επαφή µε την επιφάνεια 
γίνεται για τη δεδοµένη δέσµη εύρους 30 σε απόσταση 60 km όπου και παρατηρείται 
συγκέντρωση ηχητικής ενέργειας (convergence zone).  
 
Θα κλείσουµε την παράγραφο µε τον υπολογισµό της απώλειας διάδοσης κατά µήκος 
µιας ακτίνας. Σύµφωνα µε τα µέχρι τώρα λεχθέντα, η απώλεια διάδοσης ανάµεσα στις 
αποστάσεις r0 και r είναι 
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Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 3.2.18 και 3.2.20 παίρνοµε 
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3.2.4 Ανακλάσεις στον πυθµένα 
 
Εάν µία ηχητική ακτίνα έρθει σε επαφή µε λείες διεπιφάνειες στο χώρο διάδοσης, η 
ανάκλαση που παρατηρείται οδηγεί σε συνέχιση της πορείας της µε γωνία ίση µε 
εκείνη της γωνίας πρόσπτωσης, Η καµπυλότητα της ανακλώµενης ακτίνας στο 
σηµείο πρόσπτωσης είναι ίδια µε εκείνη της προσπίπτουσας ακτίνας.  Ανακλάσεις 
αυτού του είδους έχοµε τυπικά στην επιφάνεια και τον πυθµένα της θάλασσας. 
 
Επειδή η επιφάνεια της θάλασσας θεωρείται ελεύθερη πιέσεων, η απώλεια 
ανάκλασης εκεί είναι 0. Αντίθετα στον πυθµένα της θάλασσας µπορεί να έχουµε 
σηµαντική απώλεια ενέργειας η οποία οδεύει προς τον πυθµένα. Εάν χρειαστεί να 
υπολογίσουµε την ακουστική πίεση µετά από κάποια ανάκλαση, καταφεύγοµε στην 
θεωρία των επίπεδων κυµάτων για να κάνουµε τους σχετικούς υπολογισµούς. Με 
βάση λοιπόν τα όσα έχουµε πει µέχρι τώρα για το συντελεστή ανάκλασης πυθµένα, 
θα θεωρήσοµε ότι για µία ακτίνα που χαρακτηρίζεται κατά την πρόσπτωση της στον 
πυθµένα από τη γωνία θ, το µέτωπο κύµατος είναι επίπεδο και άρα ο συντελεστής 
ανάκλασης R12. 
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Η  σχέση  (3.2.16) µας δίδει την απώλεια πυθµένα κατά την πρόσπτωση της ηχητικής 
ενέργειας στην διεπιφάνεια και το µέγεθος αυτό εκφρασµένο σε dB είναι προσθετέος 
στη σχέση 3.2.22 που δίδει την ολική απώλεια διάδοσης ανάµεσα σε δύο θέσεις στη 
θάλασσα. Είναι προφανές ότι για την περίπτωση πολλαπλών ανακλάσεων, οι 
απώλειες πυθµένα αθροίζονται, και βέβαια η ολική πίεση µειώνεται σηµαντικά. 
 
 
3.3    Φυσική εξασθένηση της ηχητικής ενέργειας στο νερό και τα ιζήµατα του  

   πυθµένα 
 
Στη µέχρι τώρα θεώρηση του προβλήµατος δεν είχαµε δεχθεί οποιοδήποτε µηχανισµό 
απώλειας της ηχητικής ενέργειας. Η ηχητική ενέργεια που εκπέµπεται από την πηγή 
παραµένει στο ακουστικό µέσον χωρίς µετατροπή. Η έντασή της όµως µεταβάλλεται 
µε βάση την γεωµετρική εξάπλωση που υφίσταται το µήκος κύµατος, γεγονός που 
οδηγεί σε µείωση του πλάτους της ακουστικής πηγής, καθώς η µεταβολή αυτή είναι 
συνήθως µειωτική (αύξηση της επιφάνειας του µετώπου κύµατος). 
 
Στην  πραγµατικότητα όµως, διάφοροι µηχανισµοί στο νερό και τα θαλασσινά 
ιζήµατα οδηγούν σε µετατροπή της ακουστικής ενέργειας σε άλλης µορφής ενέργεια 
(π.χ. θερµότητα) χωρίς δυνατότητα επανάκτησης και αυτό σηµαίνει ότι χάνεται 
οριστικά για το ακουστικό µέσον. Οι µηχανισµοί αυτοί είναι περίπλοκοι και δεν είναι 
εύκολη η µαθηµατική µοντελοποίησή τους. Από τους σηµαντικούς ερευνητές που 
έχουν ασχοληθεί µε το αντικείµενο αξίζει να µνηµονεύουµε τους Stokes και Kirchoff, 
οι οποίοι απέδωσαν την εξασθένηση (attenuation) του ήχου σε ένα µέσον στην 
θερµική αγωγιµότητα και τη συνεκτικότητα. 
 
Απ ότι φαίνεται από σύγχρονες µελέτες του θέµατος, η βασική αιτία απορρόφησης 
της ηχητικής ενέργειας είναι η συνεκτικότητα (viscosity). Ένα χαρακτηριστικό 
µέγεθος του προβλήµατος είναι ο χρόνος χαλάρωσης (relaxation time) που αντανακλά 
τον χρόνο που απαιτείται σε ένα µέσον ώστε να ανταποκριθεί στις αλλαγές της πίεσης 
που του επιβάλλονται. Η απώλεια ενέργειας εξαρτάται από τον λόγο του χρόνου 
χαλάρωσης προς την περίοδο ενός ακουστικού κύµατος. Η απώλεια είναι µέγιστη 
όταν ο λόγος αυτός είναι µονάδα και µειώνεται δραστικά όταν ο χρόνος είναι πολύ 
διαφορετικός. 
 
Οι µηχανισµοί ενεργειακής απώλειας οδηγούν σε µεταβολή της πίεσης ενός 
ακουστικού κύµατος, της οποίας ο ρυθµός είναι ανάλογος της πίεσης µε ένα 
συντελεστή που ονοµάζεται «συντελεστής απορρόφησης» (absorption coefficient). 
 
Για επίπεδα κύµατα, η σχέση αυτή γράφεται  
 

e

d p
a p

dx
= −                                                    (3.3.1) 

  
Ολοκληρώνοντας από x=0 έως x (αντίστοιχα από ip σε p ), παίρνοµε 

 
exp( )i ep p a x= −                                               (3.3.2) 
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Ο συντελεστής εξασθένησης έχει σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση µονάδες 
απόστασης -1. 

Αυτό σηµαίνει ότι στην πίεση που υπεισέρχεται στους υπολογισµούς 
µας, θα πρέπει να περιλάβοµε και την απόσβεση µέσω του εκθετικού όρου. 
Σηµειώνουµε επίσης ότι οι σχέσεις αυτές ισχύουν για την µέση τετραγωνική πίεση. 
 
Στην περίπτωση ενός σφαιρικού κύµατος µπορούµε να διαπιστώσουµε εύκολα ότι 

ισχύουν οι σχέσεις  0
0i

r
p p

r
=  για µία απόσταση αναφοράς 0r , και 0rrx −= όπου r 

είναι η απόσταση από την πηγή.  Με αυτά τα δεδοµένα γράφοµε  
 

0
0 0exp[ ( )]e

r
p p a r r

r
= − −                                      (3.3.3α)  

 
Λαµβάνοντας υπ’ όψιν την λύση για σφαιρικά κύµατα  (εξίσωση 3.2.2) µπορούµε να 
γράψουµε για την ακουστική πίεση τη σχέση  
 

[ ]0( , ) exp[ ( )]exp ( )c
e

b
p r t a r r i kr t

r
ω= − − −                         (3.3.3β). 

 
Στα περισσότερα προβλήµατα ενδιαφερόµαστε για το ακουστικό πεδίο σε µεγάλες 
αποστάσεις, ενώ η απόσταση αναφοράς αναφέρεται κοντά στην πηγή (συνήθως 1 m). 
Έτσι ισχύει 0rr >>  και παραλείπεται το 0r  στη σχέση που µας δίδει την ακουστική 

πίεση  
 

)(exp]exp[),( tkrira
r

b
trp e

c ω−−=                               (3.3.3γ) 

 
Η ανωτέρω µορφή µας δίδει τη δυνατότητα να εκφράσουµε την απορρόφηση, µέσω 
ενός µιγαδικού αριθµού κύµατος, του οποίου το φανταστικό µέρος θα είναι ο 
συντελεστής απορρόφησης 
 

ec iakk +=                                                        (3.3.4) 

 
Η ακουστική πίεση γράφεται στην περίπτωση αυτή : 
 

          ( , ) exp ( )c
c

b
p r t i k r t

r
ω= −                                           (3.3.5) 

 
και διαπιστώνουµε ότι έχει ακριβώς την ίδια µορφή µε εκείνη της περίπτωσης χωρίς 
απώλειες µε την µόνη διαφορά στον αριθµό κύµατος που είναι πλέον µιγαδικός 
αριθµός.   
 
Ο µιγαδικός αριθµός κύµατος µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε κάθε περίπτωση που 
θεωρήσουµε απόσβεση σε ένα ακουστικό µέσον. Ο συντελεστής απόσβεσης είναι 
συνήθως µικρός αριθµός (για µικρές συχνότητες). Οι µονάδες του είναι (m-1) ή 
nep/m. Μπορεί ωστόσο να εκφραστεί σε dB/m, µέσω των σχέσεων ορισµού της 
απώλειας διάδοσης σε dB. 
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xaexa
p

p
TL ee

i 686,8)log20(log20 1010 ===                       (3.3.6) 

 
Εποµένως µπορούµε να ορίσουµε τον ισοδύναµο συντελεστή απορρόφησης σε dB/m 
µέσω της σχέσης  

eaa 686,8=                                                (3.3.7) 

 
Στο σχήµα 3.10 βλέποµε ένα διάγραµµα που παριστάνει την εξάρτηση του 
συντελεστή απορρόφησης µε τη συχνότητα. Οι µηχανισµοί φυσικής εξασθένησης που 
επενεργούν στο θαλασσινό νερό φαίνονται χωριστά. Πρόκειται για τη συνεκτικότητα 
(viscosity) που αναφέρεται στο γλυκό νερό και τη διάλυση αλάτων και οξέων 
(magnesium sulfate και boric acid). Γενικά, µπορούµε να πούµε ότι ο συντελεστής 
εξασθένησης αυξάνει µε το τετράγωνο της συχνότητας, γεγονός που καθιστά τις 
υψηλές συχνότητες µη αποδοτικές στο νερό για τις συνήθεις εφαρµογές της 
ακουστικής ωκεανογραφίας, ή τουλάχιστον όχι το ίδιο αποδοτικές µε τις χαµηλές 
συχνότητες.  
 
Να σηµειώσουµε τέλος ότι συντελεστής απορρόφησης ορίζεται και για τα θαλασσινά 
ιζήµατα και µάλιστα έχει σχετικά µεγαλύτερη σηµασία στην ακουστική διάδοση. Για 
τυπικές τιµές του συντελεστή απορρόφησης στα θαλασσινά ιζήµατα παραπέµποµε 
στο Παράρτηµα Γ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 3.10  ∆ιάγραµµα υπολογισµού του συντελεστή φυσικής εξασθένησης στο νερό. 
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3.4     Η εξίσωση SONAR 
 
H εξίσωση του SONAR συνδέει σε λογαριθµική κλίµακα κρίσιµα µεγέθη που 
υπεισέρχονται στη διαδικασία διάδοσης και λήψης της ηχητικής ενέργειας για 
επιχειρησιακούς λόγους. Τα µεγέθη αυτά είναι η ένταση της πηγής, η κατευθυντότητά 
της, η απώλεια διάδοσης, ο θόρυβος του περιβάλλοντος, η κατευθυντότητα του 
δέκτη, η ένταση ενός στόχου και άλλα. 
 
Με όσο έχοµε πει µέχρι τώρα µπορούµε να διατυπώσουµε κάποιους από τους όρους 
της εξίσωσης του SONAR µε την παρατήρηση ότι όσο πιο πολλοί παράγοντες 
θεωρούµε ότι υπεισέρχονται στο πρόβληµα, τόσο περισσότερους όρους πρέπει να 
περιλάβουµε στην εξίσωση του SONAR. 
 
H απλούστερη µορφή της εξίσωσης συνδέει το επίπεδο πηγής, το επίπεδο δέκτη και 
την απώλεια διάδοσης µέσω της σχέσης  
 

SPL=SL-TL                                                      (3.4.1) 
 
Το επίπεδο της πηγής αναφέρεται κατά σύµβαση σε απόσταση 1 m  από αυτήν και 
δίδεται από τη σχέση 
 

2

0
10log10

refp

p
SL=   dB re refp  refp                                (3.4.2) 

 
Το επίπεδο δέκτη δίδεται από τη σχέση  (3.2.11), ενώ η πίεση στο δέκτη δίδεται από 
τη σχέση  (3.2.20) και η απώλεια διάδοσης δίδεται από τη σχέση  (3.2.22). 
 
Εάν περιλάβουµε την φυσική απόσβεση στους υπολογισµούς µας, η πίεση στο δέκτη 
γράφεται : 

10/)(

00

0
2

0

2

02
010

sin
rRa

rLc

crp
p −−

∆
=

ρ

θθρ
                                  (3.4.3) 

 
όπου R είναι η απόσταση που διήνυσε η ηχητική ενέργεια πάνω στην ακτίνα (όχι σε 
ευθεία γραµµή) και η απώλεια διάδοσης (για την περίπτωση της σφαιρικής διάδοσης) 
γράφεται ως 
 

 
           (3.4.4) 

 
Εάν περιλάβουµε στους µηχανισµούς µας την απώλεια βυθού, η εξίσωση SONAR 
γράφεται 
 

SPL=SL-TL-BL                                                   (3.4.5)                                                    
 
όπου το µέγεθος BL µπορεί κατά τα γνωστά να περιλαµβάνει πολλούς όρους. 
 
Εάν ο δέκτης δεν µπορεί να λάβει την ηχητική ενέργεια το ίδιο καλά από όλες τις 
διευθύνσεις λόγω ειδικών χαρακτηριστικών κατευθυντότητας, το επίπεδο πίεσης που 
µετράται στον δέκτη µπορεί να είναι µικρότερο από το πραγµατικό και αυτό 
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εκφράζεται σε dB µέσω του συντελεστή κατευθυντότητας DI, οπότε η εξίσωση 
γράφεται  
 

   SPL=SL-TL-BL-DI                                             (3.4.6) 
 

Εάν, στην ακουστική διάδοση µεσολαβήσει ένας στόχος, η σκέδαση της ενέργειας 
που προξενεί περιγράφεται µέσω του µεγέθους «Ισχύς στόχου» (Target Strength). Το 
µέγεθος αυτό µπορεί να είναι προσθετικό ή αφαιρετικό ανάλογα µε την φύση του 
στόχου και την ικανότητά του να συγκεντρώνει ή να σκεδάζει την ηχητική ενέργεια 
που προσπίπτει. Εάν για παράδειγµα θεωρήσοµε παντοκατευθυντικό δέκτη (DI=0) 
και ως µόνους µηχανισµούς απωλειών, την απώλεια από την πηγή στον στόχο και 
από τον στόχο στον δέκτη (Σχήµα 3.11) , γράφοµε την εξίσωση ως 
 

21 TLTSTLSLSPL −+−=                                       (3.4.7) 
 
Αργότερα θα δούµε και άλλες εφαρµογές της εξίσωσης SONAR. 
 
 
 
 
 
             ∆έκτης 
 
                  SPL 
             TL2 
 
 
                                               TS                      Στόχος 
                                             
                                                                                 

        TL1 
                      SL 
 
               Πηγή 
 
Σχήµα 3.11   Στόχος στο ακουστικό πεδίο µιας πηγής. Μεγέθη που υπεισέρχονται στην εξίσωση  
                         SONAR. 
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4.   Εισαγωγή στην επεξεργασία ακουστικών σηµάτων 
 

α ακουστικά σήµατα που χρησιµοποιούνται στο θαλάσσιο περιβάλλον ποικίλουν 
ανάλογα µε την εφαρµογή και τις απαιτήσεις συχνότητων. Κύρια κριτήρια 
επιλογής τους σε µια συγκεκριµένη εφαρµογή, είναι η µεταφορά όσο το δυνατό 

µεγαλύτερης ενέργειας σε µεγάλη απόσταση και η επίτευξη χαρακτηριστικών λήψης 
που να είναι εύκολα αναγνωρίσιµα και αξιοποιήσιµα. Με την έννοια αυτή ένα 
ηµιτονοειδές κύµα (κύµα σταθερής συχνότητας ω, άπειρης διάρκειας), όπως αυτό στο 
οποίο βασίσαµε τη µέχρι τώρα ανάπτυξη δεν θεωρείται το πλέον κατάλληλο, µια και 
δεν έχει καλά χαρακτηριστικά αναγνωρισιµότητας, όπως π.χ. µέτρησης χρόνου.   
Είναι δύσκολο στα πλαίσια ενός εισαγωγικού µαθήµατος να συζητήσει κανείς τα 
χαρακτηριστικά κάποιων από τα σήµατα αυτά, έχει όµως νόηµα να αναφερθούµε σε 
στοιχεία της επεξεργασίας τους που θα βοηθήσουν να κατανοήσουµε έννοιες όπως 
του εύρους του σήµατος (bandwidth) του µετασχηµατισµού από το πεδίο του χρόνου 
στο πεδίο των συχνοτήτων κ.λ.π. Έτσι θα γίνει κατανοητή και η επιµονή µας στην 
αναφορά των λύσεων που αφορούν περιοδικά σήµατα, 
 
4.1  Στοιχεία από την ανάλυση των ακουστικών σηµάτων – Ανάλυση  Fourier. 
 
Τα ακουστικά σήµατα µετρώνται πρωτογενώς στο πεδίο του χρόνου. Εάν τα 
θεωρήσουµε µε την αναλογική τους έκφραση, περιγράφονται ως συνεχείς 
συναρτήσεις του χρόνου )(tf . Για παράδειγµα ένα  µονοχρωµατικό σήµα που οδεύει 
κατά µήκος του άξονα r µπορεί να έχει την έκφραση. 
 

)sin()( tkrAtf ω−=                                             (4.1.1)  
 
Ένα τυχαίο σήµα (ντετερµινιστικό όµως ως προς την έκφρασή του ) µπορεί να 
συντεθεί από πολλές αρµονικές, συνιστώσες δηλαδή που έχουν την ως άνω µορφή 
(4.1.1) αλλά που µπορεί να διαφέρουν ως προς το πλάτος και τη συχνότητα. Εάν 
θεωρήσουµε µία συνεχή κατανοµή συχνοτήτων, η συνεισφορά κάθε µίας από τις 
συχνότητες στο σήµα, χαρακτηρίζεται µέσω της συνάρτησης )(ωF . Οι συναρτήσεις 

)(tf  και )(ωF  αποτελούν ένα ζεύγος συναρτήσεων που χαρακτηρίζει το 
οποιοδήποτε αναλογικό σήµα. Ο υπολογισµός του κάθε µέλους του ζεύγους µπορεί 
να γίνει εάν γνωρίζουµε το άλλο, µέσω του Μετασχηµατισµού Fourier που θα 
αναπτύξουµε στη συνέχεια.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 4.1  Καταγραφή ενός ακουστικού σήµατος στο πεδίο του χρόνου 
 

Τ
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Εάν οι ως άνω συναρτήσεις δεν είναι συνεχείς αλλά δίδονται για συγκεκριµένες τιµές 
των µεταβλητών t  και ω ( jit ω, ), η σχέση τους δίδεται µέσω του ∆ιακριτού 

Μετασχηµατισµού Fourier.  Με δεδοµένη τη σύγχρονη ψηφιακή τεχνολογία, η 
τελευταία αυτή περίπτωση παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Στη συνέχεια θα 
αναφερθούµε και στις δύο περιπτώσεις αρχίζοντας από τη συνεχή περίπτωση. 
 
4.1.1 Ο Μετασχηµατισµός Fourier. 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ : Τα ζεύγη των µιγαδικών εν γένει συναρτήσεων )(tf  και 

)(ωF καλούνται ζεύγη µετασχηµατισµού Fourier, και συµβολίζονται ως 
)()( ωFtf ↔ , όταν σχετίζονται µέσω των εξισώσεων 

 

dtetfF ti∫
∞

∞−

−= ωω )()(                                              (4.1.2) 

 

∫
∞

∞−

= ωω
π

ω deFtf ti)(
2

1
)(                                          (4.1.3) 

 
Γράφοντας τις παραπάνω σχέσεις υποθέτουµε ότι τα ολοκληρώµατα υπάρχουν µε την 
έννοια της πρωτεύουσας τιµής του Cauchy. Η συνάρτηση ( )F ω  ονοµάζεται 
µετασχηµατισµός Fourier της ( )f t  και συµβολίζεται και ως ( ) { ( )}F f tω = ℑ  ενώ η 

( )f t  χαρακτηρίζεται ως αντίστροφος µετασχηµατισµός της ( )F ω  και συµβολίζεται 

ως 1( ) { ( )}f t F ω−= ℑ . Να σηµειώσουµε εδώ ότι η γραφική παράσταση των 
συναρτήσεων ( )F ω  και ( )f t  για τις πρακτικές εφαρµογές αναφέρεται στο µέτρο 

τους π.χ. ( ( )F ω )  που είναι και ένας ενεργειακός δείκτης πολύ χρήσιµος στις 

εφαρµογές.  
 
Για παράδειγµα, εάν 00)( >>= − taetf at  (Σχήµα 4.2), η )(ωF είναι 
 

ω
ω ωω

ia
dtedteeF tiatiat

+
=== ∫∫

∞
+−

∞
−− 1

)(
0

)(

0

                         (4.1.4) 

 
Εύκολα µπορεί κανείς να επιβεβαιώσει και την αντίστροφη σχέση 4.1.3. 
 
Όπως είπαµε, οι συναρτήσεις )(tf  και )(ωF είναι γενικά µιγαδικές. 
 

)()()()()()( 21 ωωω iXRFtiftftf +=+=  
 
 
 
 
 
 
 
 



 Εισαγωγή στην Ακουστική Ωκεανογραφία                        63
   

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Σχήµα 4.2      Παράδειγµα σήµατος στα πεδία του χρόνου και της συχνότητας. Η F(ω) του σχήµατος 
                         αντιστοιχεί στο µέτρο της µετασχηµατισµένης συνάρτησης 
 
Χρησιµοποιώντας την έκφραση της εκθετικής συνάρτησης µέσω ηµίτονου και 
συνηµίτονου µπορούµε εύκολα να καταλήξουµε σε εκφράσεις για τα πραγµατικά και 
φανταστικά µέρη των ως άνω συναρτήσεων της µορφής   
 

dtttfttfR ]sin)(cos)([)( 21 ωωω += ∫
∞

∞−

                             (4.1.5a) 

dtttfttfX ]sin)(cos)([)( 12 ωωω −= ∫
∞

∞−

                             (4.1.5β) 

ωωωωω
π

dtXtRtf ]sin)(cos)([
2

1
)(1 −= ∫

∞

∞−

                           (4.1.5γ) 

ωωωωω
π

dtXtRtf ]cos)(sin)([
2

1
)(2 += ∫

∞

∞−

                          (4.1.5δ) 

 
Στην πράξη, οι συναρτήσεις )(tf  αντιπροσωπεύουν πραγµατικές µετρήσεις σηµάτων  

στο πεδίο του χρόνου και είναι πραγµατικές συναρτήσεις ( 0)(2 =tf ). Στην 
περίπτωση αυτή εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι ισχύει 
 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−== tdttfXtdttfR ωωωω sin)()(cos)()(                 (4.1.6) 

 
Άλλες σχέσεις που ισχύουν στην περίπτωση αυτή είναι )()( ωω RR =− και 

)()( ωω XX −=− . Έτσι )()(* ωω −= FF  (µε * υποδηλώνουµε τον συζυγή). 
 
Στην περίπτωση που η συνάρτηση )(tf είναι άρτια, ( )()( tftf =− ) παίρνοµε 

0)( =ωX . ∆ηλαδή ο µετασχηµατισµός µιας πραγµατικής άρτιας συνάρτησης δίδει 
πραγµατική συνάρτηση. Αντίστοιχα εάν )()( tftf −=−  (περιττή συνάρτηση) 
παίρνοµε 0)( =ωR . 
 
Παραθέτοµε στη συνέχεια χωρίς απόδειξη µια σειρά από ενδιαφέροντα θεωρήµατα 
αντιστοίχησης που ισχύουν για κάθε ζεύγος µετασχηµατισµού Fourier. 
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4.1.2 Συνέλιξη 
 
Θεωρούµε δύο συναρτήσεις )(1 tf και )(2 tf και τα αντίστοιχα δεύτερα µέλη των 

ζευγών του µετασχηµατισµού Fourier  )(1 ωF και )(2 ωF . 
 
Συνέλιξη (convolution) των συναρτήσεων )(1 tf και )(2 tf ονοµάζουµε το ολοκλήρωµα  
 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−=−= ττττττ dftfdtfftff )()()()())(*( 212121                     (4.1.7) 

 
Το ολοκλήρωµα αυτό αντιπροσωπεύει µία νέα συνάρτηση του χρόνου και είναι 
ιδιαίτερα σηµαντικό στη µελέτη των φίλτρων και στο γινόµενο σηµάτων που 
χαρακτηρίζονται από τις συναρτήσεις )(1 tf και )(2 tf . 
 
Εάν πάρουµε το µετασχηµατισµό Fourier της συνάρτησης ))(*( 21 tff , έχοµε για 

xt += τ  
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       (4.1.8) 

 
Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ένα σηµαντικό συµπέρασµα σε ό,τι αφορά το 
γινόµενο συναρτήσεων που περιγράφονται στο πεδίο των συχνοτήτων : 
 
Η συνέλιξη στο πεδίο του χρόνου µετασχηµατίζεται σε γινόµενο συναρτήσεων 
στο πεδίο των συχνοτήτων 
 
Η συµβολικά :                     Εάν )()( 11 ωFtf ↔ και )()( 22 ωFtf ↔  τότε 
 
                                                  )()()(*)( 2121 ωω FFtftf ↔                                 (4.1.9) 
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Σχήµα 4.3   Ο παλµός δ. 
 
Αντίστοιχα µπορούµε να δείξοµε  (Άσκηση) ότι  
 

                    )(*)(
2

1
)()( 2121 ωω

π
FFtftf ↔                            (4.1.10) 

 
4.1.3  O παλµός δ 

 
Σε πολλές εφαρµογές της ανάλυσης σηµάτων συναντάµε συναρτήσεις µε τη µορφή 
ενός παλµού δέλτα (delta function δ). Οι ιδιότητες της ειδικής αυτής συνάρτησης 
βασίζονται στην ορισµό της, που δίδεται µέσω της σχέσης 

)0()()( φφδ =∫
∞

∞−

dttt                                        (4.1.11) 

που ισχύει για κάθε συνάρτηση )(tφ  που είναι συνεχής στο 0=t . 
 
Από την ανωτέρω σχέση προκύπτει  ότι 
 

1)( =−
∞

∞−
∫ dtet tiωδ                                            (4.1.12) 

 
που σηµαίνει απλά ότι ο µετασχηµατισµός Fourier της συνάρτησης δ είναι η µονάδα 
(1). 
 

1)( ↔tδ                                               (4.1.13) 
 

Με άλλα λόγια, ένας παλµός δέλτα στο πεδίο του χρόνου (στιγµιαία διέγερση) 
µετασχηµατίζεται στο πεδίο των συχνοτήτων σε µία σταθερή συνάρτηση (Σχήµα 4.3). 
 
Εάν χρησιµοποιήσοµε τη σχέση για τον αντίστροφο µετασχηµατισµό, παίρνοµε 
 

∫
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= ω
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Εάν 1)( =tf  παίρνοµε 
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∫
∞

∞−

− == )(2)( ωπδω ω dteF ti                             (4.1.15) 

 
Εποµένως: 

)(21 ωπδ↔                                           (4.1.16) 
 
 

4.1.4 Περιοδικά σήµατα – Σειρές Fourier 
 
Το πέρασµα από το συνεχή µετασχηµατισµό Fourier στο διακριτό είναι απαραίτητο 
µια και σήµερα η επεξεργασία των σηµάτων είναι άµεσα συνδεδεµένη µε την 
ψηφιακή ανάλυση. Τα σήµατα ψηφιοποιούνται και βέβαια η επεξεργασία γίνεται σε 
πεπερασµένο χρόνο και για πεπερασµένες συχνότητες. Έτσι δεν είναι δυνατή η άµεση 
εφαρµογή του συνεχούς µετασχηµατισµού Fourier. Αναζητείται συνεπώς κάτι 
περισσότερο συνδεδεµένο µε τα πραγµατικά δεδοµένα της ανάλυσης σηµάτων. Ως 
πρώτο βήµα για το σκοπό αυτό, ας θεωρήσοµε ένα περιοδικό σήµα στο πεδίο του 
χρόνου. Το σήµα αυτό εκφράζεται µέσω της συνάρτησης )(tf για την οποία ισχύει 
 

∑
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nTtftf )()( 0                                           (4.1.17) 

όπου 
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και Τ είναι η περίοδος του σήµατος. 
 
Εάν συµβολίσοµε µε )(tδ τη σειρά 
 

∑
∞

−∞=

+=
n

nTtt )()( δδ                                            (4.1.18) 

 
µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι η συνάρτηση )(tf γράφεται ως 
 

)(*)()( 0 tfttf δ=                                               (4.1.19) 

 

Συµβολίζοντας µε )(ωδ τη σειρά, ∑
∞

−∞=

−=
n

n )()( 0ωωδωδ  όπου 0

2

T

π
ω = , µπορούµε 

να διαπιστώσουµε ότι )()( 0 ωδωδ ↔t  . 

 
Στη συνέχεια παίρνοµε το µετασχηµατισµό Fourier των δύο µερών της  4.1.19 και µε 
χρήση του θεωρήµατος συνέλιξης έχοµε : 
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                                                                                                                             (4.1.20) 
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Σχήµα 4.4   Περιοδικό σήµα 
 
όπου έγινε χρήση της ιδιότητας των συναρτήσεων δ,  ( ) ( ) ( ) ( ) .f t t a f a tδ δ α− = −  
 
Εποµένως καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι ο µετασχηµατισµός Fourier µιας 
περιοδικής συνάρτησης περιόδου Τ, αποτελείται από µία αλληλουχία παλµών δ σε 
αποστάσεις 0ω µεταξύ τους. Το αποτέλεσµα οδηγεί στην έκφραση της )(tf µέσω 

σειράς Fourier. Πράγµατι, εάν πάροµε 
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και τον αντίστροφο µετασχηµατισµό στα δύο ακραία µέλη της εξίσωσης (4.1.20), 
οδηγούµεθα στη σχέση 
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=
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tin
neatf 0)( ω                                              (4.1.22) 

 
Με άλλα λόγια, στο πεδίο των συχνοτήτων, η περιοδικότητα της συνάρτησης 
εκφράζεται µε διακριτή αλληλουχία παλµών και εποµένως στο πεδίο του χρόνου η 
συνάρτηση )(tf θα πρέπει να αναπλαστεί µε σειρά και όχι ολοκλήρωµα. Προσέξτε 

επίσης τα όρια ολοκλήρωσης στον υπολογισµό των συντελεστών na που δεν είναι 

πλέον το άπειρο. 
 
Εύκολα µπορεί να αποδειχθεί και ένα θεώρηµα συνέλιξης για τα σήµατα της ως άνω 
κατηγορίας. Έτσι, εάν  
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τότε 
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και 
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Τέλος αξίζει να παρατηρήσοµε ότι εάν η περίοδος της συνάρτησης )(tf αρχίζει τη 

χρονική στιγµή 0T , τα όρια ολοκλήρωσης στην 4.1.21 είναι από 0T  έως TT +0 . Είναι 

επίσης συνηθισµένο η ολοκλήρωση να γίνεται ως προς τη συχνότητα και όχι ως προς 
την κυκλική συχνότητα (πρβλ την αναφορά µας στα φίλτρα). Συµβολίζοντας µε  f  τη 
συχνότητα και αλλάζοντας το συµβολισµό της συνάρτησης του χρόνου σε x(t), για να 
αποφύγοµε τυχόν σύγχυση µε την συχνότητα, γράφοµε για το ζεύγος του 
µετασχηµατισµού 
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εδώ, 
T

f
1

0 =  

 
4.1.5 Ο ∆ιακριτός µετασχηµατισµός Fourier 
 
Θεωρούµε τις συναρτήσεις   
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Η  συνάρτηση )(tf είναι περιοδική µε περίοδο Τ, ενώ η )(ωF είναι επίσης περιοδική 

µε περίοδο 1ω . 
 
Μπορεί να δειχτεί ότι η συνάρτηση )(tf γράφεται µε τη µορφή ενός αθροίσµατος 
Poisson (Poisson sum formula) ως 
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Προφανώς, οι συντελεστές F(nω0) είναι οι συντελεστές Fourier της περιοδικής 
συνάρτησης )(tfT . ∆ηλαδή 
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Αντίστοιχα µπορούµε να δείξουµε ότι  
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Σχήµα 4.5  Οι συναρτήσεις ( )f t και ( )F ω  

 
Οι συντελεστές )( 0ωnF µπορεί να θεωρηθούν ως διακριτές τιµές της συνάρτησης 

F(ω).  Επίσης µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι για τις τιµές 0nω , το ολοκλήρωµα 

( ) ( ) i tF f t e dtωω
∞

−

−∞

= ∫  µε όρια στο άπειρο µεταπίπτει στο πεπερασµένο ολοκλήρωµα 

4.1.29 για την συνάρτηση ( )f t . 
 
Χρειαζόµαστε κάτι ανάλογο και για τη συνάρτηση f(t). ∆ηλαδή ένα τρόπο 
υπολογισµού των διακριτών τιµών της στο πεδίο του χρόνου εάν γνωρίζοµε την 
µετασχηµατισµένη της στο πεδίο συχνότητας. Επί πλέον θα ήταν ιδιαίτερα χρήσιµο 
να µπορούµε να υπολογίσοµε το ολοκλήρωµα 4.1.29 µε την µορφή σειράς. 
 
Ας θεωρήσοµε την περιοδική συνάρτηση  
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Εάν Ν είναι µία αυθαίρετη σταθερά και NTT /1 = , οι διακριτές τιµές της y(t) 
δίδονται από τις σχέσεις   
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όπου NNTT /2/010 πωω ==  

 
Ο ακέραιος k γράφεται ως ένα άθροισµα k = n+rΝ,  n = 0,…..,Ν-1, r =….,-1,0,1,……. 

και αφού mn
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Επίσης,  η (4.1.32) γράφεται 
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Εάν  δεχτούµε την αντικατάσταση N n rN
r

c c
∞
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=−∞

≡ ∑  , παίρνοµε 
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Έτσι παίρνοµε ουσιαστικά Ν εξισώσεις που ορίζουν µέσω των συντελεστών nc τις 

διακριτές τιµές της συνάρτησης y(t). 
 
Τα ανωτέρω ισχύουν και για τη συνάρτηση ( )f t , όπως αυτή ορίζεται από την 
(4.1.28). 
 
Υπενθυµίζοντας τις σχέσεις  
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Η τελευταία έκφραση µας δίδει Ν εξισώσεις (για m=0,….,N-1),  που µας δίδουν τις  
διακριτές τιµές )( 0ωnF της )(ωF  συναρτήσει των διακριτών τιµών )( 1mTf . 
 

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι εάν ( ) 0F ω =  για ω σ>  και 1 2ω σ> , τότε 

( ) ( )F Fω ω=  για ω σ<  και η λύση της 4.1.35 δίδει τις διακριτές τιµές της F(ω). 

 
Η σχέση (4.1.35) είναι της µορφής 
 

1
2 /

0

0,......, 1,
N

mn i
m n N N

n

A a w m N w eπ
−

Ν

=

= = − =∑              (4.1.36) 

 
και µπορούµε να δείξοµε ότι  
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Τα ζεύγη των συντελεστών που ορίζονται από τις σχέσεις (4.1.36) και (4.1.37) 
αποτελούν µία διακριτή σειρά ζευγών Fourier (discrete Fourier series pair) τάξης Ν. 
και θα συµβολίζονται µε  
 

mN Aa ↔  

 
Η σειρά είναι περιοδική, δηλαδή ισχύει 
 

nNnmNm aaAA == ++ ,  

 
Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι για περιοδικά σήµατα, η διακριτή σειρά Fourier 
µας δίδει  µέσω των 4.1.30 και 4.1.35, διακριτές τιµές του σήµατος στο πεδίο του 
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χρόνου και των συχνοτήτων. Μία δειγµατοληψία µε N τιµές εποµένως στο ένα από τα 
δύο πεδία µας δίδει µία αντίστοιχη δειγµατοληψία στο άλλο πεδίο, µε τον ίδιο αριθµό 
σηµείων. 
 
∆εν χρειάζεται εποµένως να καταφύγει κανείς σε ολοκληρώµατα για να πάρει 
κάποιες από τις δύο τιµές.  Υπάρχει βέβαια πάντα η απαίτηση επίλυσης ενός 
συστήµατος Ν εξισώσεων. Οι υπολογισµοί γίνονται γρήγορα σε έναν ηλεκτρονικό 
υπολογιστή, ωστόσο µε ειδική τεχνική (Γρήγορος Μετασχηµατισµός Fourier – Fast 
Fourier Transform ή  FFT) είναι δυνατόν αυτοί να επιταχυνθούν σηµαντικά. 
 
Θα πρέπει να σηµειώσουµε εδώ ότι όταν έχοµε ένα τυχαίο σήµα στο πεδίο του 
χρόνου, θα πρέπει να γίνει κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων του διακριτού 
µετασχηµατισµού Fourier ώστε να µειωθεί το λάθος που γίνεται όταν οι συντελεστές 
της ( )F ω  προσεγγιστούν κατά τα ανωτέρω µε εκείνους της ( )F ω . Το λάθος αυτό 
είναι γνωστό στην βιβλιογραφία ως aliasing error. 
 
Μέχρι τώρα έχοµε δείξει ότι οι δειγµατοληπτικές τιµές  
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= + = +∑ ∑             (4.1.38) 

 
των συναρτήσεων ( )f t και ( )F ω  ορίζουν ένα ζεύγος διακριτού µετασχηµατισµού 
Fourier, ως εξής: 
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συνεπώς, από την 4.1.37 παίρνοµε 
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Ας υποθέσουµε τώρα ότι έχοµε ένα τυχαίο σήµα ( )f t  το οποίο περιορίζεται στο 
διάστηµα (0, )a  και είναι µηδέν έξω από το διάστηµα αυτό (Σχήµα 4.6). Στην πράξη 
αυτό µπορεί να γίνει όταν από ένα καταγεγραµµένο σήµα αφαιρεθούν στοιχεία της 
καταγραφής πέρα από ένα διάστηµα µέσα στο οποίο θεωρείται ότι το σήµα έχει ένα 
σηµαντικό πλάτος. Έξω από το διάστηµα αυτό εάν έχει καταγραφεί κάτι θεωρείται 
ότι είναι θόρυβος.  Θα πρέπει τώρα να ορίσουµε τις παραµέτρους T  και N για να 
υλοποιηθεί ο µετασχηµατισµός. Τα βήµατα που τυπικά πρέπει να ακολουθηθούν είναι 
τα εξής : 
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Σχήµα 4.6  Υπολογισµός εναλλακτικού εύρους δειγµατοληψίας 

 

 
Σχήµα 4.7  Οι συναρτήσεις ( )F ω και ( )F ω  

 
1. Υπολογισµός του βήµατος δειγµατοληψίας. Επιλέγοµε Τ=α και Ν=Ν0 όπου 

Ν0 είναι η κατ’  αρχήν  επιλεγείσα  τάξη του  µετασχηµατισµού. Τότε        
( )f t = ( )f t  στο διάστηµα (0,Τ) (Σχήµα 4.6). Χρησιµοποιώντας τα δείγµατα 

της ( )f t  στο διάστηµα αυτό, που είναι 1 1( ), / , 0,1,..., 1f mT T T N m N= = −  

ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier θα µας δώσει ακριβώς τα δείγµατα 

0( )F nω της 0 0( ), 2 / , 0,1,.... 1F n T n Nω ω π= = − . Τα δείγµατα 0( )F nω  της 

( )F ω  µπορούν να προσεγγιστούν από εκείνα της 0( )F nω  εάν υποθέσοµε ότι 

η ( )F ω  περιορίζεται ουσιαστικά στο διάστηµα ( , )σ σ− και παράλληλα 

1 / 2σ ω< . Στην περίπτωση αυτή µπορεί να δεί κανείς από την 4.1.39 ότι θα 

ισχύει  
 

0( )F nω =
0( ) για

2

0 για  
2

N
F n n

N
n

ω ≤

 <


                                    (4.1.40) 

 
Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η 0( )F nω  υπολογίζεται για 0,..... 1n = Ν − .  Οι 

προσεγγίσεις όµως 0( )F nω  θα πρέπει να εκτείνονται και στο αρνητικό φάσµα των 

συχνοτήτων. Για τον λόγο αυτό χρησιµοποιούνται οι τιµές που έχουν υπολογιστεί για 
/ 2n N>  για να υπολογιστούν οι τιµές για 0n< ως εξής : 
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                   (4.1.41) 

 
Σηµειώνουµε πάντως ότι το εύρος συχνοτήτων που µας δίδει ο µετασχηµατισµός για 
την 0( )F nω  είναι 1 12 /Tω π= . ∆είτε σχετικά και το σχήµα 4.7. 

 
2. Για να µειωθεί το λάθος προσέγγισης της ( )F ω  θα πρέπει να αυξηθεί το 1ω . 

∆ηλαδή να αυξηθεί σηµαντικά το εύρος συχνοτήτων που µας δίδει ο 
µετασχηµατισµός. Για N  σταθερό, η αύξηση του 1ω συνεπάγεται µείωση του 

T . Ο µετασχηµατισµός µπορεί και πάλι να µας δώσει τις τιµές 
δειγµατοληψίας της 1( )f nT  που όµως δεν είναι πλέον ίσες µε τις τιµές της 

1( )f nT (Σχήµα 4.6β). Τα 1( )f nT υπολογίζονται ακριβώς, αλλά όχι τα 0( )F nω . 

3. Για να αυξηθεί η ανάλυση (resolution) στο πεδίο των συχνοτήτων θα πρέπει 
να µειωθεί το 0ω . Αυτό σηµαίνει αύξηση του T  και εποµένως επιλογή του 

T a>  (Σχήµα 4.6). Τότε οι τιµές των δειγµάτων της 1( )f nT  θα είναι ίσες µε 

εκείνες της 1( )f nT  για n  τέτοιο ώστε να ισχύει 1nT a< . Για τις υπόλοιπες 

τιµές, είναι µηδέν. Επειδή στην περίπτωση αυτή το 1ω  µειώνεται ( 1 0Nω ω= ), 

το λάθος προσέγγισης της ( )F ω  θα αυξηθεί. Για να παραµείνει σε λογικά 

επίπεδα θα πρέπει να ισχύει 1 2ω σ>  

 
Όπως γίνεται φανερό από τα παραπάνω, η ψηφιακή επεξεργασία σήµατος 
περιλαµβάνει πολλές παραµέτρους που θα πρέπει να υπολογιστούν µε αντικρουόµενα 
κριτήρια. Είναι σηµαντικό λοιπόν να καθορισθούν οι ανάγκες της επεξεργασίας µας 
µε βάση τα πραγµατικά δεδοµένα του σήµατος (διάρκεια, εύρος συχνοτήτων, 
ανάλυση) ώστε να επιτευχθεί ο µέγιστος βαθµός ακρίβειας. Περισσότερη συζήτηση 
για θέµατα επεξεργασίας σηµάτων ξεφεύγει από τον σκοπό των σηµειώσεων και ο 
ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται σε πλέον ειδικά βιβλία (π.χ. Papoulis). 
 
 
4.2 Φίλτρα  και θόρυβος. 
 
Για να συζητήσουµε τα φίλτρα και τη λήψη σηµάτων σε περιβάλλον θορύβου, 
χρειάζεται να γίνει µία µικρή εισαγωγή, σε ό,τι αφορά την έννοια του συστήµατος. 
 
4.2.1 Συστήµατα 
 
Ένα «σύστηµα» χαρακτηρίζεται από έναν κανόνα L που εάν πάρει ως δεδοµένη µία 
συνάρτηση  f  µας την µετασχηµατίζει σε µία άλλη g.  Γράφοµε εποµένως 
 

)( fLg =                                                       (4.2.1) 
 

Ένα σύστηµα είναι «διακριτό» εάν ο κανόνας µετασχηµατίζει µία ακολουθία nf  σε 

µία ακολουθία ng  
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)( nn fLg =                                                    (4.2.2) 

 
Η ακολουθία nf  ονοµάζεται είσοδος και η ακολουθία ng  ονοµάζεται έξοδος του 

συστήµατος. 
 
Εάν επί πλέον η σχέση L είναι γραµµική (π.χ. )(5)( nfng = ) τότε το σύστηµα 
ονοµάζεται «γραµµικό» 
 
Ο συµβολισµός του συστήµατος έχει τη µορφή 
 
       
 Είσοδος         Έξοδος 
 
 
    f    g=L(f)  
 
 
 
4.2.2 Φίλτρα 
 
Τα φίλτρα είναι γραµµικά συστήµατα που µετασχηµατίζουν ένα σήµα είτε 
αναλογικό είτε ψηφιακό σε κάποιο άλλο µε χαρακτηριστικά που εξαρτώνται από τον 
κανόνα L. 
 
Η χρήση των φίλτρων είναι προφανής. Επιθυµούµε να πάρουµε σήµα στην έξοδο µε 
δεδοµένα χαρακτηριστικά και αυτό µπορεί να γίνει µε κατάλληλη σχεδίαση του 
φίλτρου δηλαδή µε κατάλληλη επιλογή της συνάρτησης που χαρακτηρίζει τον κανόνα 
L, ώστε να τονίζονται τα χαρακτηριστικά του επιθυµητού σήµατος και να 
υποβαθµίζονται αντίστοιχα τα χαρακτηριστικά του θορύβου. 
 
Με δεδοµένο ότι τα σήµατα είναι συναρτήσεις ή ακολουθίες που δίδονται στο πεδίο 
του χρόνου ή των συχνοτήτων, ο κανόνας L εκφράζεται και αυτός αναλόγως και 
µάλιστα οι δύο εκφράσεις αποτελούν ζεύγη µετασχηµατισµού Fourier. Συνήθως 
συµβολίζοµε τον κανόνα L µε H(f) στο πεδίο των συχνοτήτων και µε h(t) στο πεδίο 
του χρόνου. Στη συνέχεια θα χρησιµοποιήσουµε την συχνότητα (f ) και όχι την 
κυκλική συχνότητα (ω) ως το όρισµα στο πεδίο συχνοτήτων. Ο λόγος είναι ότι οι 
περισσότερες αναφορές στο πρόβληµά µας έχουν ως µεταβλητή την συχνότητα. Ο 
µετασχηµατισµός Fourier µπορεί να γραφεί και για την περίπτωση της συχνότητας µε 
απλή αλλαγή µεταβλητής από ω σε f 
 

)()( fHth ↔                                               (4.2.3) 
 
Οι συναρτήσεις Η  και h ονοµάζονται αντίστοιχα «συναρτήσεις µεταφοράς» (transfer 
function) και «συνάρτηση απόκρισης παλµού» (impulse response function) 
αντίστοιχα. 
 
Ως είσοδος στο φίλτρο δίδεται ένα σήµα µε ζεύγος Fourier 
 

)()( fFtf ↔                                                 (4.2.4) 

        
        Σύστηµα 
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Επειδή η σύνθεση στο πεδίο των συχνοτήτων είναι άµεση, προτιµάµε να ξεκινάµε την 
ανάλυσή µας σ’ αυτό το πεδίο. Έτσι η έξοδος του φίλτρου θα είναι  
 

)()()( fHfFfG =                                          (4.2.5) 
 
Η χρονική εξάρτηση του σήµατος εξόδου προκύπτει από τον αντίστροφο 
µετασχηµατισµό Fourier και είναι 
 

2 2( ) ( ) ( ) ( )i ft i ftg t G f e df F f H f e dfπ π
∞ ∞

−∞ −∞

= =∫ ∫                     (4.2.6) 

 
Το σήµα αυτό µπορεί να προκύψει από τον υπολογισµό της συνέλιξης των f και h στο 
πεδίο του χρόνου. 
 

)(*)()( thtftg =                                            (4.2.7) 
 

Αξίζει ακόµη να πούµε ότι η εν σειρά σύνθεση φίλτρων ακολουθεί αντίστοιχους 
κανόνες. ∆ηλαδή, εάν δουλεύουµε στο πεδίο των συχνοτήτων, οι συναρτήσεις που 
χαρακτηρίζουν τα φίλτρα (αποκρίσεις) πολλαπλασιάζονται, ενώ στο πεδίο του 
χρόνου υπολογίζεται η συνέλιξη. Έτσι, για δύο φίλτρα αποκρίσεων  
 

)()()()( 2211 fHthfHth ↔↔                          (4.2.8) 
 

η σύνθεση δίδει 
 

)()()(),(*)()( 2121 fHfHfHththth ==                (4.2.9) 
 

Στο σχήµα 4.8 βλέποµε µερικές χαρακτηριστικές µορφές που παίρνει η απόκριση 
φίλτρων στο πεδίο των συχνοτήτων. 
 
Το πρώτο φίλτρο (high pass) αφήνει να περνούν οι υψηλές συχνότητες ενώ κόβει τις 
χαµηλές. Αντίθετα το δεύτερο (low pass)  αφήνει να περνούν οι χαµηλές συχνότητες. 
Τέλος το τρίτο φίλτρο (band pass) είναι σχεδιασµένο για να περνούν ενδιάµεσες 
συχνότητες. 
 
Σε πολλές εφαρµογές το µέγεθος που ενδιαφέρει έχει ενεργειακό περιεχόµενο και µε 
την έννοια αυτή προτιµάται η αναφορά µας στην µέση τετραγωνική έξοδο ενός 
φίλτρου που ορίζεται από τη σχέση 

∫
∞

∞−

= dttgI hh

2
)(                                              (4.2.10) 

Το µέγεθος αυτό µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι το ίδιο εάν ολοκληρώσουµε το 
φάσµα του σήµατος (µέτρο) στο πεδίο των συχνοτήτων. Παίρνοµε έτσι:  
 

∫∫∫
∞∞

∞−

∞

∞−

===
0

22222
)()(2)()()( dffHfFdffHfFdffGI hh          (4.2.11) 
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Σχήµα 4.8  Μερικές χαρακτηριστικές κατηγορίες φίλτρων. 
 
Μπορούµε ακόµη να αντικαταστήσουµε το τετράγωνο του µέτρου του σήµατος µε 

µία µέση τιµή (εάν το εύρος του σήµατος είναι σχετικά µικρό) ><
2

)( fF  και να 

γράψουµε το ολοκλήρωµα 4.2.11 ως 
 

∫
∞

><=
0

22
)()(2 dffHfFI hh                               (4.2.12) 

 
4.2.3  Θόρυβος 
 
Ο θόρυβος είναι µία υπέρθεση τυχαίων σηµάτων που διαδίδονται σε ένα ακουστικό 
µέσον και δεν έχουν σχέση µε την επιθυµητή εκποµπή ήχου από κάποια πηγή. Στο 
θόρυβο πολλές φορές προσµετράµε τον ηλεκτρονικό θόρυβο. Στη θάλασσα ο 
θόρυβος προέρχεται από το σπάσιµο των επιφανειακών κυµάτων, από τα πλοία που 
πλέουν στη θάλασσα, από ψάρια, από τη βροχή, από σεισµικά κύµατα και άλλες 
αιτίες. Η διάρκεια ενός τυχαίου σήµατος όπως αυτό του θορύβου είναι µεγάλη (στην 
πραγµατικότητα άπειρη) αλλά θα πρέπει να µπορούµε να εκφράσουµε ενεργειακά το 
σχετικό µέγεθος. Έτσι, συνηθίζεται η αναφορά σε µέσα τετραγωνικά µεγέθη µέσα σε 
µία δεδοµένη χρονική διάρκεια. Έτσι, εάν το τυχαίο σήµα το συµβολίσουµε 
(ντετερµινιστικά) µε n(t), η µέση τετραγωνική του τιµή είναι 
 

∫>=<
T

dttn
T

tn
0

22
)(

1
)(                                         (4.2.13) 

 
όπου ο χρόνος Τ είναι πολύ µεγαλύτερος από την περίοδο της χαµηλότερης 
σηµαντικής συχνότητας που αναµένουµε στο φάσµα του θορύβου. 
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Εάν χρησιµοποιηθεί φίλτρο, η έξοδος του στο περιβάλλον θορύβου για τον θόρυβο 
θα δίδεται από µία σχέση αντίστοιχη της 4.2.11 ή 4.2.12 
 

dffHfStg nnn ∫
∞

>=<
0

22
)()(2)(                              (4.2.14) 

 
Το µέγεθος )( fSnn ονοµάζεται φασµατική πυκνότητα του θορύβου και έχει µονάδες 

pascals στο τετράγωνο ανά µονάδα συχνότητας (Pa2/Hz). Αντίστοιχες µονάδες έχει 

βέβαια και το µέγεθος  
2

)( fH καθώς και το 
2

)( fF  . Στην πράξη το αριθµητικό 

µέγεθος που εµφανίζεται αναφέρεται στο διπλάσιο της πυκνότητας )(2)( fSfP nnnn =  

 
Οι µετρήσεις του θορύβου αναφέρονται συνήθως και στο µέγεθος φασµατικό επίπεδο  
(spectrum level) σε dB re 1µPa2/Hz µε βάση τη σχέση 
 

Φασµατικό επίπεδο dB
/

)(2
log10

210 







≡

HzPa

fSnn

µ
                     (4.2.15) 

 
Ως λόγο σήµατος προς θόρυβο ορίζουµε το πηλίκο των αντίστοιχων φασµατικών 
επιπέδων 
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=                                          (4.2.16) 

 
εκφρασµένο σε µονάδες dB 
 

)
)(

)(
log(10)dB(/

2

fS

fF
NS
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=                               (4.2.17) 

 
4.2.4  Ο θόρυβος του θαλάσσιου περιβάλλοντος 
 
Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως, ο θόρυβος του θαλάσσιου περιβάλλοντος 
(Ambient Noise) οφείλεται σε διάφορους µηχανισµούς που τον παράγουν στη 
θάλασσα. 
 
Στις χαµηλές συχνότητες η βασική αιτία είναι η σεισµική δραστηριότητα 
(υποθαλάσσια) που προκαλεί ήχους µε µεγάλες περιόδους. Καθώς ανεβαίνουµε 
συχνότητα, ο θόρυβος από τη µηχανολογική εγκατάσταση των πλοίων και κυρίως την 
έλικα κυριαρχεί και είναι η βασική πηγή θορύβου ανάµεσα στα 10 Hz και στα 500 
Hz. Στη συνέχεια επικρατεί ο θόρυβος από το σπάσιµο των επιφανειακών κυµάτων, 
και εποµένως ο θόρυβος µπορεί να συσχετισθεί µε το ύψος κύµατος ή µε την 
ταχύτητα του επιφανειακού ανέµου ή µε την κατάσταση της θάλασσας. Ο θόρυβος 
αυτός είναι σηµαντικός µέχρι και το άνω όριο των ακουστικών συχνοτήτων (20 kHz). 
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Σχήµα 4.9  Φασµατικά επίπεδα θορύβου θαλάσσιου περιβάλλοντος 
 

Από µετρήσεις και στατιστική επεξεργασία έχουν προέλθει διαγράµµατα που δίδουν 
το φασµατικό επίπεδο του θορύβου του θαλάσσιου περιβάλλοντος συναρτήσει της 
συχνότητας και έχουν τη µορφή του Σχήµατος  4.9 
 
Είναι αυτονόητο ότι η χρήση σηµάτων και φίλτρων σε µία εφαρµογή ακουστικής 
ωκεανογραφίας εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό και από το επίπεδο θορύβου και τη 
φασµατική του κατανοµή. 

 
Τονίζουµε τέλος ότι ο θόρυβος µπαίνει στην εξίσωση SONAR µε µονάδες dB/re pref 
εάν το φασµατικό του επίπεδο ολοκληρωθεί σε όλη την περιοχή των συχνοτήτων που 
τον συνθέτουν. 
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4.3 Συσχέτιση ακουστικών σηµάτων 
 
4.3.1  ∆ιακριτά σήµατα 
 
Η ανίχνευση ακουστικών σηµάτων σε περιβάλλον θορύβου γίνεται µε χρήση 
κατάλληλων τεχνικών µέσω των οποίων «συγκρίνεται» το σήµα που µας ενδιαφέρει 
και το οποίο κατά κανόνα έχει γνωστή µορφή µε µία σειρά καταγραφών που 
ενδέχεται να περιέχουν το σήµα µας. Η σύγκριση υλοποιείται µαθηµατικά µέσω µιας 
κατάλληλης συνάρτησης που ονοµάζεται συνάρτηση συσχέτισης (correlation 
function) η οποία για ψηφιακή επεξεργασία ορίζεται ως κατωτέρω : 
 
Έστω δύο σήµατα )(ty  και )(tx τα οποία έχουν καταγραφεί σε ένα δέκτη ως 

ακολουθίες διακριτών καταγραφών nx  και ny , n=0,1, 2,….,Ν-1. Ορίζουµε τις µέσες 

τιµές των καταγραφών από τις σχέσεις : 
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y                              (4.3.1) 

 

Για να απλουστεύσουµε την ανάλυση θα υποθέσουµε ότι οι µέσες τιµές των 
καταγραφών είναι 0. Εάν δεν ισχύει κάτι τέτοιο στην πραγµατικότητα υπάρχει πάντα 
η δυνατότητα αφαίρεσης από όλα τα σήµατα της µέσης τιµής ώστε να έχουµε ξανά 
µέση τιµή 0. 
 
Μας ενδιαφέρουν επίσης οι µέσες τετραγωνικές τιµές των σηµάτων που είναι 
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Θα υποθέσουµε ότι η ακολουθία ny µεταφέρεται k βήµατα σχετικά µε την nx και 

γίνεται kny +  χωρίς να αλλάζουν οι µέσες τιµές. 

 
 Ορίζουµε µέσω της επόµενης σχέσης το βαθµό «συσχέτισης» των δύο σηµάτων 
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Τα µεγέθη σύµφωνα µε τον ως άνω ορισµό είναι αδιάστατα. Ο συντελεστής 

xyC µπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε το µέγεθος 2e να γίνει ελάχιστο. Έτσι ο συντελεστής 

αυτός µπορεί τελικά να αποτελέσει το µέτρο της συσχέτισης των δύο σηµάτων 
µεταξύ τους. Παραγωγίζοντας την 4.3.3 ως προς xyC  και θέτοντας το αποτέλεσµα ίσο 

µε 0 παίρνοµε : 
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Ο συντελεστής )(kCxy είναι µία συνάρτηση του k και ονοµάζεται «Συνάρτηση 

Συσχέτισης» (correlation function). Όπως είναι ορισµένη, έχει πεδίο τιµών ανάµεσα 



80 Εισαγωγή στην Ακουστική Ωκεανογραφία 

στο 1 και στο –1. Μηδενική τιµή σηµαίνει σήµατα που δεν έχουν σχέση µεταξύ τους 
(ασυσχέτιστα). Εάν τα σήµατα είναι ίδια σε µορφή αλλά το ένα παρουσιάζει µία 
µετάθεση σε σχέση µε το άλλο, η τιµή του k για την οποία η συνάρτηση συσχέτισης 
παίρνει τη µέγιστη τιµή, µας προσδιορίζει την µετάθεση των δύο σηµάτων. 
 
Εάν τα σήµατα είναι µιγαδικά, η συνάρτηση συσχέτισης παίρνει τη µορφή  
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                                    (4.3.5) 

όπου *
nx  συµβολίζει το µιγαδικό συζυγή. 

 
Ως «Συνάρτηση συνδιακύµανσης» (covariance function) ορίζουµε την ποσότητα 
 

>=<≡ )()()](,cov[ * kyxkCkyx xyyxσσ                         (4.3.6) 

 
Εάν τα σήµατα x και y είναι ίδια, τότε η συνάρτηση xxC χαρακτηρίζεται «Συνάρτηση 

Αυτοσυσχέτισης» (Autocorrelation function). 
 
Ως παράδειγµα για τη συµπεριφορά της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης, µπορεί κανείς 
να ανατρέξει στο σχήµα 4.10 που παρουσιάζει ένα ψηφιακό σήµα nx και την 

αντίστοιχη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης . Εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι η συνάρτηση 
αυτοσυσχέτισης είναι συµµετρική ως προς k. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 4.9  Το σήµα nx  και η συνάρτηση αυτοσυσχέτισής του. 
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4.3.2 Ολοκληρωτικές εκφράσεις 
 
Οι ανωτέρω εκφράσεις και έννοιες µπορούν να διατυπωθούν για συνεχή (αναλογικά)  
σήµατα µε αντίστοιχο τρόπο. Ορίζουµε τα εξής µεγέθη 
 
Τ     διάρκεια σήµατος. 
t     χρόνος λήψης του n δείγµατος. 
∆t     χρόνος ανάµεσα στη λήψη των δειγµάτων (αντίστροφος της  
                          συχνότητας δειγµατοληψίας (sampling frequency) 
Ν = Τ/∆t 
τ = k∆ t= kT/N  χρόνος που µεσολαβεί ανάµεσα στα δείγµατα nx και kny +  

)(),( τ+→→ + tyytxx knn  

 
Στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιώντας τις 4.3.5 και 4.3.6 η συνάρτηση 
συνδιακύµανσης γράφεται 
 

∑
=

∆+=
T

t

ttytx
T

yx
0

* )()(
1

)](,cov[ ττ                                               (4.3.7) 

 
και παίρνοντας το όριο για dtt →∆  έχοµε 
 

∫ >+=<+=
T

tytxdttytx
T

yx
0

** )()()()(
1

)](,cov[ τττ                   (4.3.8) 

 
Αντίστοιχα οι µέσες τετραγωνικές τιµές εκφράζονται από τις επόµενες σχέσεις 
 

                         dttxx ∫
Τ

Τ
≡

0

22 )(
1

σ            και       dttyy ∫
Τ

Τ
≡

0

22 )(
1

σ                       (4.3.9) 

 
Η συνάρτηση συσχέτισης είναι  
 

cov[ , ( )]
( )xy

x y

x y
C

τ
τ

σ σ
=                                              (4.3.10) 

 
Σε ό,τι αφορά τα όρια ολοκλήρωσης, αυτά µπορεί να είναι αυθαίρετα, αλλά συµβατά 
µε τα πραγµατικά χαρακτηριστικά του σήµατος. Συχνά θεωρούµε τα όρια από –Τ/2 
έως Τ/2 
 
Εάν 2

xσ και 2
yσ  είναι διάφορα του µηδενός για ∞→T  και λαµβάνοντας υπ΄όψιν την 

παραπάνω παρατήρηση, µπορούµε να γράψουµε : 
 
 

))()(
1

(lim)(
2/

2/

*∫
+

−
∞→

+=
T

T
T

xyyx dttytx
T

C ττσσ                           (4.3.11) 
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Για απεριοδικά σήµατα οι αντίστοιχες εκφράσεις είναι :  
 

∫
+∞

∞−

+= dttytx
II

C
yyxx

xy )()(
)(

1
)( *

2/1
ττ                                (4.3.12) 

 

∫
+∞

∞−

+= dttxtx
I

C
xx

xx )()(
1

)( * ττ                                    (4.3.13)  

 
όπου 
 

dttxI xx ∫
∞

∞−

≡
2

)(                                             (4.3.14) 

 

dttyI yy ∫
∞

∞−

≡
2

)(                                             (4.3.15) 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 
 
Υπολογίστε τη συνάρτηση συσχέτισης δύο σηµάτων που περιγράφονται από τις 
εκθετικές συναρτήσεις )2exp( 1tfix π=  και )2exp( 2tfiy π= . Θεωρείστε διαφορετικές 

τις συχνότητες 1f και 2f . 
 
 
4.3.3 Σήµατα και θόρυβος 
 
Η συνάρτηση συσχέτισης είναι ένα εργαλείο για να µπορεί κανείς να ανιχνεύει 
σήµατα σε περιβάλλον θορύβου, όταν γνωρίζει τα χαρακτηριστικά της εκπεµπόµενης 
κυµατοµορφής. Θα δούµε εδώ ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα εφαρµογής που 
αναφέρεται σε σήµα που έχει ληφθεί µετά από ανάκλαση σε κάποια επιφάνεια. Ας 
θεωρήσοµε ότι το εκπεµπόµενο σήµα είναι της µορφής x(t) ενώ το σήµα που 
λαµβάνεται µετά από ανάκλαση και χρόνο Τ είναι x(t-Τ). Οτιδήποτε άλλο φτάνει στον 
δέκτη θεωρείται ανεπιθύµητο και χαρακτηρίζεται θόρυβος. Ο συµβολισµός του 
θορύβου θα είναι n(t).  
 
Στο δέκτη καταγράφεται το  άθροισµα του ανακλώµενου σήµατος και του θορύβου  
 

)()()( tnTtxta +−=                                      (4.3.16) 
 

που για περιοδική δειγµατοληψία σε χρονικά διαστήµατα που απέχουν ∆t µεταξύ 
τους γράφεται 
 

njnn nxa += −                                           (4.3.17) 

 
όπου tnt ∆= και tjT ∆= . 
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Η συνδιακύµανση του x και του α δίδεται από τη σχέση  
 

∑
−

=
++− +=

1

0

* )(
1

)(
N

n
knkjnnxaax nxx

N
kCσσ                            (4.3.18) 

 
µε   2 2 2

a x nσ σ σ≈ +   για  1)( <<kCxn , ενώ η συνάρτηση συσχέτισης είναι  

 

)()()( kCjkCkC xn
a

n
xx

a

x
xa σ

σ
σ
σ

+−=                             (4.3.19) 

 
όπου )( jkCxx − παίρνει τη µέγιστη τιµή για k - j=0. Όταν )(kCxn είναι µηδέν, 

)(kCxa έχει µέγιστη τιµή για k=j και Τ=j∆t. Ακόµη και αν σήµα και θόρυβος είναι 

ασυσχέτιστα, µερικά δείγµατα του θορύβου δίδουν µη µηδενικές τιµές στη 
συνάρτηση )(kCxn . Αυτό δηµιουργεί ταλαντώσεις στις µετρούµενες τιµές της 

συνάρτησης ).(kCxa  Όταν οι ταλαντώσεις είναι πολύ µικρότερες από την τιµή 

ax σσ , η συνάρτηση συσχέτισης )(kCxa έχει κορυφή στο Τ και το σήµα 

αναγνωρίζεται σε περιβάλλον θορύβου. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α.    Σύνθεση αρµονικών πηγών 
 
Θα θεωρήσουµε κατ’ αρχήν αρµονικές πηγές. Αυτό σηµαίνει ότι η ακουστικές 
διαταραχές για κάθε συνάρτηση που περιγράφει την κατάσταση του µέσου (ταχύτητα 
µορίων, πίεση, πυκνότητα) µεταβάλλονται σε συγκεκριµένη θέση µε τη µορφή 
συνάρτησης ηµιτόνου ή συνηµιτόνου. Οι πηγές αυτές χαρακτηρίζονται «πηγές 
συνεχούς κύµατος» ή “Continuous Wave sources” και συµβολίζονται µε CW.  Η 
µεταβολή µε την απόσταση για συγκεκριµένο χρόνο περιγράφεται µε την µορφή 
συνάρτησης που παρουσιάζει κορυφές και κοιλάδες όπως ένα ηµίτονο αλλά, ανάλογα 
µε την µορφή διάδοσης µπορεί να έχει µειωµένο πλάτος διαταραχής. Αυτό γίνεται 
εύκολα κατανοητό διαισθητικά στην περίπτωση της σφαιρικής διάδοσης (σηµειακή 
πηγή σε άπειρο χώρο) όπου το µέτωπο κύµατος είναι σφαίρα ακτίνας όση και η 
απόσταση στην οποία µετράται η διαταραχή που βέβαια αυξάνει µε την διάδοση του 
κύµατος, µε επακόλουθο η ενέργεια να κατανέµεται σε µεγαλύτερο όγκο. Εποµένως 
και το πλάτος της διαταραχής θα πρέπει κατά την αρχή διατήρησης της ενέργειας να 
µειώνεται µε την απόσταση. 
 
Να υπενθυµίσουµε ότι το µήκος κύµατος είναι η απόσταση ανάµεσα σε δύο 
διαδοχικές κορυφές ή κοιλάδες του ηµιτονοειδούς σήµατος, παραµένει σταθερό, 
συµβολίζεται δε µε λ. Ο χρόνος που µεσολαβεί ώστε το κύµα σε δεδοµένη θέση να 
φτάσει σε διαδοχική κορυφή ή κοιλάδα είναι η περίοδος που συµβολίζεται µε T .  
 
Οι σχέσεις που διέπουν τα µεγέθη συχνότητα f,  µήκος κύµατος λ, περίοδος Τ και 
ταχύτητα διάδοσης c είναι 
 

cf
T

λ
==

1
                                                         (Α1) 

Υπενθυµίζουµε επίσης τις παρακάτω σχέσεις για την κυκλική συχνότητα και τον 
αριθµό κύµατος :   
 

T
f

π
πω

2
2 ==                                                       (Α2) 

 

     
cc

f
k

ωπ
λ
π

==≡
22

                                                  (Α3)                                              

 
Οι µονάδες των βασικών κυµατικών µεγεθών είναι, για τη συχνότητα f   [s-1], για την 
κυκλική συχνότητα ω [rad/s], και εάν το µήκος κύµατος εκφράζεται σε µέτρα [m], 
και η ταχύτητα σε [m/s], o αριθµός κύµατος εκφράζεται σε [m-1]. 

 
Η διαταραχή οποιουδήποτε µεγέθους σε συγκεκριµένη θέση στο µέσον περιγράφεται 
µέσω µιας συνάρτησης που θα την θεωρήσουµε χωρίς άρση της γενικότητας 
ηµιτονoειδή µε πλάτος α. 
 

taftaTta ωππρ sin)2sin()/2sin( ===∆                            (Α4) 
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Αντίστοιχα, εάν θεωρήσοµε ότι το µέτωπο κύµατος είναι επίπεδο, η συνάρτηση που 
περιγράφει την αντίστοιχη µεταβολή µε την απόσταση R,  παίρνει την µορφή6 
 

)/2sin( λπρ Ra=∆                                                  (Α5) 
 
Με βάση τα ανωτέρω, η χρονική µεταβολή ενός µεγέθους που βρίσκεται σε δεδοµένη 
θέση ακολουθεί τον νόµο )sin( tω ενώ για δεδοµένο χρόνο η µεταβολή µε την 
απόσταση ακολουθεί το νόµο )sin(kR . Με την υπόθεση για επίπεδα κύµατα που δεν 
αλλάζουν το εύρος διαταραχής, οι δύο µεταβολές µπορούν να συνδυαστούν µέσω της 
σχέσης 
 

)sin( kRta −=∆ ωρ = )](2sin[
λ

π
R

T

t
a −                            (Α6) 

 
όπου σε αντίθεση µε το κεφάλαιο 2.4 έχοµε υποθέσει χρονική εξάρτηση της µορφής 

 . Συνεπώς πρέπει να σηµειωθεί ότι το µείον (-) στην ανωτέρω σχέση υποδεικνύει 
κύµατα οδεύοντα προς τα αυξανόµενα (θετικά) R. 
 
Στη συνέχεια θα χρησιµοποιήσοµε την εκθετική έκφραση της διαταραχής, 
δουλεύοντας στο µιγαδικό επίπεδο. Η αναγωγή των συµπερασµάτων που θα 
ακολουθήσουν σε πραγµατικά σήµατα (ηµίτονα ή συνηµίτονα) είναι άµεση. 
Θυµίζουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις 
  

i

eeee

ie
iiii

i

2
sin,

2
cos

sincos
φφφφ

φ

φφ

φφ
−− −

=
+

=

+=

       (Α7) 

και οι διαταραχές που προέρχονται από τις ακουστικές πηγές γράφονται ως 
 

)](exp[ kRtia −=∆ ωρ                                                 (A8) 
 
εάν θεωρήσωµε διάδοση σε µία κατεύθυνση µε χρονική εξάρτηση . 
 
Θα δώσουµε στη συνέχεια µια απλοποιηµένη θεώρηση του προβλήµατος της 
σύνθεσης ακουστικών πηγών, εξετάζοντας το πρόβληµα µόνο στις περιπτώσεις που 
οι προς σύνθεση πηγές συνεισφέρουν µε ίσο πλάτος στο σηµείο ενός δέκτη. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                           
6 Η έκφραση για την εξάρτηση της λύσης από την απόσταση έχει αναλυθεί στο Κεφάλαιο 2.4 
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Α.1 Σύνθεση δύο πηγών 
 
Θα αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα µε χρήση πραγµατικών και µιγαδικών 
συναρτήσεων. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα Α1   Γεωµετρία για τη σύνθεση δύο ηχητικών πηγών 
 
Κατ’ αρχήν θεωρείστε το σχήµα Α1 που παρουσιάζει την γεωµετρία της σύνθεσης 
δύο πηγών. Το ενδιαφέρον εντοπίζεται στον υπολογισµό της απόστασης του σηµείου 
παρατήρησης από κάθε µία από της πηγές. ‘Όπως θα δούµε στη συνέχεια, το 
πρόβληµα χαρακτηρίζεται από την απόσταση R  από την αρχή των αξόνων και την 
γωνία φ που ορίζεται από τον άξονα των x και την ευθεία που συνδέει την αρχή των 
αξόνων µε το σηµείο Q.  Θα κάνουµε την επί πλέον υπόθεση ότι η απόσταση του 
σηµείου λήψης από την αρχή των αξόνων είναι πολύ µεγαλύτερη από την απόσταση 
των πηγών µεταξύ τους. 
 
Κάτω από τις συνθήκες αυτές παίρνοµε  
 

22
1

2
1 )( xyyR +−=                                                   (Α1.1) 

 
2
11

2222
1

2
1 sin2cos)sin( yRyRRyRR +−=+−= φφφ                  (Α1.2) 

 
2/12

11
2

1 )sin2( yRyRR +−= φ                                     (Α1.3) 
 
Η σχέση αυτή γράφεται 
 

2/1
2

2
11

1 )
sin2

1(
R

y

R

y
RR +−=

φ
                                        (Α1.4) 

 
Με βάση την υπόθεση που κάναµε παραπάνω για παρατηρήσεις σε µεγάλη απόσταση 
µπορούµε να δεχθούµε ότι  1/1 <<Ry  
 
Χρησιµοποιώντας την διωνυµική ανάπτυξη 
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1)1(
32

2/1 ++−+=+
qqq

q                                    (Α1.5) 

 
όπου q είναι ένας µικρός αριθµός, και θεωρώντας ότι q αντιπροσωπεύει την 
παράσταση )/sin2/( 1

22
1 RyRy φ−  η σχέση (Α1.4) γίνεται 

 

....])sin1(
2

sin1[ 2
2

2
11

1 +−+−= φφ
R

y

R

y
RR                            (Α1.6) 

 

Μπορούµε τώρα να αγνοήσουµε όρους στους οποίους εµφανίζεται ο λόγος 
R

y1 µε 

δυνάµεις υψηλότερες του 2, και να πάρουµε τελικά 
 

φsin11 yRR −≈                                                  (Α1.7) 
 
Μία δεύτερη πηγή µε τις ίδιες υποθέσεις θα βρίσκεται σε απόσταση  
 

φsin22 yRR −≈                                                 (Α1.8)    
κ.ο.κ. 
 
Η σύνθεση των πηγών µπορεί να γίνει µε διανυσµατικό τρόπο χρησιµοποιώντας την 
έννοια της «φάσης» του κύµατος όπως αυτή ορίζεται µέσω του ορίσµατος της 
τριγωνοµετρικής συνάρτησης που το περιγράφει. Έτσι, δύο κύµατα που βρίσκονται 
σε φάση συντίθενται αθροιστικά, ενώ δύο κύµατα µε αντίθετη φάση θεωρείται ότι 
συντίθενται αφαιρετικά. Ενδιάµεσες καταστάσεις δίδουν συνιστώµενο κύµα µε 
πλάτος ανάµεσα στο διπλάσιο του πλάτους κάθε κυµατισµού και στο µηδενικό. 
 
Στην απλουστευτική παραδοχή που κάναµε παραπάνω, η διαφορά φάσης δύο 
κυµατισµών που προέρχονται από τις πηγές 1 και 2 είναι 
 

)(
2

)(
2

)( 212121 RRRR
c

f
RRk −=−=−

λ
ππ

                         (Α1.9) 

 
∆ύο πηγές βρίσκονται σε φάση εάν η διαφορά των αποστάσεών τους από τον 
παρατηρητή είναι πολλαπλάσια του µήκους κύµατος (διαφορά φάσης ακέραιο 
πολλαπλάσιο του 2π). Αντίθετα εάν η διαφορά των αποστάσεών τους είναι (2n+1)λ/2, 
n=0,1,….  οι πηγές είναι εκτός φάσης (διαφορά φάσης π,3π …..). 
 
Θεωρώντας τα δύο σήµατα από τις πηγές που αναφέραµε προηγουµένως, παίρνοµε 
 

)](exp[ 11 kRtia −=∆ ωρ                                             (A1.10) 
 

)](exp[ 22 kRtia −=∆ ωρ                                            (A1.11) 
 
Το άθροισµα των δύο σηµάτων είναι 
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)]exp())[exp(exp(

)]}(exp[)]({exp[

21

2121

ikRikRtia

kRtikRtiat

−+−=

−+−=∆+∆=∆

ω

ωωρρρ
          (A1.12) 

 
Παίρνοντας το γινόµενο  ∆ρt∆ρt* όπου ∆ρt* σηµαίνει µιγαδικός συζυγής και 
παρατηρώντας ότι το γινόµενο exp(iωt)exp(-iωt) είναι µονάδα, έχοµε 
 

)]}(exp[)](exp[2{

)]exp())][exp(exp()[exp(

2121
2

2121
22

RRikRRika

ikRikRikRikRt

−−+−+=

+−+−=∆ αρ
    (A1.13) 

 
Και τελικά 
 

)](cos1[2 21
22

RRkat −+=∆ρ                       (A1.14) 

 
Παρατηρούµε και πάλι ότι σε πλήρη αντιστοιχία µε την περίπτωση που η µελέτη µας 
δεν έγινε µε την χρήση µιγαδικών αριθµών, τα µέγιστα εµφανίζονται όταν              
k(R1-R2)=0,2π, 4π, …..  και τα ελάχιστα όταν έχοµε π, 3π , ….  
 
Οι αποστάσεις 1R  και 2R   υπολογίζονται από τις A1.7 και A1.8 
 

 
A.2 Σύνθεση τριών πηγών. 
 
Θα εξετάσουµε µε τη µορφή άσκησης την περίπτωση της σύνθεσης τριών πηγών που 
απέχουν απόσταση b µεταξύ τους στην ίδια ευθεία και για τις οποίες θεωρούµε άξονα 
συντεταγµένων να περνά από την µεσαία πηγή . Οι αντίστοιχες αποστάσεις είναι 
 
 
 
     
         Q 

    R1   *  
       
                    *   R 
 
              b              R2 
 
                 0          
     
  - b 
 
       * 
 
 
 

Σχήµα A2.  Γεωµετρία για τη σύνθεση τριών πηγών 
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                                                 (A2.1) 
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Χρησιµοποιώντας ξανά την θεώρηση µέσω εκθετικών συναρτήσεων παίρνοµε 
 

)]sin(exp[)(exp[)](exp[ φωωφωρ kbkRtiakRtiakbsikRtiat −−+−++−=∆  

(A2.2) 
 

Βγάζοντας κοινό παράγοντα,  τον εκθετικό όρο  exp[i(ωt-kR)] που χαρακτηρίζει το 
κύµα σε απόσταση R από την πηγή, έχοµε 
 

)]sincos(21)][(exp[

)]sinexp()sinexp(1)][(exp[

φω

φφωρ

kbkRtia

ikbikbkRtiat

+−=

−++−=∆
   (Α2.3) 

 
Γράφοντας        
 

 )](exp[ kRtiCt −≡∆ ωρ                                         (A2.4) 
 

παίρνοµε 
akbC )]sincos(21[ φ+=                                 (A2.5) 

 
Ο συντελεστής C επιδρά στο πλάτος της διαταραχής και εξαρτάται από την γωνία 
παρατήρησης.   
 
A.3   Πολλαπλές πηγές 
 
Θα θεωρήσουµε πολλές πηγές τοποθετηµένες στην ίδια ευθεία σε ισαποστάσεις. Εάν 
η πρώτη απέχει απόσταση W ως προς την τελευταία και ο αριθµός τους είναι Ν, η 
ισαπόσταση των πηγών είναι 
 

1−
=

N

W
b                                                         (Α3.1) 

  y 
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 W     n    R 
     
 
 
   φ         x 
 
 

Σχήµα A3.   Γεωµετρία για τη σύνδεση πολλαπλών διακριτών πηγών 
Έτσι, η διαταραχή από την n οστή πηγή σε απόσταση R σύµφωνα µε τα παραπάνω θα 
είναι 
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Όπου α είναι σταθερά. 
 
Βγάζοντας κοινό παράγοντα τον (ωt-kR) από όλες τις επί µέρους διαταραχές 
(σήµατα) παίρνοµε 
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Θέτουµε  
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Η έκφραση αυτή έχει τη µορφή γεωµετρικής σειράς  
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Στην περίπτωσή µας niyiny )][exp()exp( =  και 
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Αλλάζοντας λίγο τη µορφή του εκθετικού χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 
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Σχήµα A4.  Η συνάρτηση (sin x)/x 
 
 
Η έκφραση στις αγκύλες έχει απόλυτη τιµή 1 και ορίζει µία διαφορά φάσης. Για 
µεγάλα Ν η µεταβολή της φάσης είναι  2/)sin( φkW   και η φάση γίνεται 

)2/)sin(( φω kWkRti +−  
 
Ο τελευταίος όρος είναι γνωστός ώς συντελεστής κατευθυντότητας ή απόκριση 
κατευθυντότητας (directional response) και γράφεται ως 
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−=                                             (A3.10) 

 
Για Ν µεγάλο χρησιµοποιούµε την προσεγγιστική έκφραση του ηµιτόνου θθ ≈)sin(  
για µικρό όρισµα και καταλήγοµε στη σχέση 
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φ
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D =                                               (A3.11) 

 
Η τελευταία αυτή συνάρτηση είναι της µορφής  (sin x )/x για την οποία γνωρίζουµε 
ότι  
 

1)
sin

(lim
0

=
→ x

x
x

                                        (A3.12) 

 
 
A.4  Πηγές κατανεµηµένες συνεχώς  
 
Εάν θεωρήσουµε ότι οι πηγές µας βρίσκονται µεν στην ίδια ευθεία αλλά 
κατανέµονται συνεχώς σε µήκος W, µπορούµε να δείξουµε ότι ο συντελεστής 
κατευθυντότητας είναι ίδιος µε αυτόν που βρήκαµε στην προηγούµενη περίπτωση 
των διακριτά κατανεµηµένων πηγών. Πράγµατι, µε αναφορά στο σχήµα A5 
θεωρούµε την ένταση της στοιχειώδους πηγής σε µήκος dy ίσο µε dy/W. Η 
συνεισφορά στην διαταραχή από την πηγή αυτή είναι 
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Σχήµα A5   Γεωµετρία για τον υπολογισµό τη σύνθεσης πηγών κατανεµηµένων συνεχώς 
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Ολοκληρώνοντας την έκφραση αυτή από –W/2 έως W/2 παίρνοµε 
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Βγάζοντας κοινό παράγοντα τον εκθετικό όρο )](exp[ kRtia −ω  παίρνοµε για το 
συντελεστή κατευθυντότητας τη σχέση 
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που τελικά γράφεται ως 
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sin
2

sin
sin

φ

φ

kW

kW

D =                                                  (A4.6) 

 
Βλέποµε ότι ο συντελεστής είναι ίδιος µε εκείνον που υπολογίσαµε στην περίπτωση 
των διακριτά κατανεµηµένων πηγών. 
 
Πολλές φορές, η απεικόνιση του συντελεστή κατευθυντότητας γίνεται σε πολικό 
διάγραµµα συντεταγµένων που απεικονίζει µία συνάρτηση που εξαρτάται µόνο από 
τη γωνία. Σχετικό είναι το σχήµα 2.10 που αφορά απόκριση συνεχώς κατανεµηµένων 
πηγών στον άξονα των y συµµετρικά ως προς τον άξονα των x. To µήκος της πηγής 
είναι 4λ και οι τιµές του διαγράµµατος είναι κανονικοποιηµένες ως προς την µέγιστη 
τιµή του D.  Υπενθυµίζεται ότι η ανωτέρω ανάπτυξη αφορά απόκριση πηγής σε πολύ 
µεγάλες αποστάσεις από το σηµείο εκποµπής. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα A6.   Ένα τυπικό πολικό διάγραµµα εκποµπής πηγής που µοντελοποιείται από συνεχή  
                          κατανοµή σηµειακών πηγών µήκους 4λ. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β.    Στοιχεία από την µηχανική των σωµάτων. 
 
 
Β.1  Μέτρα ελαστικότητας 
 
Τα οµογενή και ισοτροπικά υλικά χαρακτηρίζονται γενικά από δύο σταθερές οι 
οποίες υποδηλώνουν τις ελαστικές τους ιδιότητες, δηλαδή τον βαθµό που 
«αντιστέκονται» σε εξωτερικά επιβαλόµενες δυνάµεις.  
 
Γενικά ένα µέτρο ελαστικότητας ορίζεται από µιά γενική σχέση της µορφής : 
 

σ
ε

Ε ≡                                                              (Β.1.1) 

 
όπου σ είναι η τάση που αναπτύσσεται σε ένα σώµα και e είναι η παραµόρφωση που 
επάγεται. Είναι προφανές ότι ανάλογα µε το είδος του σώµατος και την τάση που 
αναπτύσσεται τα µέτρα ελαστικότητας µπορούν να οριστούν µε εναλλακτικούς 
τρόπους. 
 
Στην µηχανική έχουν εµφανιστεί πολλά µέτρα ελαστικότητας ανάλογα µε τον ορισµό 
τους, ωστόσο ένα ζευγάρι κάθε φορά αναξάρτητων µέτρων είναι ικανό να περιγράψει 
το υλικό. Στα πλαίσια της Ακουστικής Ωκεανογραφίας θα υιοθετήσοµε γενικά τα 
µέτρα που αναφέρονται και ως σταθερές Lamé και συµβολίζονται µε λ και µ. Από 
αυτά το λ είναι γνωστό ως πρώτη παράµετρος του Lamé ενώ το µ ως µέτρο 
διάτµησης. Ωστόσο θα δούµε και άλλα µέτρα που είναι χρήσιµα στην ανάπτυξη και 
την κατανόηση του µαθήµατος. 
 
Β.1.1 Μέτρο διόγκωσης (Bulk Modulus) 
 
Το µέτρο διόγκωσης σε ένα υλικό ορίζεται από τη σχέση :  
 

p
K V

V

∂
= −

∂
                                                     (Β.1.2)   

 
όπου p είναι η πίεση που ασκείται σε ένα όγκο V του υλικού. Το αντίστροφο του 
µέτρου διόγκωσης είναι γνωστό και ως συµπιεστότητα (compressibility) του υλικού. 
Εκφράζει τον βαθµό «αντίστασης» του υλικού στην αύξηση του όγκου του, όταν 
αυξάνει η πίεση που ασκείται σε αυτό οµοιόµορφα. Το αρνητικό πρόσηµο δίδει 
θετική τιµή στο µέτρο διόγκωσης αφού η αύξηση της πίεσης συνεπάγεται µείωση του 
όγκου του υλικού. 
 
Στα ρευστά µέσα, το µέτρο διόγκωσης συνδέεται µε την ταχύτητα διάδοσης του ήχου 
µέσω της σχέσης  
 

K
c

ρ
=                                                      (Β.1.3) 
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όπου ρ είναι η πυκνότητα του υλικού. Προφανώς ως πυκνότητα του υλικού ενννούµε 
την πυκνότητα αναφοράς 0ρ σύµφωνα µε τους συµβολισµούς του Κεφαλαίου 2.  

Το µέτρο διόγκωσης έχει µονάδες πίεσης (π.χ. Pa). Τυπική τιµή στο νερό είναι 
2.2x109 Pa (µεταβαλλόµενη ανάλογα µε τις συνθήκες και ιδιαίτερα την 
θερµοκρασία). 
 
∆εδοµένης της αδυναµίας διάδοσης διατµητικών κυµάτων σε ρευστά και αέρια, το 
µέτρο διόγκωσης χαρακτηρίζει πλήρως το ρευστό ή αέριο υλικό. 
 
Β.1.2 Μέτρο ελαστικότητας (Shear Modulus) 
 
Ως µέτρο ελαστικότητας ορίζοµε τον λόγο της διατµητικής τάσης προς την 
διατµητική παραµόρφωση σύµφωνα και µε την σχέση Β.1.1.  Είναι προφανές ότι το 
µέτρο αυτό δεν έχει νόηµα σε σώµατα που δεν υποστηρίζουν διάδοση διατµητικών 
κυµάτων (σώµατα µε ασθενή ακαµψία) όπως είναι το νερό ή ο αέρας. Σε εν γένει 
ισοτροπικά ελαστικά σώµατα αποτελούν την µία από τις δύο παραµέτρους που 
χαρακτηρίζουν το σώµα και συµβολίζεται µε G ή µε µ.  Σε ανισότροπα σώµατα το 
µέτρο ελαστικότητας πάιρνει την µορφή τανυστή. Θα αναφερθούµε στη συνέχεια σε 
ισότροπα µέσα. 
 
Ανάλογα µε την περίπτωση των ρευστών, η ταχύτητα διάδοσης διατµητικών 
κυµάτων, συνδέεται µε το µέτρο ελαστικότητας µέσω της σχέσης 
 

s

G
c

ρ
=                                                            (Β.1.4) 

 
Β.1.3 Σταθερές Lamé 
 
Οι σταθερές Lamé ορίζονται ως λ και µ, αναφέρονται σε ελαστικά υλικά που 
υπόκεινται σε συντονισµένη δράση δυνάµεων και συνεπώς τόσο σε ογκοµετρικές όσο 
και σε διατµητικές παραµορφώσεις. Από το Νόµο του Hooke  η σχέση τάσης 
παραµόρφωσης σε αυτή την περίπτωση είναι  
 

2 tr( )e eσ µ λ= + I                                                   (Β.1.5) 
 
όπου tr(e) είναι το άθροισµα των διαγώνιων στοιχείων του πίνακα που ορίζεται από 
τον τανυστή των παραµορφώσεων και Ι είναι ο µοναδιαίος πίνακας. 
 
Η σταθερά µ είναι το µέτρο ελαστικότητας ( Gµ ≡ )  ενώ η σταθερά λ συνδέεται µε το 
µέτρο ελαστικότητας και το µέτρο διόγκωσης µέσω της σχέσης : 
 

(2 / 3)K λ µ= +                                                    (Β.1.6) 
 
Η ταχύτητα διάδοσης των διαµήκων κυµάτων σε ένα ελαστικό µέσο, συνδέεται µε τις 
δύο σταθερές µέσω της σχέσης  
 

2
pc

λ µ
ρ
+

=                                                     (Β.1.7) 
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Είναι προφανές ότι όταν δεν υπάρχει διατµητική τάση σε ένα σώµα, µ = 0 και το 
µέτρο διόγκωσης αντιστοιχεί στην σταθερά λ 
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ.    Στοιχεία από την σύσταση του πυθµένα των 
θαλασσών. 
 
Γ.1  Σύσταση θαλασσινών ιζηµάτων και χαρακτηριστικές παράµετροι. 
 
Ο πυθµένας της θάλασσας για τις εφαρµογές της ακουστικής ωκεανογραφίας, 
περιγράφεται συνήθως αποτελούµενος από δύο οµάδες υλικών. Μία οµάδα υλικών µε 
ασθενή ακαµψία που χαρακτηρίζονται ως ιζήµατα (sediments) και µία οµάδα υλικών 
που υπόκεινται των ιζηµάτων και έχουν δοµή στερεών. Μορφολογικά,  τα θαλασσινά 
ιζήµατα χαρακτηρίζονται από συγκεντρώσεις σωµατιδίων µε ποσότητες νερού 
ανάµεσα στο συνδετικό πλέγµα τους (water saturated). Η προέλευσή τους µπορεί να 
είναι στεριανή από παρασυρµένες ποσότητες υλικών είτε θαλασσινή από χηµικά ή 
βιολογικά κατάλοιπα.  
 
Το βασικό µέγεθος που χαρακτηρίζει τα θαλασσινά ιζήµατα είναι το πορώδες 
(porosity) που ορίζεται από τη σχέση : 
 

v

v m

v
n

v v
=

+
                                                         (Γ.1.1) 

 
Όπου vv  είναι ο όγκος των κενών που υπάρχουν σε ένα όγκο ιζήµατος συνολικού 

όγκου v mv v+  όπου mv  είναι ο όγκος των στερεών υλικών. Το πορώδες µειώνεται µε 

το βάθος εισχώρησης στο ίζηµα, καθώς υπό την επίδραση της βαρύτητας το πλέγµα 
των ιζηµάτων τείνει να γίνει ποιο συµπαγές. ‘Αλλες φυσικές παράµετροι που 
χαρακτηρίζουν τα θαλασσινά ιζήµατα είναι το µέγεθος του κόκκου και φυσικά η 
πυκνότητα και η ταχύτητα διάδοσης των διαµήκων (ακουστικών) και των 
διατµητικών κυµάτων. 
 
Οι σχέσεις που συνδέουν τα βασικά µεγέθη των θαλασσινών ιζηµάτων είναι βασικά 
εµπειρικές και προέρχονται από ανάλυση µεγάλου αριθµού δειγµάτων, αν και 
υπάρχουν πλέον θεωρίες για την ιζηµατογένεση που δίδουν την δυνατότητα επαγωγής 
και σύνδεσης των βασικών µεγεθών  των ιζηµάτων. 
 
Μια εµπειρική σχέση που συνδέει την ταχύτητα διάδοσης των διαµήκων κυµάτων σε 
m/sec µε το πορώδες είναι  
 

22540 24.53 0.1461pc n n= − +                                       (Γ.1.2) 
 
και προέρχεται από τον Bachman (1985). 
 
Με βάση την παρατήρηση για την µείωση του πορώδους µε την αύξηση του βάθους, 
η παραπάνω σχέση υποδηλώνει και µια αύξηση της ταχύτητας διάδοσης των 
διαµήκων κυµάτων µε το βάθος.  Από ανάλυση µεγάλου αριθµού δειγµάτων από 
αµµώδη θαλασσινά ιζήµατα ο Hamilton (1979) δίδει µία σχετική εµπειρική σχέση : 
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0.0151806pc D=                                                   (Γ.1.3) 

 
όπου D είναι το βάθος στο ίζηµα σε m. 
 

 
 

Σχήµα Γ1.   Χάρτης σύστασης ιζηµάτων (Χαρκτηριστικό τρίγωνο) 
 
 
Εµπειρικές σχέσεις που συνδέουν την ταχύτητα διάδοσης των διαµήκων κυµάτων µε 
την πυκνότητα έχουν επίσης αναφερθεί. Μία από αυτές προερχόµενη επίσης από τον 
Bachman είναι 
 

4 22390 1.358 5.246 10pc xρ ρ−= − +                                     (Γ.1.4) 

 
όπου η πυκνότητα δίδεται σε kg/m3 

 
Στα θαλασσινά ιζήµατα εµπεριέχονται συνήθως τρείς οικογένειες υλικών : άµµος 
(sand) άργιλος (clay) και πηλός (silt). Ανάλογα µε την ποσοστιαία σύσταση των 
ιζηµάτων σε κάθε είδος υλικού τα ιζήµατα χαρακτηρίζονται ως αµµώδη, αργιλούχα ή 
πηλούχα. Στο σχήµα Γ.1 εµφανίζεται ένα χαρακτηριστικό τρίγωνο που περιγράφει 
ένα θαλασσινό ίζηµα µε βάση την ποσοστιαία του σύσταση.  
 
Σε ό,τι αφορά την ταχύτητα διάδοσης των διατµητικών κυµάτων, λόγω της χαλαρής 
ακαµψίας των θαλασσινών ιζηµάτων που συνεπάγεται και µικρό µέτρο 
ελαστικότητας, αυτή είναι µικρή. Μάλιστα σε πολλές περιπτώσεις που επιζητείται ο 
υπολογισµός της διάδοσης σε µεγάλες αποστάσεις και για υψηλές συχνότητες, τα 
θαλασσινά ιζήµατα θεωρούνται ρευστά. Ωστόσο η ακριβής µοντελοποίηση της 
διάδοσης του ήχου στη θάλασσα επιβάλει να ληφθούν υπ’ όψιν και οι ελαστικές 
ιδιότητες των ιζηµάτων.  
 
Ο πίνακας Γ.1 δίδει συνοπτικά µέσες τιµές παραµέτρων των θαλασσινών ιζηµάτων µε 
βάση την σύνθεσή τους. Οι τιµές του πίνακα µπορεί να χρησιµοποιηθούν για να 
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υπολογιστούν απώλειες πυθµένα ή ανακλάσεις από τα στρώµατα του πυθµένα όταν 
δίδεται η περιγραφή ή το πορώδες του ιζήµατος. 
 
 
 

Είδος 
Ιζήµατος Πορώδες 

Σύσταση % Πυκνότητα 
(kg/m3) 

Ταχύτητες (m/sec) αp 
(dB/m·kHz) Άµµος Πηλός Άργιλος cp cs 

Χονδρή 
άµµος 

36 100 0 0 2030 1850 250 0,47 

Μέση άµµος 40 100 0 0 1980 1750 250 0,5 

Λεπτή 
άµµος 

43,6 88 6 6 1970 1740 200 0,51 

Πηλούχος 
άµµος 

53 65 21 14 1830 1677 450 0,69 

Αµµώδης 
πηλός 

66 29 56 15 1650 1550 370 0,3-0,76 

Πηλός 68 7 80 13 1600 1600 270 0,24-0,68 

Άµµος 
άργιλος 
πηλός 

70 33 41 26 1500 1578 400 0,11 

Αργιλούχος 
πηλός 

78 5 60 35 1420 1530 300 0,08 

Πηλούχος 
άργιλος 

80 3 36 61 1400 1520 240 0,07 

Άργιλος 86 1 20 79 1280 1490 180 0,06 

 
Πίνακας Γ.1     Μέσες τιµές παραµέτρων θαλασσινών ιζηµάτων 

 
Γ.2  Στρωµατοποίηση θαλασσινών ιζηµάτων. 
 
Η µοντελοποίηση του θαλασσινού βυθού για τις εφαρµογές της ακουστικής 
ωκεανογραφίας, γίνεται µε πολλούς τρόπους ανάλογα µε τις απαιτήσεις ακρίβειας 
που υπάρχουν και τις συγκεκριµένες εφαρµογές. 
 
Η απλούστερη περίπτωση είναι εκείνη σύµφωνα µε την οποία ο πυθµένας θεωρείται 
οµογενής και ηµιάπειρος σε έκταση. Αυτό σηµαίνει ότι µετά την διαχωριστική 
επιφάνεια νερού-πυθµένα δεν υπάρχει ως προς το βάθος άλλο όριο ή διεπιφάνεια. Τα 
επιφανειακά ιζήµατα στην περίπτωση αυτή χαρακτηρίζουν ολόκληρο το βυθό. 
 
Όταν όµως είναι γνωστή η στρωµάτωση του πυθµένα, η µοντελοποίηση µπορεί να 
γίνει µε επάλληλα στρώµατα διαφορετικής σύστασης που χωρίζονται µεταξύ τους µε 
οριζόντιες επιφάνειες (horizontally stratified medium). Συνήθως στις περιπτώσεις 
αυτές το τελευταίο στρώµα θεωρείται ηµιάπειρο σε έκταση. Από µορφολογικής 
πλευράς, το τελευταίο στρώµα του πυθµένα συνήθως αποτελείται από σκληρά υλικά 
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που χαρακτηρίζονται από αρκετή ακαµψία αλλά και µεγάλες ταχύτητες διαµήκων και 
διατµητικών κυµάτων. Αυτή είναι η περίπτωση σε βαθειές κυρίως θάλασσες που τα 
µαλακά ιζήµατα έχουν µικρό συνήθως πάχος.  
 
Όταν οι διαχωριστικές επιφάνειες ανάµεσα στα ιζήµατα δεν είναι επίπεδες, ή εάν 
παρατηρούνται ανυψώσεις σκληρών υλικών στον πυθµένα, η µοντελοποίηση πρέπει 
να περιλάβει και αυτή τη γεωµετρία. Τα προβλήµατα γενικά δυσκολεύουν σε αυτή 
την περίπτωση. 
 
Τέλος να επισηµάνουµε ότι σε ρηχές θάλασσες παρατηρούνται αυξηµένες ποσότητες 
άµµου στα ιζήµατα αφού αργιλώδη υλικά λόγω του µικρού κόκκου τους είναι 
δύσκολο να εναποτεθούν σε περιοχές µε µεγάλη κινητικότητα νερού, όπως είναι οι 
ρηχές θάλασσες. 
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