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Κεφάλαιο Ι. Εξισώσεις ελλειπτικού τύπου

§1 Βασικές ιδιότητες των αρµονικών συναρτήσεων

΄Εστω u(x) : Rn → R µια συνάρτηση (x = (x1, ..., xn)). Εξίσωση Laplace
ονοµάζουµε την εξίσωση

∆u = 0 ⇔
n∑
i=1

uxixi = 0.

Μια C2(Ω) συνάρτηση u(x) που ικανοποιεί την εξίσωση Laplace στο χωρίο

Ω ⊂ Rn
ονοµάζεται αρµονική συνάρτηση σε αυτο το χωρίο.

Πάντα ϑα υποθέτουµε οτι στο χωρίο Ω ισχύει το ϑεωρηµα της απόκλισης∫
Ω
divFdx =

∫
∂Ω

F · d s
(

=

∫
∂Ω

F · νd s
)

εδω ∂Ω το προσανατολισµένο σύνορο του χωρίου Ω και το ν είναι το µοναδιαίο

εξωτερικό κάθετο διάνυσµα στο ∂Ω, F(x) ενα αρκετά οµαλό διανυσµατικό

πεδίο F(x) =
(
F1(x), ..., Fn(x)

)
,

divF =

n∑
i=1

Fixi .

΄Εστω οι συναρτήσεις u, v ∈ C2(Ω), τότε έχουµε

(1.1) v∆u− u∆ v = div [v∇u− u∇ v]

ή

v
n∑
i=1

uxixi − u
n∑
i=1

vxixi =

n∑
i=1

(v uxi − u vxi)xi

και

(1.2) ∇u · ∇v + v∆u = div(v∇u)

ή
n∑
i=1

uxivxi + v

n∑
i=1

uxixi =

n∑
i=1

(v uxi)xi .

Θυµίζουµε οτι ∇u = (ux1 , ..., uxn), ∇ v = (vx1 , ..., vxn).
Ολοκληρώνοντας την σχέση (1.1) παίρνουµε

(1.3)

∫
Ω

(
v∆u− u∆ v

)
dx =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂ν
− u∂v

∂ν

)
d s,

Πράγµατι, αρκεί να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα της απόκλισης για

F = v∇u− u∇ v = (vux1 − uvx1 , ..., vuxn − uvxn),

προφανώς

F · ν = v∇u · ν − u∇ v · ν = v
∂u

∂ν
− u∂v

∂ν
.
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Ολοκληρώνοντας την (1.2) παίρνουµε

(1.4)

∫
Ω
∇u · ∇ v dx+

∫
Ω
v∆u dx =

∫
∂Ω
v
∂u

∂ν
ds.

Οι τύποι (1.3) και (1.4) ονοµάζονται τύποι Green. Για να είναι η διαδικασία

που εφαρµόσαµε ¨νόµιµη¨ προφανώς πρέπει επιπλέον να Ϲητήσουµε απο τις

συναρτήσεις u, v να είναι C1(Ω).
Εισάγουµε την συνάρτηση

(1.5) E(x, ξ) = E(|x− ξ|) =


1

(2−n)ωn
|x− ξ|2−n, n ≥ 3,

1
2π ln|x− ξ|, n = 2

x = (x1, ..., xn), ξ = (ξ1, ..., ξn), ωn είναι το εµβαδόν της επιφάνειας της

µοναδιαίας σφαίρας στον Rn
και

|x− ξ| =
( n∑
i=1

(xi − ξi)2
)1/2

.

Η συνάρτηση E ονοµάζεται ϑεµελιώδης λύση της εξίσωσης Laplace. Για x 6= ξ
η E είναι αρµονική ως προς x και ως προς ξ, δηλαδή

∆xE = 0 ⇔
n∑
i=1

Exixi = 0,

∆ξE = 0 ⇔
n∑
i=1

Eξiξi = 0.

Η ϑεµελιώδης λύση της εξίσωσης Laplace προκύπτει π.χ. µε τον εξής τρό-

πο. ΄Εστω ξ αυθαίρετο (σταθεροποιηµένο) σηµείο στον Rn
και r = |x − ξ|.

Ψάχνουµε ακτινικά συµµετρική λύση E της εξίσωσης Laplace (δηλαδή αυτή

που εξαρτάτε µόνο από το r). Προφανώς

∂

∂xi
E(r) = Er rxi = Er

xi − ξi
r

και

∂2

∂x2
i

E(r) =
∂

∂xi

(
Er

xi − ξi
r

)
= Err

(xi − ξi)2

r2
+ Er

r2 − (xi − ξi)2

r3
.

΄Αρα

∆E ≡ Err +
n− 1

r
Er.

Η γενική λύση της εξίσωσης

Err +
n− 1

r
Er = 0

για n = 2 είναι η

c0 ln r + c1

και για n > 2 είναι η

c0 r
2−n + c1
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(c0, c1 - αυθαίρετες σταθερές). Παίρνοντας c1 = 0 και

c0 =
1

2π
για n = 2, c0 =

1

(2− n)ωn
για n > 2,

καταλήγουµε στη σχέση (1.5).

Λήµµα 1.1. ΄Εστω Ω ⊂ Rn
, για κάθε u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) ισχύει

(1.6) u(x) =

∫
∂Ω

[
u(ξ)

∂E(x, ξ)

∂νξ
− E(x, ξ)

∂u(ξ)

∂νξ

]
ds+

∫
Ω

∆ξu(ξ)E(x, ξ)dξ.

Πόρισµα. Αν επιπλεον η u είναι αρµονική, τότε

u(x) =

∫
∂Ω

[
u(ξ)

∂E(x, ξ)

∂νξ
− E(x, ξ)

∂u(ξ)

∂νξ

]
ds.

Απόδειξη (του Λήµµατος 1.1). ΄Εστω x αυθαίρετο σηµείο του χωρίου Ω,

υπάρχει µπάλα Bε = {|x − ξ| < ε} τ.ω. Bε ⊂ Ω. ΄Εστω Ωε = Ω \ Bε.
Προφανώς E(x, ξ) είναι αρµονική στο Ωε ως προς το ξ. Στην σχέση (1.3) ας

πάρουµε

v = E(x, ξ), u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)

και αντί για Ω το Ωε, τότε, αφού ∆ξE = 0 ϑα έχουµε∫
Ωε

E(x, ξ)∆ξu(ξ)dξ =

∫
∂Ω

(
E(x, ξ)

∂u(ξ)

∂νξ
− u(ξ)

∂E(x, ξ)

∂νξ

)
ds−∫

∂Bε

(
E(x, ξ)

∂u(ξ)

∂νξ
− u(ξ)

∂E(x, ξ)

∂νξ

)
ds,

αφού ∂Ωε = ∂Ω ∪ ∂B−ε . Το πρόσηµο ” − ” µπροστά στο ολοκλήρωµα ως

προς την επιφάνεια ∂Bε εµφανίζεται διότι παίρνουµε το νξ να είναι εξωτερικό

µοναδιαίο κάθετο για το χωρίο Bε και όχι Ωε (προφανώς fζ = −fη αν η = −ζ).
Την τελευταία σχέση την ξαναγράφουµε ως εξής∫

∂Bε

(
u(ξ)

∂E(x, ξ)

∂νξ
− E(x, ξ)

∂u(ξ)

∂νξ

)
ds =

(1.7)

∫
Ωε

E(x, ξ)∆ξu(ξ)dξ+

∫
∂Ω

(
u(ξ)

∂E(x, ξ)

∂νξ
−E(x, ξ)

∂u(ξ)

∂νξ

)
ds, ∀ε > 0.

Ο σκοπός µας είναι να περάσουµε στο όριο καθώς ε → 0. Η E(x, ξ) είναι

ολοκληρώσιµη στο Ω αρα

lim
ε→0

∫
Ωε

E(x, ξ)∆ξu(ξ)dξ =

∫
Ω
E(x, ξ)∆ξu(ξ)dξ.

Για να αποδείξουµε την (1.6) πρέπει να δείξουµε ότι το αριστερό µέρος της

(1.7) καθώς ε→ 0 ϑα µας δώσει u(x).
Πάνω στην σφαίρα |x− ξ| = ε (δηλαδή στο ∂Bε) έχουµε

E(x, ξ) =


1

(2−n)ωn
ε2−n, n ≥ 3,

1
2π ln ε, n = 2
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και

∂E

νξ
=
dE

dε
=


1
ωn
ε1−n, n ≥ 3,

1
2π ε . n = 2

Εστω n ≥ 3. Το αριστερό µέρος της (1.7) γράφεται ως

1

ωn
ε1−n

∫
|x−ξ|=ε

u(ξ)ds− 1

(2− n)ωn
ε2−n

∫
|x−ξ|=ε

∂u(ξ)

∂νξ
ds.

Λόγω της συνέχειας της u στο x = ξ και λαµβάνοντας υπ όψιν το γεγονός ότι∫
|x−ξ|=ε

ds = ωnε
n−1

έχουµε

lim
ε→0

∫
∂Bε

u(ξ)
∂E(x, ξ)

∂νξ
ds = lim

ε→0

( 1

ωn
ε1−n

∫
|x−ξ|=ε

u(ξ)ds
)

= lim
ε→0

( 1

ωn
ε1−nu(ξ∗)

∫
|x−ξ|=ε

ds
)

= u(x)

όπου ξ∗ ∈ {|x − ξ| = ε} αρα ξ∗ → x όταν ε → 0 (εδώ χρησιµοποιούµε το

Θεώρηµα της Μέσης τιµής για ολοκληρώµατα).

Παροµοίως

lim
ε→0

∫
∂Bε

E(x, ξ)
∂u(ξ)

∂νξ
ds = lim

ε→0

( 1

(2− n)ωn
ε2−n

∫
|x−ξ|=ε

∂u(ξ)

∂νξ
ds
)

=

lim
ε→0

( 1

(2− n)ωn
ε2−n∂u(ξ∗)

∂νξ

∫
|x−ξ|=ε

ds
)

= lim
ε→0

1

2− n
ε
∂u(ξ∗)

∂νξ
= 0

΄Αρα καταλήγουµε στην (1.6).

Η περίπτωση n = 2 αποδεικνύεται µε τον ίδιο τρόπο.

�

Παρατήρηση. Το εµβαδόν Sn της επιφάνειας της σφαίρας ακτίνας ρ στον

Rn
δίνεται απο τον τύπο

Sn = nGnρn−1,

ο όγγος Vn της µπάλας ακτίνας ρ στον Rn
δίνεται απο τον τύπο

Vn = Gnρn,
όπου η σταθερά Gn ορίζεται µέσω της Γ συνάρτησης

Gn =
π
n
2

Γ(n2 + 1)
.

Π.χ.

Γ(
3

2
) =

√
π

2
, Γ(2) = 1, Γ(

5

2
) =

3
√
π

4
, Γ(3) = 2 . . .

Προφανώς (για µοναδιαία σφαίρα) ωn = nGn, για n = 2, 3 έχουµε ω2 = 2π,
ω3 = 4π.
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Θα αποδείξουµε τωρα µερικές ιδιότητες των αρµονικών συναρτήσεων.

I. Αν η u ∈ C1(Ω) είναι αρµονική, τότε

(1.8)

∫
∂Ω

∂u

∂ν
ds = 0,

εδώ ν - µοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσµα στο ∂Ω.

Αυτό προκύπτει άµεσα από την (1.3) αν ϑα πάρουµε v ≡ 1.

II. Πρώτο Θεώρηµα της Μέσης Τιµής. ΄Εστω η u αρµονική στο Ω και

x ∈ Ω αυθαίρετο σηµείο. Τότε ∀ρ ∈ (0, d), όπου το d = dist(x, ∂Ω) είναι

(απόσταση του x από το σύνορο του Ω), ισχύει

(1.9) u(x) =
1

ωnρn−1

∫
|x−ξ|=ρ

u ds.

Απόδειξη. Πράγµατι, αν στην (1.6) ϑα πάρουµε ∂Ω = {|x − ξ| = ρ}, τότε η

συνάρτηση E ϑα είναι σταθερή πάνω στο ∂Ω και λόγω της (1.8) ϑα έχουµε

u(x) =

∫
|x−ξ|=ρ

u
∂E

∂ν
ds.

Για |x− ξ| = ρ επίσης έχουµε

∂E

∂ν
=
dE

dρ
=


1
ωn
ρ1−n, n ≥ 3,

1
2π ρ , n = 2

΄Αρα αποδείξαµε την (1.9).

Για n = 2 (x = (x, y)) την σχέση (1.9) µπορούµε να την γράψουµε και ως

εξής

u(x, y) =
1

2π

∫ 2π

0
u(x+ ρ cosφ, y + ρ sinφ)dφ.

Πράγµατι για n = 2 η (1.9) γράφεται ως εξής

u(x, y) =
1

2πρ

∫
(x−ξ)2+(y−η)2=ρ2

u(ξ, η) ds,

ϑέτοντας

ξ = x+ ρ cosφ, η = y + ρ sinφ, φ ∈ [0, 2π)

και λαµβάνοντας υπ όψιν ότι ds = ρdφ παίρνουµε το Ϲητούµενο.

�

III. Αρχή του Μεγίστου. Η αρµονική στο Ω συνάρτηση u δεν µπορεί να

πάρει ούτε την µέγιστη ούτε την ελάχιστη τιµή της στα εσωτερικά σηµεία του Ω
αν δεν είναι σταθερή.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι στο x0 ∈ Ω η u λαµβάνει το µέγιστό της u(x0) = M .

΄Εχουµε

u(x0) =
1

ωnρn−1

∫
|x0−ξ|=ρ

u ds ∀ρ > 0 αν |ξ − x0| ≤ ρ ⊂ Ω.



7

Παίρνουµε ενα τυχαίο ρ ∈ (0, d) (d = dist(x0, ∂Ω)). Θα αποδείξουµε οτι

u ≡M στο {|x0 − ξ| = ρ}. ΄Εστω οτι

∃ξ0 ∈ {|x0 − ξ| = ρ} τ.ω. u(ξ0) < u(x0),

τότε u(ξ) < u(x0) = M σε κάποια περιοχή Γε ⊂ {|x0− ξ| = ρ} (ξ0 ∈ Γε). ΄Αρα

M = u(x0) =
1

ρn−1ωn

∫
Γε

u ds+
1

ρn−1ωn

∫
{|x0−ξ|=ρ}\Γε

u ds <

1

ρn−1ωn

∫
Γε

M ds+
1

ρn−1ωn

∫
{|x0−ξ|=ρ}\Γε

M ds =

1

ρn−1ωn

∫
|x0−ξ|=ρ

M ds = M,

δηλαδή M < M , άτοπο. Συνεπώς

u(ξ) = u(x0) ∀ξ ∈ {|x0 − ξ| = ρ}.

Επειδή το ρ µπορεί να µεταβάλλεται στο (0, d), έχουµε ότι

u(x) = u(x0) = M για x ∈ {|x− x0| < d}.

Παίρνουµε τώρα ενα τυχαίο σηµείο y ∈ Ω. Θα αποδείξουµε ότι u(y) =
u(x0). Παίρνουµε µια καµπύλη l που ϐρίσκεται στο Ω και ενώνει τα σηµεία

x0 και y. ΄Εστω d̄ = dist(l, ∂Ω). Παίρνουµε µια µπάλα

B0 = {|x− x0| < d̄}

όπως έχουµε αποδείξει u(x) ≡M για x ∈ B0. Ως B1 παίρνουµε την µπάλα

B1 = {|x− x[1]| < d̄}

όπου x[1] ∈ l και |x0 − x[1]| = d̄/2. Εδώ αντί d̄/2 µπορούµε να πάρουµε

οποιονδήποτε ϑετικό αριθµό µικρότερο του d̄. Προφανώς και στην B1 έχουµε

u(x) ≡ M (u(x[1]) = M δηλαδή στο x[1]
η u λαµβάνει µέγιστο). Συνεχίζουµε

αυτή την διαδικασία και καλύπτουµε την καµπύλη l µε πεπερασµένο πλήθος

χωρίων

B0, Bi = {|x− x[i]| < d̄}, i = 1, ...,m
(
Bi ∩Bi+1 6= ∅

)
(ήτοι µπάλες µε ακτίνα d̄ και κέντρο στο x[i]

) όπου x[i] ∈ l ∀i και y ∈ Bm.
΄Εχουµε u ≡M στο χωρίο B1, B2... Bm άρα u(y) = M.

Συνεπώς αποδείξαµε ότι αν η u λαµβάµει µέγιστο σε ένα σηµείο x0 ∈ Ω,

τότε η u είναι σταθερά.

Παροµοίως εξετάζουµε και την περίπτωση του ελαχίστου.

�

Πόρισµα α). Αν η u ∈ C0(Ω) είναι αρµονική στο Ω και u 6≡ const, τότε

λαµβάνει το µέγιστο και το ελάχιστο της στο σύνορο ∂Ω του χωρίου Ω.

Πόρισµα ϐ). Αν η u ∈ C0(Ω) είναι αρµονική στο Ω και u ≥ 0 στο ∂Ω, τότε

u ≥ 0 στο Ω̄. Παροµοίως αν u ≤ 0 στο ∂Ω, τότε u ≤ 0 στο Ω.
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Πόρισµα γ). Αν η u ∈ C0(Ω) είναι αρµονική στο Ω και u 6≡ Const, τότε

min
∂Ω

u < u < max
∂Ω

u σε κάθε σηµείο του Ω \ ∂Ω.

IV. ∆εύτερο Θεώρηµα της µέσης τιµής. Αν η u είναι αρµονική στο Ω
και x ∈ Ω, τότε

u(x) =
n

ωnrn

∫
|x−ξ|≤r

u dξ, r ∈ (0, d),

d = dist(x, ∂Ω).

Απόδειξη. Πράγµατι, έχουµε από το πρώτο ϑεώρηµα της µέσης τιµής

u(x)ωnρ
n−1 =

∫
|x−ξ|=ρ

u ds.

Ολοκληρώνουµε αυτή τη σχέση ως προς ρ από 0 εως r, και έχουµε

u(x)ωn
rn

n
=

∫
|x−ξ|≤r

u dξ.

�

Για να αποδείξουµε τις δυο άλλες ϐασικές ιδιότητες των αρµονικών συναρ-

τήσεων (αντίστροφος ισχυρισµός και Θεώρηµα Liouville) ϑα χρειαστούµε τις

γνώσεις απο την επόµενη παράγραφο.

Ασκήσεις

1. ∆ιαπιστώστε ότι για x 6= ξ όντως ισχύει

∆xE(x, ξ) = 0 και ∆ξE(x, ξ) = 0.

2. Αποδείξτε το Λήµµα 1.1 για n = 2.
3. Αποδείξτε ότι για κάθε ξ∣∣∣ ∫

Ω
E(x, ξ)dx

∣∣∣ <∞
όπου Ω ⊂ Rn

ϕραγµένο.

4. ΄Εστω u(x, y) αρµονική στο χωρίο {(x, y) : x2 +y2 < 5} και Ω ⊂ {(x, y) :
x2 + y2 < 5} τυχαίο χωρίο τέτοιο ώστε (0, 0) ∈ Ω. Υποθέτουµε ότι u ≡ 1 στο

σύνορο του χωρίου Ω. Υπολογίστε το διπλό ολοκλήρωµα∫
x2+y2≤4

u(x, y) dx dy.

5. Αποδείξτε ότι εαν η u ∈ C2(Ω) και για κάθε µπάλα B ⊂ Ω ισχυει∫
∂B

∂u

∂ν
ds = 0

τότε η u είναι αρµονική (εδω ν µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στο σύνορο του

χωρίου B).
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6. ΄Εστω u(x, y) αρµονική στον R2
συνάρτηση και u(0, 0) = 1 υπολογίστε

το εξής ολοκλήρωµα ∫
√
x2+y2=C

uds

C > 0 κάποια σταθερά.

7. ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις u(x), v(x) ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄) και

∆u = f(x), ∆ v = f(x) στο Ω

u = φ(s), v = ψ(s) στο ∂Ω.

Αποδείξτε ότι αν φ(s) ≤ ψ(s) τότε u ≤ v στο Ω̄,

8. ΄Εστω ότι u ∈ C2(Ω) και ∆u ≥ 0, αποδείξτε ότι

u(x) ≤ 1

ωnρn−1

∫
|x−ξ|=ρ

u ds

για κάθε µπάλα |x− ξ| ≤ ρ ⊂ Ω.

9. ΄Εστω u(x) αρµονική στο Ω και πάνω σε ένα ανοιχτό οµαλό τµήµα του

∂Ω ισχύει ότι

u =
∂u

∂ν
= 0, ν − µοναδιαίο εξωτερικό καθετο στο ∂Ω.

Αποδείξτε ότι u(x) ≡ 0 στο Ω.

§2 Πρόβληµα Dirichlet για την εξίσωση Laplace για µπάλα

΄Εστω τώρα στη σχέση (1.3) η v(ξ) είναι τυχαία αρµονική συνάρτηση, τότε

έχουµε

0 =

∫
∂Ω

(
u(ξ)

∂v(ξ)

∂νξ
− v(ξ)

∂u(ξ)

∂νξ

)
d s+

∫
Ω
v(ξ) ∆u(ξ)dξ.

Προσθέτοντας την σχέση αυτή στην σχέση (1.6), για την συνάρτηση

(2.1) G(x, ξ) = E(x, ξ) + v(ξ)

ϑα έχουµε ∀x ∈ Ω:

(2.2) u(x) =

∫
∂Ω

[
u(ξ)

∂G(x, ξ)

∂νξ
−G(x, ξ)

∂u(ξ)

∂νξ

]
ds+

∫
Ω

∆u(ξ)G(x, ξ)dξ.

Αν ϑα υποθέσουµε οτι έχουµε G = 0 για ξ ∈ ∂Ω (για να εξαφανίσουµε την

συνάρτηση uνξ(ξ) η οποία στην περίπτωση προβλήµατος Dirichlet δεν είναι

δοσµένη στο ∂Ω), τότε ο τύπος (2.2) παίρνει τη µορφή

(2.3) u(x) =

∫
∂Ω
u(ξ)

∂G(x, ξ)

∂νξ
ds+

∫
Ω

∆u(ξ)G(x, ξ)dξ,

και για αρµονική u τη µορφή

(2.4) u(x) =

∫
∂Ω
u(ξ)

∂G(x, ξ)

∂νξ
ds, ∀x ∈ Ω.
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Θα πάρουµε την περίπτωση όπου το χωρίο Ω = BR(0), δηλαδή το χωρίο

είναι µπάλα ακτίνας R και, χωρις ϐλάβη της γενικότητας, κέντρο στο σηµείο

0. ∆ιαπιστώνουµε οτι η συνάρτηση

(2.5) G(x, ξ) =

{
E(|x− ξ|)− E

(∣∣ R
|x|x−

|x|
R ξ
∣∣), για x 6= 0,

E(|ξ|)− E(R), για x = 0

έχει τις Ϲητούµενες ιδιότητες δηλαδή έχει τη µορφή (2.1) και είναι µηδέν στο

σύνορο του χωρίου (δηλαδή για |ξ| = R). Πράγµατι, λαµβάνοντας υπόψη την

σχέση

(2.6) |x− ξ|2 = |x|2 − 2x · ξ + |ξ|2

την συνάρτηση G(x, ξ) την γράφουµε ως εξής

G(x, ξ) = E
(√
|x|2 + |ξ|2 − 2x · ξ

)
− E

(√
R2 − 2x · ξ +

|x|2|ξ|2
R2

)
.

Απο την τελευταία σχέση άµεσα προκύπτει οτιG(x, ξ) = 0 για |ξ| = R. Επίσης

κάνοντας τις πράξεις διαπιστώνουµε οτι

∆ξE
(∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ

∣∣∣) = 0.

Πράγµατι για n ≥ 3 έχουµε

∂

∂ξi
E
(∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ

∣∣∣) =
1

(2− n)ωn

∂

∂ξi

∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ
∣∣∣2−n =

− |x|
ωnR

∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ
∣∣∣−n( R|x|xi − |x|R ξi

)
,

και

∂2

∂ξ2
i

E
(∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ

∣∣∣) =
1

(2− n)ωn

∂2

∂ξ2
i

∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ
∣∣∣2−n =

1

ωn

∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ
∣∣∣−n−2[∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ

∣∣∣2 − n( R|x|xi − |x|R ξi

)2]
απ΄ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο. Παροµοίως και για n = 2.

Η συνάρτηση G(x, ξ) ονοµάζεται συνάρτηση Green.
Ευκολα καταλίγουµε και στο οτι

∆xE
(∣∣ R
|x|
x− |x|

R
ξ
∣∣) = 0

παρατηρώντας την ταυτότητα∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ
∣∣∣ =

∣∣∣ R|ξ|ξ − |ξ|R x
∣∣∣

η οποία άµεσα προκύπτει απο την (2.6).
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Ας υπολογίσουµε τώρα την
∂G
∂νξ

∣∣∣
|ξ|=R

(έπειτα ϑα την αντικαταστήσουµε στον

τύπο (2.4) ). Προφανώς, εδω νξ = (ξ1, ..., ξn)/R, άρα

∂

∂νξ
= ∇ξ · νξ.

΄Εχουµε (τα ακόλουθα ισχύουν και για n = 2 και για n ≥ 3)

∂E(|x− ξ|)
∂ξi

= − 1

ωn

xi − ξi
|x− ξ|n

,

άρα

∂E

∂νξ
=

n∑
i=1

1

ωnR

ξi − xi
|x− ξ|n

ξi =
|ξ|2 − x · ξ
ωnR|x− ξ|n

και

(2.7)
∂E(|x− ξ|)

∂νξ

∣∣∣
|ξ|=R

=
R2 − x · ξ
ωnR|x− ξ|n

∣∣∣
|ξ|=R

.

Παρατηρούµε ότι

E
(∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ

∣∣∣) =
( R
|x|

)n−2
E
(∣∣∣ R2

|x|2
x− ξ

∣∣∣),
συνεπώς

∂E
(∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ∣∣∣)

∂νξ
=
( R
|x|

)n−2∂E
(∣∣∣ R2

|x|2x− ξ
∣∣∣)

∂νξ
=
( R
|x|

)n−2 |ξ|2 − x · ξ R
2

|x|2

ωnR
∣∣∣ R2

|x|2x− ξ
∣∣∣n

και

∂E
(∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ∣∣∣)

∂νξ

∣∣∣
|ξ|=R

=
( R
|x|

)n−2 R2 − x · ξ R2

|x|2

ωnR
∣∣∣ R2

|x|2x− ξ
∣∣∣n
∣∣∣
|ξ|=R

.

Χρησηµοποιώντας την (2.6), για |ξ| = R έχουµε∣∣∣ R2

|x|2
x− ξ

∣∣∣ =

R

|x|
√
R2 − 2x · ξ + |x|2 =

R

|x|
√
|ξ|2 − 2x · ξ + |x|2 =

R

|x|
|x− ξ|,

άρα ισχύει

(2.8)
∂E
(∣∣∣ R|x|x− |x|R ξ∣∣∣)

∂νξ

∣∣∣
|ξ|=R

=
|x|2 − x · ξ
ωnR|x− ξ|n

∣∣∣
|ξ|=R

.

Αφαιρώντας την (2.8) απο την (2.7) παίρνουµε (ϐλ. (2.5) )

∂G

∂νξ

∣∣∣
|ξ|=R

=
R2 − |x|2

ωnR

1

|x− ξ|n
∣∣∣
|ξ|=R

.
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΄Ετσι αποδείξαµε ότι αν η u ∈ C2(BR(0)) ∩ C1(BR(0)) είναι αρµονική στο

χωρίο BR(0) , τότε ισχύει ο ακόλουθος τύπος που ονοµάζεται ολοκληροτικός

τύπος Poissone

u(x) =
R2 − |x|2

ωnR

∫
∂BR

u(ξ)

|x− ξ|n
ds.

Τωρα για να λύσουµε το πρόβληµα Dirichlet στο χωρίο BR(0)

(2.9) ∆u = 0 στην BR(0), u
∣∣∣
∂BR(0)

= φ

ϑα πρέπει να αποδείξουµε κατα κάποιο τρόπο το αντίστροφο.

Ας δώσουµε έναν ορισµό:

Κλασική λύση ονοµάζουµε τη συνάρτηση που ανήκει στο C2(Ω) ∩ C0(Ω),
επαληθευει την εξίσωση σε κάθε σηµείο του Ω και την συνοριακή συνθήκη σε

κάθε σηµείο του ∂Ω.

Θεώρηµα 2.1 (ύπαρξη). ΄Εστω ότι φ ∈ C0(∂BR(0)), τοτε η συνάρτηση

(2.10) u(x) =
R2 − |x|2

ωnR

∫
∂BR

φ(ξ)

|x− ξ|n
ds

είναι κλασική λύση του προβλήµατος (2.9).

Απόδειξη. Το ότι η u(x) είναι αρµονική άµεσα προκύπτει απο το γεγονός

οτι η G(x, ξ) και η
∂G(x,ξ)
∂ν είναι αρµονικές ως προς το x συναρτήσεις άρα

∆xu = 0. Συνεπώς αρκεί να δείξουµε οτι επαληθεύεται η συνοριακή αυνθήκη.

Απο τον τύπο Poissone (ϑέτοντας u ≡ 1) για

P (x, ξ) =
R2 − |x|2

ωnR|x− ξ|n

(η συνάρτηση P (x, ξ) ονοµάζεται πυρίνας Poissone) έχουµε∫
∂BR

P (x, ξ)ds = 1 ∀x ∈ BR(0) (ξ ∈ ∂BR(0)).

Θέλουµε να εκτιµήσουµε τη διαφορά u(x) − φ(x0) όπου x0 ∈ ∂BR. Πιο

συγκεκριµένα ϑέλουµε ∀ε > 0 να υπάρχει ενα δε > 0 ε.ω. |u(x)− φ(x0)| < ε
όταν |x− x0| < δε (x ∈ BR). ΄Εχουµε

|u(x)− φ(x0)| =
∣∣∣ ∫

∂BR

P (x, ξ)[φ(ξ)− φ(x0)
]
ds
∣∣∣ ≤∫

∂BR

P (x, ξ)
∣∣φ(ξ)− φ(x0)

∣∣ds =∫
|ξ−x0|≤δ∩∂BR

P (x, ξ)
∣∣φ(ξ)− φ(x0)

∣∣ds+∫
|ξ−x0|>δ∩∂BR

P (x, ξ)
∣∣φ(ξ)− φ(x0)

∣∣ds = I1 + I2

για κάθε δ > 0.
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Θα εκτιµήσουµε τα δυο ολοκληρώµατα στο δεξί µέρος. Για κάθε ε > 0
(λόγω της συνέχειας της φ) µπορούµε να ϐρούµε ένα δ1 > 0 τ.ω.

|φ(ξ)− φ(x0)| < ε/2 για |ξ − x0| < δ1 (ξ ∈ ∂BR).

Για τέτοια δ1 έχουµε

I1 =

∫
|ξ−x0|≤δ1∩∂BR

P (x, ξ)
∣∣φ(ξ)− φ(x0)

∣∣ds < ε

2

∫
∂BR

P (x, ξ)ds =
ε

2
.

Θα εκτιµήσουµε το δεύτερο ολοκλήρωµα I2. ΄Εστω |φ| ≤ M . Αφού έχουµε

επιλέξει το δ1, έχουµε

I2 =

∫
|ξ−x0|>δ1∩∂BR

P (x, ξ)
∣∣φ(ξ)− φ(x0)

∣∣ds.
Ας παρουµε το x τ.ω. |x− x0| < δ1/2. Επειδή |ξ − x0| > δ1 ϑα έχουµε

|ξ − x0| ≤ |ξ − x|+ |x− x0| ≤ |ξ − x|+
δ1

2
≤ |ξ − x|+ 1

2
|ξ − x0|,

άρα

|ξ − x| ≥ 1

2
|ξ − x0| >

δ1

2
.

Συνεπώς

1

|ξ − x|n
<

1

(δ1/2)n
.

΄Αρα έχουµε

I2 ≤ 2M
R2 − |x|2

ωnR

1

(δ1/2)n

∫
|ξ|=R

ds = 2MRn−2R
2 − |x|2

(δ1/2)n

Εδώ χρησηµοποιήσαµε το γεγονός ότι∫
|ξ|=R

= ωnR
n−1.

Επιλέγοντας τώρα το |x−x0| < δε αρκετά µικρό (δηλαδη |x| ϑα είναι κοντά

στο R) έχουµε

2MRn−2R
2 − |x|2

δn1
<
ε

2

άρα για |x− x0| < δε ισχύει οτι

|u(x)− φ(x0)| < ε.

�
Παρατήρηση. Για τυχαίο χωρίο η κατασκευή της συνάρτησης Green είναι

αδήνατη.

Θεώρηµα 2.2 (µοναδικότητα). Η κλασική λύση του προβλήµατος

∆u = f(x) στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= φ

είναι µοναδική.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι εκτός απο την λύση u υπάρχει µια άλλη λύση v, τότε
για w ≡ u− v έχουµε

∆w = 0 στο Ω, w
∣∣∣
∂Ω

= 0.

Απο την Αρχή του Μεγίστου προκύπτει ότι w ≡ 0 στο Ω άρα u ≡ v στο Ω.

�
Παρατήρηση. Την µοναδικότητα την αποδείξαµε για τυχαίο χωρίο και για

µη οµογενής εξίσωση.

Είµαστε τωρα έτοιµοι για να αποδείξουµε τις δυο τελευταίες ϐασικές ιδιό-

τητες των αρµονικών συναρτήσεων.

V. Αντίστροφος ισχυρισµός. ΄Εστω v(x) συνεχής στο Ω συνάρτηση για

την οποία ισχύει το εξής : ∀x ∈ Ω και ∀ρ ∈ (0, d) όπου το d = dist(x, ∂Ω),
έχουµε

v(x) =
1

ωnρn−1

∫
|x−ξ|=ρ

v ds.

Τότε η v(x) είναι αρµονική συνάρτηση στο Ω.

Απόδειξη. Πράγµατι, όπως αποδείξαµε πάνω η v δεν λαµβάνει ούτε το

µέγιστό της ούτε το ελάχιστο της στο Ω αν δεν είναι σταθερή. ΄Εστω τώρα u
αρµονική στη µπάλα |x0 − x| < r ⊂ Ω συνάρτηση τ.ω.

u = v στο |x0 − x| = r.

Προφανώς για την w = u − v ισχύει το πρώτο ϑεώρηµα της µέσης τιµής

και συνεπώς η w δεν λαµβάνει ούτε το µέγιστο της ούτε το ελάχιστό της στο

|x0 − x| = r(αν δεν είναι σταθερή). Λαµβάνοντας υπ όψιν οτι στο |x0 − x| = r
η w = 0 καταλήγουµε στο ότι w ≡ 0 στο |x0 − x| ≤ r δηλαδή u ≡ v στο

|x0 − x| ≤ r. Συνεπώς η v είναι αρµονική σε κάθε µπάλα ⊂ Ω άρα αρµονική

στο Ω.

�

Λέµε ότι η u(x) είναι άνω (κάτω) ϕραγµένη στο Ω αν υπάρχει σταθερά M
τ.ω. u(x) ≤M (u(x) ≥M ).

VI.Θεώρηµα 2.3 (Liouville). ΄Εστω η u(x) είναι αρµονική στον Rn
και

είναι άνω ή κάτω ϕραγµένη. Τότε η u(x) είναι σταθερά.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η u(x) είναι κάτω ϕραγµένη. Χωρίς ϐλάβη της γενικό-

τητας µπορούµε να υποθέσουµε οτι η u ≥ 0. Αλλιως ϑεωρούµε την v ≡ u−M
και αρκεί να αποδείξουµε οτι η v είναι σταθερά.

΄Εστω x τυχαίο σηµείο στον Rn, για κάθε |x| < R και |ξ| = R έχουµε

R+ |x| ≥ |ξ − x|
(αφού (R+ |x|)2 = R2 +2|x|R+ |x|2 ≥ |ξ|2 + |x|2−2x · ξ = |ξ−x|2), συνεπώς

R− |x|
(R+ |x|)n

≤ R− |x|
|ξ − x|n

και

R− |x|
(R+ |x|)n−1

≤ R2 − |x|2

|ξ − x|n
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Επίσης για |x| < R και |ξ| = R έχουµε |ξ − x| ≥ R − |x| (αφού |ξ − x| ≥
|ξ| − |x| = R− |x|), άρα

R+ |x|
|ξ − x|n

≤ R+ |x|
(R− |x|)n

και

R2 − |x|2

|ξ − x|n
≤ R+ |x|

(R− |x|)n−1
.

∆ηλαδή

R− |x|
(R+ |x|)n−1

≤ R2 − |x|2

|ξ − x|n
≤ R+ |x|

(R− |x|)n−1
.

Πολλαπλασιάζοντας την σχέση αυτή µε (Rωn)−1u(ξ) και ολοκληρώνοντας πά-

νω στο |ξ| = R έχουµε

1

ωnR

R− |x|
(R+ |x|)n−1

∫
|ξ|=R

u(ξ)ds ≤ R2 − |x|2

ωnR

∫
|ξ|=R

u(ξ)

|ξ − x|n
ds ≤

1

ωnR

R+ |x|
(R− |x|)n−1

∫
|ξ|=R

u(ξ)ds.

Τώρα λαµβάνοντας υπ όψιν τον τύπο Poissone και το πρώτο ϑεώρηµα της

Μεσης Τιµής καταλήγουµε στην σχέση

(2.12)
(R− |x|)Rn−2

(R+ |x|)n−1
u(0) ≤ u(x) ≤ (R+ |x|)Rn−2

(R− |x|)n−1
u(0).

Η τελευταία ανισότητα ισχύει ∀R > |x| άρα (R→ +∞)

u(0) ≤ u(x) ≤ u(0).

Συνεπώς u(x) = u(0) για κάθε x δηλαδή η u είναι σταθερα.

Στην περίπτωση της άνω ϕραγµένης συνάρτησης η απόδειξη είναι παρό-

µοια.

�

Λήµµα 2.1. (ανισότητα Harnack). ΄Εστω u(x) ≥ 0 αρµονική στο χωρίο

Ω ⊂ Rn
συνάρτηση. Τότε για κάθε ϕραγµένο χωρίο Ω′ ⊂ Ω υπάρχει µια

σταθερά C > 0 που εξαρτάται µόνο από Ω′, Ω και n ε.ω.

sup
Ω′

u ≤ C inf
Ω′
u.

Απόδειξη. ΄Εστω x, y ∈ Ω′ τ.ω.

|x− y| ≤ r =
1

4
dist(Ω′, ∂Ω).

΄Εχουµε ότι B2r(x) ⊂ Ω. Προφανώς Br(y) ⊂ B2r(x), άρα (2-ο Θεώρηµα

µέσης τιµής)

u(x) =
n

ωn(2r)n

∫
B2r(x)

udξ ≥ 1

2n
n

ωnrn

∫
Br(y)

udξ =
1

2n
u(y).
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Συνεπώς u(x) ≥ 1/2nu(y) και λόγω συµµετρίας των x, y, παροµοίως u(y) ≥
1/2nu(x), δηλαδή

(2.13)
1

2n
u(y) ≤ u(x) ≤ 2nu(y) για |x− y| ≤ r.

Καλύπτοντας το χωρίο Ω′ µε πεπερασµένο πλήθος µπαλών Bi, i = 1, ...,m,

Bi ∩Bj 6= ∅. Η (2.13) παίρνουµε ισχύει σε κάθε τέτοια µπάλα, άρα

u(x) ≤ (2n)mu(y) ∀x, y ∈ Ω′.

Τουτέστιν αποδείξαµε το Ϲητούµενο µε C = (2n)m.

�

Υπάρχουν και άλλες µορφές αυτής της ανισότητας π.χ. και η (2.12) είναι

ανισότητα Harnack.

Ασκήσεις

1. ΄Εστω u(x, y) και v(x, y) αρµονικές στον R2
συναρτήσεις. Υποθέτουµε

ότι η u(x, y) είναι ϕραγµένη στον R2
και u(1, 0) = 2. Υπολογίστε τη διαφορά

u(0, 0)− v(0, 0) αν

v
∣∣∣
x2+y2=1

= sin φ+ 1, όπου x = cosφ, y = sinφ, φ ∈ [0, 2π).

2. ΄Εστω u(x, y) και v(x, y) αρµονικές στον R2
συναρτήσεις. Τι πρόσηµο

έχει η διαφορά u(0, 0)− v(0, 0) αν

u
∣∣∣
x2+y2=1

=
1

2
− sin φ

(
όπου x = cosφ, y = sinφ, φ ∈ [0, 2π)

)
και

v
∣∣∣
(x−2)2+y2=32

≤ 0.

3. ΄Εστω η u(x) αρµονική µη αρνητική στο Ω συνάρτηση. Αποδείξτε ότι για

κάθε x, y ∈ Ω µε |x− y| ≤ r ⊂ Ω ισχύει

u(x) ≥
(3

4

)n
u(y).

§3 ΄Αλλα συνοριακά προβλήµατα

Παροµοίως µε το πρόβληµα Dirichlet µπορούν να αντιµετωπιστούν και τα

δυο άλλα συνοριακά προβλήµατα.

΄Εστω έχουµε τρίτο συνοριακό πρόβληµα (ή αλλοιώς µεικτό πρόβληµα ή

προβληµα Robin):

∆u = 0 στο Ω,
∂u

∂ν
+ hu

∣∣∣
∂Ω

= φ, h 6= 0.

Σε αυτή την περίπτωση στη σχέση (2.2) στο ολοκλήρωµα ως προς ∂Ω προσθέ-

τουµε και αφαιρούµε τον όρο huG για να πάρουµε

u(x) =

∫
∂Ω

[
u(ξ)

(∂G(x, ξ)

∂νξ
+ hG

)
−
(∂u(ξ)

∂νξ
+ hu

)
G(x, ξ)

]
ds+
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(3.1)

∫
Ω

∆u(ξ)G(x, ξ)dξ.

΄Οπως στην περίπτωση του προβλήµατος Dirichlet ψάχνουµε τη συνάρτηση

Green σε µορφή G = E + v εδω όµως απαιτούµε

∂G

∂ν
+ hG

∣∣∣
∂Ω

= 0

για να εξαφανίσουµε την συνάρτηση u(ξ) η οποία (στην περίπτωση προβλή-

µατος Robin) δεν είναι δοσµένη στο ∂Ω, Τότε για αρµονική u ο τύπος (3.1) ϑα

πάρε την µορφή

u(x) = −
∫
∂Ω

(∂u(ξ)

∂νξ
+ hu

)
G(x, ξ)ds.

Αν το χωρίο µας είναι µπάλα η συνάρτηση Green µπορεί να κατασκευαστεί.

Για το πρόβληµα Neumann

∆u = 0 στο Ω,
∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= φ.

τα πράγµατα είναι λίγο πιο πολύπλοκα. Εδώ ϑα περίµενε κανείς ότι ϑα πρέπει

να ϐρούµε µια συνάρτηση Green τ.ω.

(3.2)
∂G

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= 0

για να εξαφανίσουµε στον τύπο (2.2) την συνάρτηση u(ξ) η οποία δεν είναι

δοσµένη στο ∂Ω. Αυτό όµως δεν είναι εφικτό. Πράγµατι αν υποθέσουµε

ότι τέτοια συνάρτηση Green υπάρχει, τότε πρέπει να υπάρχει µια αρµονική

συνάρτηση v = G− E η οποία επαληθευει την συνοριακή συνθήκη

∂v

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= −∂E
∂ν

∣∣∣
∂Ω
.

Θέτοντας στον τύπο (1.6) u ≡ 1 ϑα πάρουµε∫
∂Ω

∂E

∂ν
ds = 1

άρα άτοπο (ϐλ. την ιδιότητα Ι των αρµονικών συναρτήσεων). Για αυτό ϑα

πάρουµε αντί της (3.2) την ακόλουθη

∂G

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= S0

όπου το

S0 =
(∫

∂Ω
ds
)−1

.

Τώρα δεν έχουµε αντίφαση, αφού∫
∂Ω

(
S0 −

∂E

∂ν

)
ds = 0,
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και για µπάλα τέτοια συνάρτηση µπορεί να κατασκευαστεί. Ο αντίστοιχως

(στον (2.4) ) τύπος ϑα είναι ο εξής

u(x) = −
∫
∂Ω
G(x, ξ)

∂u(ξ)

∂νξ
ds+ C

όπου C αυθαίρετη σταθερά.

Ασκήσεις.

1. Ποια είναι η αναγκαία συνθήκη για να έχει λύση το εξής πρόβληµα

Neumann:
∆u = f(x) στο Ω ⊂ Rn,

∂ u

∂ ν
= φ(s) στο ∂Ω

όπου ν µοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσµα στο ∂Ω.

§4 Πρόβληµα Dirichlet για την εξίσωση Laplace σε γενικά χωρία

΄Εστω v(x) ∈ C0(Ω) και B ⊂ Ω τυχαία (ανοιχτή) µπάλα (στο B ⊂ Ω).

Ορίζουµε την συνεχής συνάρτηση HB[v] ως εξής

HB[v](x) =

{
αρµονική για x ∈ B,
v(x) για x ∈ Ω \B .

Η ύπαρξη µιας τετοιας συνάρτησης προκήπτη απο το Θεώρηµα 2.1.

Ορισµός. Λέµε ότι η συνάρτηση v είναι ύφαρµονικη στο Ω αν για κάθε

µπάλα B ⊂ Ω ισχύει

v ≤ HB[v]
(
v(x) ≤ HB[v](x)

)
.

Προφανώς αν οι v1, ..., vn είναι υφαρµονικές τότε και ο γραµµικός συνδυα-

σµός τους µε ϑετικές σταθερές είναι επίσης υφαρµονική συνάρτηση. Αν η v
είναι αρµονική τοτε είναι και υφαρµονική.

Θα διατυπώσουµε τωρα δυο λήµµατα, τις αποδείξεις των οποίων ϑα δώσουµε

αργότερα (ϐλ. Θεώρηµα 7.1).

Λήµµα 4.1. ΄Εστω u ∈ C2(Ω) και ∆u ≥ 0 τότε η u δεν λαµβάνει το µέγιστό

της στα εσωτερικα σηµεία του Ω αν δεν είναι σταθερή.

Απο το Λήµµα 4.1 άµεσα προκύπτει ότι αν v ∈ C2(Ω) και ∆v ≥ 0, τότε η v
είναι υφαρµονική. Πράγµατι,

v(x) = HB[v](x)

για x ∈ Ω \B (B τυχαία µπάλα στο Ω). Αν x ∈ B έχουµε

∆(v −HB[v]) ≥ 0.

Λαµβάνοντας υπ όψιν ότι v ,HB[v] ∈ C0(B) και ότι

v −HB[v]
∣∣∣
∂B

= 0

καταλήγουµε στο ότι v(x) ≤ HB[v](x) και για x ∈ B.
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Ορισµός. Λέµε ότι η C0(Ω) συνάρτηση v είναι υπεραρµονική στο Ω αν για

κάθε µπάλα B ⊂ Ω ισχύει

v ≥ HB[v].

Λήµµα 4.2. ΄Εστω u ∈ C2(Ω) και ∆u ≤ 0 τότε η u δεν λαµβάνει το ελάχιστό

της στα εσωτερικα σηµεία του Ω αν δεν είναι σταθερή.

Απο το Λήµµα 4.2 άµεσα προκύπτει ότι αν v ∈ C2(Ω) και ∆v ≤ 0 τότε η v
είναι υπεραρµονική. Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτήν του Λήµµατος 2.

Μερικές ιδιότητες των υφαρµονικών συναρτήσεων

Ι. Αν η v ≥ 0 στο Ω τότε και η HB[v] ≥ 0 στο Ω.

Πράγµατι, για x ∈ Ω\B έχουµεHB[v] = v ≥ 0, στο B ηHB[v] είναι αρµο-

νική συνεπως απο αρχή του µεγίστου (αφου HB[v]
∣∣∣
∂B
≥ 0) έχουµε HB[v] ≥ 0

στο B
Απο την ιδιοτητα αυτή προκύπτει οτι αν v1 − v2 ≥ 0 τότε

HB[v1 − v2] ≡ HB[v1]−HB[v2] ≥ 0.

ΙΙ. Αρχή του µεγίστου για υφαρµονικές συναρτήσεις. Η υφαρµονική στο Ω
συνάρτηση δεν λαµβάνει το µέγιστό της στα εσωτερικά σηµεια του Ω αν δεν είναι

σταθερά.

Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι στο σηµειο x0 ∈ Ω \ ∂Ω η υφαρµονική

συνάρτηση v λαµβάνει το µέγιστό της. Θεωρούµε την µπάλα Bρ(x0) ⊂ Ω
(ρ < δ = dist(x0, ∂Ω)) και την συνάρτηση w = HBρ(x0)[v]. ΄Εχουµε

maxw
∣∣∣
∂Bρ(x0)

= max v
∣∣∣
∂Bρ(x0)

≤ v(x0)

(w και v συµπίπτουν στο Ω \ Bρ(x0) εξ ορισµού, στο x0 η v έχει µέγιστο).

Λαµβάνοντας υπ όψιν ότι εξ ορισµού v(x0) ≤ HBρ(x0)[v](x0) = w(x0), έχουµε
για αρµονική w(x)

maxw
∣∣∣
∂Bρ(x0)

≤ w(x0)

άρα (απο αρχή µεγίστου για αρµονικές συναρτήσεις) ηw(x) σταθερά στο χωρίο

Bρ(x0) και συνεπώς η v(x) σταθερά στο σύνορο του ∂Bρ(x0). Παρατηρούµε

οτι ρ ειναι τυχαίο µεταξύ του 0 και dist(x0, ∂Ω), µεταβάλλοντας τωρα το ρ
στο διάστηµα (0, δ) καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η v είναι σταθερή στη

µπάλα Bδ(x0).
Το ότι η v ϑα είναι σταθερή παντού στο Ω αποδεικνυεται όπως και στην

περίπτωση των αρµονικών συναρτήσεων.

�

ΙΙΙ. Αν οι συναρτήσεις v1, v2, . . ., vm είναι υφαρµονικές σε ένα χωρίο Ω, τότε

και η max(v1, v2, ..., vm) είναι υφαρµονική στο Ω.
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Αυτό προκύπτει απο την ιδιότητα Ι αφού v − vi ≥ 0 και συνεπώς (∀ µπάλα

B στο Ω) HB[v] ≥ HB[vi] ≥ vi (i = 1, ..., m) (η δευτερη ανισότητα ισχύει

επειδή οι vi είναι υφαρµονικές). ΄Αρα

v = max(v1, v2, ..., vm) ≤ HB[v].

�

IV . Αν η συνάρτηση v είναι υφαρµονική σε ένα χωρίο Ω, τότε και η HB0 [v]
είναι υφαρµονική στο Ω.

Εδώ B0 µια µπάλα στο Ω. Αυτό που πρέπει να αποδείξουµε είναι ότι για

κάθε µπάλα B ⊂ Ω ισχύει

w ≤ HB[w] όπου w = HB0 [v].

∆ηλαδή συγκρίνουµε τις συναρτήσεις

w(x) =

{
αρµονική για x ∈ B0,
v(x) για x ∈ Ω \B0

και

HB[w](x) =

{
αρµονική για x ∈ B,
w(x) για x ∈ Ω \B .

όπου v µια υφαρµονική συνάρτηση.

Θα διακρίνουµε περιπτώσεις.

α). Αν B ⊂ B0 τότε w = HB[w].
Πράγµατι, στο B οι w καιHB[w] συµπίπτουν επειδή δυο αρµονικές συναρ-

τήσεις αν είναι ίσες στο συνορο του χωρίου ϑα είναι ίσες και στο χωρίο. Στο

Ω \B αυτές συµπίπτουν εξ ορισµού.

ϐ). Θεωρούµε τωρα την περίπρωση B0 ⊂ B.

Στο Ω \ B οι w και HB[w] συµπίπτουν εξ ορισµού. Στο B η HB[w] είναι

αρµονική και η w υφαρµονική (αφου η w στο B0 αρµονική και στο B \ B0

ισούται µε v, άρα υφαρµονική). Συνεπώς w − HB[w] υφαρµονική και (ϐλ.

ιδιοτητα ΙΙ)

w −HB[w]
∣∣∣
∂B

= 0 ⇒ w −HB[w]
∣∣∣
B
≤ 0.

(Παρατηρούµε ότι σύµφωνα µε τον ορισµό w υφαρµονική στο B σηµαίνει

w ≤ HB1 [w] για κάθε µπάλα B1 ⊂ B.)

γ). Αν B ⊂ Ω \B0, τότε πάλι όπως στην περίπτωση α), w ≤ HB[w].
Πράγµατι, στο B η HB[w] είναι αρµονική ενώ η w = v στο B υφαρµονική,

άρα η w − HB[w] υφαρµονική στο B και µηδέν στο ∂B, συνεπώς (ϐλ. την

ιδιότητα ΙΙ) w −HB[w] = 0 στο B (στο Ω \B προφανώς συµπίπτουν).

δ). ΄Εστω τωρα B0 ∩ B 6= ∅ και B0 δεν είναι υποσύνολο το B όυτε το

αντίστροφο.

Στο B \B0 ισχύει

w = HB0 [v] = v ≤ HB[v] = HB[w]

(η τελευταία σχέση λαµβάνει χώρα επειδή w = v εκτός του B0).
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Στο B ∩ B0 οι w και HB[w] είναι αρµονικές, και στο ∂
(
B ∩ B0

)
ισχύει

w ≤ HB[w], αρα απο αρχή µεγίστου

w ≤ HB[w] για x ∈ B ∩B0.

Προφανώς στο Ω \B οι w και HB[w] συµπίπτουν.
�

Θα δωσουµε χωρίς απόδειξη ενα Θεώρηµα το οποίο ϑα µας χρειαστεί πα-

ϱακάτω.

Θεώρηµα 4.1 (συµπάγειας). Κάθε οµοιόµορφα ϕραγµένη ακολουθία αρ-

µονικών στο Ω συναρτήσεων έχει υπακολουθία που συγκλίνει οµοιόµορφα σε

κάθε συµπαγές υποσύνολο του Ω. Το όριο είναι αρµονική συνάρτηση.

Για να αποδείξουµε την ύπαρξη της λύσης του προβλήµατος Dirichlet ϑα

εισάγουµε την εννοια της κάτω και άνω συνάρτησης.

Ορισµός.΄Εστω ότι η συνάρτηση φ ∈ C0(∂Ω).
Η συνάρτηση v ∈ C0(Ω) ονοµάζεται κάτω συνάρτηση της φ στο Ω αν είναι

υφαρµονική στο Ω και στο ∂Ω έχουµε

v
∣∣∣
∂Ω
≤ φ.

Η συνάρτηση V ∈ C0(Ω) ονοµάζεται άνω συνάρτηση της φ στο Ω αν είναι

υπεραρµονική στο Ω και στο ∂Ω έχουµε

V
∣∣∣
∂Ω
≥ φ.

Προφανώς καθε σταθερά C ≤ inf∂Ω φ έναι κάτω συνάρτηση της φ στο Ω και

καθε σταθερά C ≥ sup∂Ω φ έναι άνω συνάρτηση της φ στο Ω.

΄Εστω οτι το Fφ είναι το σύνολο των κάτω συναρτήσεων της φ στο Ω.

Θεώρηµα 4.2 (Perron). Η συνάρτηση

u(x) = sup
v∈Fφ

v(x)

είναι αρµονική στο Ω.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι λόγω αρχής µεγίστου (ϐλ. την ιδιότητα ΙΙ)

∀v ∈ Fφ ισχύει ότι

v(x) ≤ sup
∂Ω

φ(s) ∀x ∈ Ω

αρα η u(x) είναι ορισµένη παντού στο Ω.

Αυτό που ϑα κάνουµε τώρα είναι ϑα κατασκευασουµε σε µια τυχαία µπάλα

στο Ω µια αρµονική συνάρτηση w(x) (ϐλ. παρακάτω) και ϑα δείξουµε οτι η

u(x) συµπίπτει µε την w(x) σε αυτήν την µπάλα.

Ας πάρουµε ενα τυχαίο σηµείο x0 στο Ω, απο τον ορισµό της u έχουµε ότι

υπάρχει ακολουθία {vm} ∈ Fφ τ.ω.

vm(x0)→ u(x0) καθώς m→∞.
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Η ακολουθία αυτη είναι άνω ϕραγµένη (αφου vm ≤ supφ(s)). Χωρίς ϐλαβη

της γενικότητας µπορούµε να ϑεωρήσουµε οτι η {vm} είναι και κάτω ϕραγµένη

επιλέγοντας αντί της {vm} την max({vm}, inf φ). Πράγµατι

inf φ ≤ max({vm}, inf φ) ≤ supφ,

αρα η καινούργια ακολουθία είναι ϕραγµένη, επίσης έχουµε οτι η συνάρτηση

max({vm}, inf φ) είναι υφαρµονική (ϐλ. την ιδιότητα ΙΙΙ) και

max({vm}, inf φ)
∣∣∣
∂Ω
≤ φ

δηλαδή η συνάρτηση max({vm}, inf φ) ∈ Fφ ∀m. Τέλος απο την

0 ≤ u(x0)−max({vm(x0)}, inf φ) ≤ u(x0)− vm(x0)

προκύπτει ότι

max({vm(x0)}, inf φ)→ u(x0) όταν m→∞.
΄Αρα παίρνουµε την {vm} να είναι ϕραγµένη.

΄ΕστωB0 = Bδ(x0) µια µπάλα µε κέντρο στο x0 και ακτίνα δ < dist(x0, ∂Ω).
Θεωρούµε τις συναρτήσεις

Vm(x) = HB0 [vm](x).

Η ακολουθία {Vm} είναι ϕραγµένη. ΄Εχουµε οτι η Vm(x) είναι υφαρµονική

∀m (ϐλ. την ιδιότητα ΙV ) και

Vm(x)
∣∣∣
∂Ω

= vm(x)
∣∣∣
∂Ω
≤ φ

άρα Vm ∈ Fφ. Επίσης έχουµε (εξ ορισµού των υφαρµονικών συναρτήσεων) ότι

οι Vm είναι αρµονικές στο χωρίοB0. Από το Θεώρηµα της συµπάγειας υπάρχει

ύπακολουθία Vmk(x) η οποια συγκλίνει οµοιόµορφα στο Bρ(x0) ∀ρ < δ σε

µια αρµονική (στο Bρ(x0)) συνάρτηση w(x). Προφανώς

(4.1) vm ≤ Vm ≤ u
(η πρώτη ανισότητα ισχύει αφου vm υφαρµονική και η δευτερη αφου Vm ∈
Fφ)) αρα

Vmk(x0)→ u(x0) καθώς k →∞
και συνεπώς

w(x0) = u(x0).

Επίσης απο την (4.1) έχουµε οτι

w(x) ≤ u(x).

Ο σκοπός µας τώρα είναι να αποδείξουµε ότι w(x) ≡ u(x) στη µπάλα B0

δηλαδή u(x) αρµονική στη B0, και λαµβάνοντας υπ όψιν οτι το x0 ειναι αυ-

ϑαίρετο σηµειο του χωρίου Ω, ϑα καταλήξουµε στο οτι η u(x) είναι αρµονική

στο Ω.

΄Εστω οτι αυτό δεν ισχύει, τουτ έστιν υπάρχει x1 ∈ B0 (µε x1 6= x0) τ.ω.

w(x1) < u(x1),
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τότε υπάρχει µια συνάρτηση w̃(x) ∈ Fφ τ.ω.

(4.2) w(x1) < w̃(x1).

Θεωρούµε την ακολουθία των υφαρµονικών συναρτήσεων (ϐλ. τις ιδιότητες ΙΙΙ,

ΙV )

ωk = max(w̃, Vmk)

και

Wk = HB0 [ωk]

(προφανώς ωk ∈ Fφ). ΄Οπως και πρίν υπάρχει υπακολουθία Wks που συγκλί-

νει οµοιόµορφα στο χωρίο Bρ(x0) στην αρµονική σε αυτό το χωριο συνάρτηση

ω1. Ισχύει οτι

Vmk ≤ ωk ≤ HB0 [ωk] = Wk

συνεπώς

(4.3) w(x) ≤ ω1(x) ≤ u(x) στο Bρ(x0)

(η δευτερη ανισότητα στο (4.3) λαµβάνει χώρα επειδή ω1 ∈ Fφ). Από την (4.3)

αφου w(x0) = u(x0) έχουµε οτι

w(x0) = ω1(x0) = u(x0) στο Bρ(x0).

Θεωρούµε την αρµονική συνάρτηση

ψ(x) = ω1(x)− w(x)

για την οποια ισχύει (ϐλ. (4.3) ) ψ(x) ≥ 0 στην µπάλα Bx0(ρ) και ψ(x0) = 0,
αρα (απο αρχή µεγίστου) ψ(x) ≡ 0 και συνεπώς ω1(x) ≡ w(x) στην µπάλα

Bx0(ρ). Καταλήγουµε στο οτι

w(x1) = ω1(x1) ≥ w̃(x1).

άτοπο (ϐλ. (4.2) ).

�

Αποδείξαµε οτι η u = supv∈Fφ v επαληθευει την εξίσωση Laplace στο Ω. Για

να λύσουµε το πρόβληµαDirichlet πρέπει να δείξουµε οτι η u επαληθευει και

την συνοριακή συνθήκη.

Θα δούµε τώρα ότι υπο ποιες προυποθέσεις σχετικά µε το χωρίο ισχύει οτι

∀x0 ∈ ∂Ω

u(x)→ φ(x0) καθώς x→ x0 x ∈ Ω,

ϑα ϑυµίσουµε οτι η συνάρτηση φ είναι συνεχής στο ∂Ω.

Ορισµός. Λέµε οτι το χωρίο Ω επαληθευει την συνθήκη της εξωτερικής

σφαίρας στο σηµείο x0 ∈ ∂Ω αν υπάρχει y 6∈ Ω και αριθµός R > 0 τέτοιοι ωστε

Ω ∩By(R) = {x0}.
Λέµε οτι το χωρίο Ω επαληθευει την συνθήκη της εξωτερικής σφαίρας αν η

συνθήκη αυτη επαληθεύεται σε κάθε σηµείο του ∂Ω.

Εδω By(R) µπάλα µε κέντρο στο σηµείο y και ακτίνα R. Προφανώς |x0 −
y| = R.
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Θεώρηµα 4.3. Αν u(x) = supv∈Fφ v(x) και στο σηµείο x0 το χωρίο Ω
επαληθευει τη συνθήκη της εξωτερικής σφαίρας, τότε

lim
x→x0

u(x) = φ(x0) x ∈ Ω

Απόδειξη. ΄Εστω n ≥ 3. Ορίζουµε την συνάρτηση h(x):

h(x) =
1

Rn−2
− 1

|x− y|n−2
.

Προφανώς h(x0) = 0 και h(x) > 0 στο Ω \ {x0}. Αφου η φ είναι συνεχής

έχουµε οτι ∀ε > 0 ∃δ > 0 ε.ω.

|φ(x)− φ(x0)| < ε για |x− x0| < δ, x ∈ ∂Ω.

Επίσης υπάρχει σταθερά C > 0 τ.ω. Ch(x) > 2M για |x − x0| ≥ δ αφου

h(x) > 0 στο Ω \ {x0}, εδω M = sup |φ|. Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα

αρκεί να δείξουµε ότι ισχύει η ανισότητα

|u(x)− φ(x0)| ≤ ε+ Ch(x)

διότι

Ch(x)→ 0 καθώς x→ x0.

΄Αρα ϑέλουµε να ισχύει η

(4.4) φ(x0)− ε− Ch(x) ≤ u(x) ≤ φ(x0) + ε+ Ch(x), ∀x ∈ Ω.

΄Εχουµε ότι η

φ(x0)− ε− Ch(x)

είναι κάτω συνάτηση. Πράγµατι, η συνάρτηση αυτη είναι αρµονική άρα και

υφαρµονική και

φ(x0)− ε− Ch(x)
∣∣∣
∂Ω
≤ φ(x) ∀x ∈ ∂Ω.

Το τελευταίο ισχύει διότι στο ∂Ω για |x− x0| < δ έχουµε

φ(x0)− φ(x) < ε

και για |x− x0| ≥ δ

φ(x0)− φ(x) ≤ 2M ≤ Ch(x).

Συνεπώς η πρώτη ανισότητα στην (4.4) προκύπτει από τον ορισµό της u(x) ως

το supremum των κάτω συναρτήσεων.

Για να αποδείξουµε τη δεύτερη ανισότητα της (4.4) ϑα διαπιστώσουµε πρώτα

ότι η

φ(x0) + ε+ Ch(x)

είναι άνω συνάρτηση. Γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση αυτή είναι αρµονική άρα

και υπεραρµονική και

φ(x0) + ε+ Ch(x)
∣∣∣
∂Ω
≥ φ(x), ∀x ∈ ∂Ω.
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Αυτό ισχύει διότι στο ∂Ω για |x− x0| < δ έχουµε

φ(x)− φ(x0) < ε

και για |x− x0| ≥ δ

φ(x)− φ(x0) ≤ 2M ≤ Ch(x).

Η δεύτερη ανισότητα της (4.4) προκύπτει από το γεγονός οτι κάθε κάτω συ-

νάρτηση είναι µικρότερη από κάθε άνω συνάρτηση.

Για n = 2 η µόνη διαφορά είναι ότι την h(x) την ορίζουµε ως εξής

h(x) = ln
|x− y|
R

�
Συνοψίζοντας έχουµε:

Θεώρηµα 4.4 (ύπαρξης και µοναδικότητας). Αν η φ ∈ C0(∂Ω) και το

χωρίο Ω επαληθεύει την συνθήκη της εξωτερικής σφαίρας, τότε το πρόβληµα

Dirichlet

∆u = 0 στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= φ.

έχει µοναδική (κλασική) λύση.

Παρατήρηση. 1. Η συνθήκη της εξωτερικής σφαίρας δεν είναι ϐέλτηστη.

2. Υπάρχουν χωρία για τα οποία το πρόβληµα Dirichlet για την εξίσωση

Laplace δεν έχει λύση. Π.χ. για n ≥ 3 χωρίο µε αρκετά µυτερό εσωτερικό

αγκάθι. Η αιχµή του αγκαθιου είναι το σηµείο οπου δεν ϑα επαληθευεται η

συνοριακή συνθήκη.

Ασκήσεις

1. Αποδείξτε ότι αν η v είναι υπεραρµονική στο Ω τότε η −v είναι υφαρµο-

νική στο Ω.

2. Αποδείξτε ότι αν ∆v ≤ 0 στο Ω τότε η v είναι υπεραρµονική στο Ω.

3. Αποδείξτε ότι αν η υπεραρµονική σε ενα χωρίο Ω συνάρτηση v λαµβάνει

το ελάχιστό της σε εσωτερικό σηµείο του Ω τότε είναι σταθερή.

4. Αποδείξτε ότι αν οι v1, ..., vm είναι υπεραρµονικές σε ενα χωρίο Ω τότε

και η συνάρτηση v = min(v1, ..., vm) είναι υπεραρµονική στο Ω.

5. Αποδείξτε ότι αν η v είναι υπεραρµονική σε ενα χωρίο Ω τότε και η

συνάρτηση w = HB0 [v] είναι υπεραρµονική (B0 καποια µπάλα στο Ω).

6. Γιατί η ακολουθία Vm στην απόδειξη του ϑεωρήµατος 4.2 (Perron) είναι
οµοιόµορφα ϕραγµένη.

§ 5. Πρόβληµα Dirichlet για την εξίσωση Poissone σε γενικά χωρία

Θεωρούµε το εξής πρόβληµα

(5.1) ∆u(x) = f(x) στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= φ(s).
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Εισάγουµε την συνάρτηση

w(x) =

∫
Ω
E(x, ξ)f(ξ)dξ.

Αν ϑα αποδείξουµε οτι

(5.2) ∆w(x) = f(x),

τότε το πρόβληµα (5.1) ανάγεται στο οµογενές. Πράγµατι για την

v(x) = u(x)− w(x)

έχουµε

∆ v(x) = 0 στο Ω, v
∣∣∣
∂Ω

= χ(s)

όπου

χ = φ− w
∣∣∣
∂Ω
.

Την ύπαρξη τετοιας v(x) την έχουµε αποδείξει και η λύση του (5.1) ϑα δίνεται

απο τον τυπο

u(x) = v(x) +

∫
Ω
E(x, ξ)f(ξ)dξ.

΄Αρα αυτό που πρέπει να αποδείξουµε είναι η (5.2). Θα το κάνουµε για f ∈
C1(Ω) και ϕραγµένη.

Θα χρειαστούµε τον τύπο της ολοκλήρωσης κατα µέρη. Ας γράψουµε το

ϑεωρηµα της απόκλισης αναλυτικά (παίρνοντας ξ αντι για x):∫
Ω

n∑
i=1

Fiξidξ =

∫
∂Ω

n∑
i=1

Fi νids

εδώ ν = (ν1, ..., νn) µοναδιαίο εξωτερικό κάθετο στο ∂Ω. ΄Οπως προκύπτει

απο την απόδειξη του Θεωρήµατος της απόκλισης ισχύει οτι∫
Ω
Fiξidξ =

∫
∂Ω
Fi νids, ∀i = 1, ..., n.

Αν ϑα πάρουµε Fi(ξ) = h(ξ)g(ξ), οπου h(ξ), g(ξ) (παραγωγίσιµες) συναρτή-

σεις, τότε ∫
Ω

(h g)ξidξ =

∫
∂Ω
h g νids, i = 1, ..., n,

ή αλλοιώς

(5.3)

∫
Ω
hξigdξ =

∫
∂Ω
h g νids−

∫
Ω
h gξidξ, i = 1, ..., n.

Ο τύπος (5.3) είναι η ολοκλήρωση κατα µέρη.

Επιστρέφουµε στην απόδειξη της (5.2). ΄Εστω f ∈ C1(Ω), αφού Exi = −Eξi
έχουµε

wxi(x) =

∫
Ω
Exi(x, ξ)f(ξ)dξ = −

∫
Ω
Eξi(x, ξ)f(ξ)dξ
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Ολοκληρώνοντας κατα µέρη παίρνουµε

wxi(x) = −
∫
∂Ω
f(ξ)E(x, ξ)νids+

∫
Ω
fξi(ξ)E(x, ξ)dξ.

Παραγωγίζουµε άλλη µια ϕορα

wxixi(x) = −
∫
∂Ω
f(ξ)Exi(x, ξ)νids+

∫
Ω
fξi(ξ)Exi(x, ξ)dξ.

΄Αρα

(5.4) ∆w = −
∫
∂Ω
f(ξ)

n∑
i=1

Exi(x, ξ)νids+

∫
Ω

n∑
i=1

fξi(ξ)Exi(x, ξ)dξ.

Θα υπολογίσουµε το δεύτερο ολοκλήρωµα της παραπάνω σχέσης. ΄Εστω

Ωε = Ω \ {|x− ξ| < ε}

όπου το ε > 0 το επιλέγουµε ε.ω. {|x− ξ| < ε} ⊂ Ω. Προφανώς

I ≡
∫

Ω

n∑
i=1

fξi(ξ)Exi(x, ξ)dξ = lim
ε→0

∫
Ωε

n∑
i=1

fξi(ξ)Exi(x, ξ)dξ.

Ολοκληρώνωντας κατα µέρη έχουµε∫
Ωε

fξiExidξ =

∫
∂Ωε

fExiνids−
∫

Ωε

fExiξidξ

(εδώ πήραµε τον τύπο (5.3) µε h = f και g = Exi ). Συνεπώς έχουµε

I = lim
ε→0

(∫
∂Ωε

n∑
i=1

fExiνids−
∫

Ωε

n∑
i=1

fExiξidξ
)

=

lim
ε→0

(∫
∂Ωε

f
n∑
i=1

Exiνids+

∫
Ωε

f
n∑
i=1

Exixidξ
)

(
προφανώς Exiξi = −Exixi

)
.

Η E στο Ωε είναι αρµονική, συνεπώς

I = lim
ε→0

∫
∂Ωε

f

n∑
i=1

Exiνids =

(5.5)

∫
∂Ω
f

n∑
i=1

Exiνids− lim
ε→0

∫
|x−ξ|=ε

f

n∑
i=1

Exiνids.

Ας υπολογίσουµε το δεύτερο ολοκλήρωµα, κάνοντας αντικατάσταση ζ = ξ−x,
έχουµε∫

|x−ξ|=ε
f(ξ)

n∑
i=1

Exi(|x− ξ|)νids =

∫
|ζ|=ε

f(ζ + x)
n∑
i=1

Exi(|ζ|)νids.
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Στο |ζ| = ε ισχύει

Exi =
xi − ξi
wnεn

= − ζi
wnεn

, και ν =
ζ

|ζ|
=

1

ε
(ζ1, ..., ζn).

Συνεπώς στο |ζ| = ε έχουµε

n∑
i=1

Exiνi = − |ζ|2

ωnεn+1
= − 1

ωnεn−1
.

΄Αρα ∫
|ζ|=ε

f(ζ + x)
n∑
i=1

Exiνids = −
∫
|ζ|=ε

f(ζ + x)
1

wnεn−1
ds =

−f(ζ∗ + x)
1

wnεn−1

∫
|ζ|=ε

ds = −f(ζ∗ + x)→ −f(x) καθώς ε→ 0.

Εδώ χρησιµοποιήσαµε το Θεώριµα της Μεσης Τιµής (ζ∗ ∈ {|ζ| = ε}) και το

γεγονός ότι ζ∗ → 0 καθώς ε → 0). Επιστρέφουµε στην σχέση (5.5) για να

πάρουµε

I =

∫
∂Ω
f(ξ)

n∑
i=1

Exi(x, ξ)νids+ f(x).

Αντικαθιστώντας το I στην (5.4) ϑα έχουµε το Ϲητούµενο.

Αρα λαµβάνει χωρα το εξής ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 5.1 (υπαρξης και µοναδικότητας). Αν η φ ∈ C0(∂Ω), το χωρίο

Ω επαληθεύει την συνθήκη της εξωτερικής σφαίρας και η f είναι ϕραγµένη και

C1(Ω), τότε το πρόβληµα Dirichlet (5.1) έχει µοναδική (κλασική) λύση.

Παρατήρηση. Το Θεωρηµα 5.1 ισχύει και αν η f είναι ϕραγµένη και

H ο̈lder συνεχής συνάρτηση. Αν η f είναι µόνο συνεχής συνάρτηση τότε η

εξίσωση ∆u = f µπορεί να µην έχει δυο ϕορές παραγωγίσιµη λύση, δηλαδή

να µην έχει κλασική λύση.

§ 6. Αρχή του µεγίστου (ασθενής µορφή)

Θεωρούµε την διαφορική εξίσωση

(6.1)
n∑

i,j=1

ai,j(x)uxixj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = f(x),

όπου x = (x1, ..., xn) ∈ Ω, Ω είναι ϕραγµένο χωρίο στον Rn
και ai,j(x), bi(x),

c(x), f(x) δοσµένες ϕραγµένες στο χωρίο Ω συναρτήσεις. Θυµίζουµε οτι ενα

χωρίο είναι πάντα ανοιχτό σύνολο.

Θα υποθέτουµε ότι η συνάρτηση u είναι δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη

άρα uxixj = uxjxi συνεπώς χωρίς να ϐλάψουµε την γενικότητα ϑεωρούµε οτι

ο πίνακας

A(x) =
(
ai,j(x)

)n
i,j=1
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είναι συµµετρικός δηλαδή ai,j = aj,i. Πράγµατι, ας πάρουµε n = 2 :

a11ux1x1 + a12ux1x2 + a21ux2x1 + a22ux2x2 =

a11ux1x1 +
a12 + a21

2
ux1x2 +

a12 + a21

2
ux2x1 + a22ux2x2 =

a11ux1x1 + ã12ux1x2 + ã21ux2x1 + a22ux2x2 ,

όπου

ã12 = ã21 =
a12 + a21

2
.

Παροµοίως στις περισσότερες διαστάσεις

ãij = ãji =
aij + aji

2
.

Αφού ο πίνακας είναι συµµετρικός οι ιδιοτιµές του είναι όλες πραγµατικες.

Η εξίσωση (6.1) ονοµάζεται ελλειπτικού τύπου αν υπάρχουν σταθερές λ και

Λ τ.ω. να ισχύει

(6.2) 0 < λ|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

ai,j(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω και ∀ξ ∈ Rn \ {0},

εδω ξ = (ξ1, ..., ξn). Η συνθήκη (6.2) ονοµάζεται συνθήκη ελλειπτικότητας.

Η συνθήκη αυτη είναι ισοδύναµη µε τις εξής, η συναρτήσεις ai,j(x) είναι

ϕραγµένες και όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα A(x) είναι ϑετικές για κάθε x ∈ Ω.

Λέµε οτι ο πίνακας A είναι ϑετικά ορισµένος αν ισχύει η ανισότητα

0 < λ|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

ai,j(x)ξiξj , ∀x ∈ Ω και ∀ξ ∈ Rn \ {0}

ή ισοδύναµα - όλες οι ιδιοτιµές του A(x) για κάθε σταθεροποιηµένο x είναι

ϑετικές

Λέµε οτι ο πίνακας A είναι µη αρνητικά ορισµένος αν ισχύει η ανισότητα

0 ≤
n∑

i,j=1

ai,j(x)ξiξj , ∀x ∈ Ω και ∀ξ ∈ Rn \ {0},

ή ισοδύναµα - όλες οι ιδιοτιµές του A(x) για κάθε σταθεροποιηµένο x είναι

µη αρνητικές.

Λέµε οτι ο πίνακας A είναι αρνητικά ορισµένος (µη ϑετικά) αν ο πίνακας −A
είναι ϑετικά ορισµένος (µη αρνητικά).

Για την Λαπλασιανή
n∑

i,j=1

uxixi = 0,

ο πίνακας A είναι ο µοναδιαίος και η (6.2) παίρνει τη µορφή

0 < λ|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

ξiξi ≤ Λ|ξ|2

που προφανώς ισχύει µε λ = Λ = 1.
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Για συντοµία ϑα χρησιµοποιουµε τον εξής συµβολισµό

Lu ≡
n∑

i,j=1

ai,j(x)uxixj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u.

Λήµµα 6.1. Α.) ΄Εστω η u(x) ∈ C2(Ω) και στο Ω ισχύει οτι

(6.3) c(x) ≤ 0 και Lu < 0
(
Lu > 0

)
.

Τότε η συνάρτηση u(x) δεν λαµβάνει στο Ω αρνητικό ελάχιστο (ϑετικό µέγιστο).

Β.) Αν επιπλέον u(x) ∈ C(Ω), τότε

min{0, inf
∂Ω
u} ≤ inf

Ω
u

(
sup

Ω
u ≤ max{0, sup

∂Ω
u}
)

Απόδειξη. Α1.) Από τον τύπο του Taylor (ανάπτυγµα Taylor δευτερης

τάξης) γνωρίζουµε ότι αν στο σηµείο x0 ∈ Ω η συνάρτηση u(x) λαµβάνει

(αρνητικό) ελάχιστο τότε σε αυτο το σηµείο ο πίνακας(
uxixj (x0)

)n
i,j=1

είναι µη αρνητικά ορισµένος. Αφου ο πίνακας A είναι ϑετικά ορισµένος απο

την Γραµµική ΄Αλγεβρα γνωρίζουµε οτι τότε ισχύει

n∑
i,j=1

ai,j(x0)uxixj (x0) ≥ 0.

Λαµβάνοντας υπ όψιν οτι σε αυτό το σηµείο επίσης έχουµε οτι

c(x0)u(x0) ≥ 0,
n∑
i=1

bi(x0)uxi(x0) = 0

καταλήγουµε στο

Lu(x0) ≥ 0,

άτοπο.

Συνεπώς η u(x) δεν µπορεί να λαµβάνει το αρνητικό της ελάχιστο στο Ω.

Α2.) Ας υποθέσουµε τωρα οτι η u(x) λαµβάνει το ϑετικό της µέγιστο σε ένα

σηµείο x0 ∈ Ω, τότε σε αυτό το σηµειο έχουµε

c(x0)u(x0) ≤ 0,

n∑
i=1

bi(x
0)uxi(x

0) = 0 και

n∑
i,j=1

ai,j(x
0)uxixj (x

0) ≤ 0.

Επίσης από τον τύπο Taylor γνωρίζουµε ότι αν στο σηµείο

x0 ∈ Ω η συνάρτηση u(x) λαµβάνει (ϑετικό) µέγιστο, τότε σε αυτό το σηµείο

ο πίνακας (
uxixj (x0)

)n
i,j=1
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είναι µη ϑετικά ορισµένος. Αφού ο πίνακας A είναι ϑετικά ορισµένος απο την

Γραµµική ΄Αλγεβρα γνωρίζουµε οτι τότε ισχύει

n∑
i,j=1

ai,j(x
0)uxixj (x

0) ≥ 0.

Καταλήγουµε στο

Lu(x0) ≤ 0,

άτοπο.

Συνεπώς η u(x) δεν µπορεί να λαµβάνει το ϑετικό της µέγιστο στο Ω.

Β.) Για να αποδείξουµε τον δεύτερο ισχυρισµό παρατηρούµε οτι τωρα η u ή

ϑα είναι µη αρνητική ή ϑα λαµβάνει το αρνητικό ελάχιστό της στο σύνορο του

χωρίου. (Παροµοίως ή ϑα είναι µη ϑετική ή ϑα λαµβάνει το ϑετικό µέγιστό της

στο σύνορο του χωρίου).

�

Πόρισµα. Στο Λήµµα 6.1 τη συνθήκη (6.3) µπορούµε να την αντικαταστή-

σουµε µε

c(x) < 0 και Lu ≤ 0
(
Lu ≥ 0

)
.

Λήµµα 6.2. Α.) ΄Εστω οτι η u(x) ∈ C2(Ω) και στο Ω ισχύει οτι

c(x) ≡ 0, και Lu < 0
(
Lu > 0

)
.

Τότε η συνάρτηση u(x) δεν λαµβάνει στο Ω ελάχιστο (µέγιστο).

Β.) Αν επιπλέον u(x) ∈ C(Ω), τότε

inf
∂Ω
u = inf

Ω
u

(
sup

Ω

u = sup
∂Ω

u

)

Η απόδειξη του Λήµµατος 6.2 είναι παρόµοια µε αυτή του Λήµµατος 6.1.

Θεώρηµα 6.1.(αρχή µεγίστου, ασθενής µορφή) ΄Εστω οτι η u(x) ∈ C2(Ω)∩
C(Ω) και στο Ω ισχύει

(6.3) c(x) ≡ 0, και Lu ≥ 0
(
Lu ≤ 0

)
.

Τότε η συνάρτηση u(x) λαµβάνει το µέγιστό της (ελάχιστό της) στο ∂Ω δηλαδή

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u (inf
Ω
u = inf

∂Ω
u).

Απόδειξη. Θα περιοριστούµε µε την περίπτωση Lu ≥ 0 η περίπτωση Lu ≤ 0
αποδεικνύεται µε παρόµοιο τρόπο.

Εστω γ > 0 µια σταθερά την οποια ϑα την προσδιορίσουµε πιο κάτω. Προ-

ϕανώς

Leγx1 = (γ2a11(x) + γb1)eγx1 ≥ λ(γ2 − γb0)eγx1

όπου

b0 =
max |b1|

λ
.

Επιλέγουµε τον αριθµό γ ε.ω

γ > b0.
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Για κάθε ε > 0 έχουµε

L (u+ εeγx1) = Lu+ εL eγx1 > 0.

΄Αρα απο το Λήµµα 6.2 ισχύει οτι

sup
Ω

(u+ εeγx1) = sup
∂Ω

(u+ εeγx1).

Περνώντας στο όριο καθώς ε→ 0 παίρνουµε το Ϲητούµενο :

sup
Ω
u = sup

∂Ω
u.

�
( Βλ. για σύγκριση το Θεώρηµα 7.1 Β.)

Θα γενικεύσουµε τωρα το Θεώρηµα 6.1 εις την περίπτωση c(x) ≤ 0.

Λήµµα 6.3. ΄Εστω οτι η u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) και στο Ω ισχύει

c(x) ≤ 0 και Lu ≥ 0
(
Lu ≤ 0

)
.

Τότε

sup
Ω

u ≤ max{0, sup
∂Ω

u}
(

min{0, inf
∂Ω
u} ≤ inf

Ω
u

)
Απόδειξη. Ορίζουµε τον τελεστή

L0 u ≡
n∑

i,j=1

ai,j(x)uxixj +

n∑
i=1

bi(x)uxi .

(Στο Λήµµα 6.2 και 6.3 ο L0 συµπίπτει µε τον L.)

Θα συµβολίσουµε µε Ω+
το υποσύνολο του Ω όπου u > 0 (προφανώς Ω+

είναι ανοιχτό σύνολο). ∆ηλαδή

Ω+ = {x ∈ Ω : u(x) > 0}.
Αν u ≤ 0, τότε το σύνολο Ω+

είναι κενό. ΄Εστω ότι το σύνολο Ω+
δεν είναι

κενό. ΄Εχουµε οτι

L0u ≥ −cu ≥ 0 στο Ω+.

Σύµφωνα µε το Λήµµα 6.3

(6.4) sup
Ω

+

u = sup
∂Ω+

u

Παρατηρούµε ότι

∂Ω+ = {x ∈ Ω : u(x) = 0}
ήτοι στο ∂Ω+

η u(x) ισούται µε µηδέν. Επίσης

u(x) ≤ 0 στο Ω \ Ω+

άρα

sup
Ω

+

u = sup
∂Ω

u

Συνεπώς ή η συνάρτηση u λαµβάνει το µέγιστο στο ∂Ω ή είναι µη ϑετική,

δηλαδή

sup
Ω

u ≤ max{0, sup
∂Ω

u}.
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2. ΄Εστω τώρα

c(x) ≤ 0 και Lu ≤ 0.

Η απόδειξη είναι παρόµοια µε τη διαφορά οτι αντι για Ω+
παίρνουµε Ω− -

υποσύνολο του Ω όπου u < 0.
�
Πόρισµα α.) Αν στο Λήµµα 6.3 έχουµε ότι

Lu = 0,

τότε

sup
Ω
|u| ≤ sup

∂Ω
|u|

Πόρισµα ϐ.) Αν στο Λήµµα 6.3 έχουµε ότι Lu ≤ 0 και

inf
∂Ω
u ≥ 0,

τότε

inf
Ω
u ≥ 0.

Πόρισµα γ.) Αν στο Λήµµα 6.3 έχουµε ότι Lu ≥ 0 και

sup
∂Ω

u ≤ 0

τότε

sup
Ω
u ≤ 0.

Θεώρηµα 6.2(σύγκρισης)Υποθέτουµε ότι στο Ω υσχύει η συνθήκη (6.2) και

c(x) ≤ 0. ΄Εστω οι συναρτήσεις u, v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω).
Α.) Αν

Lu ≥ Lv στο Ω, u ≤ v στο ∂Ω,

τότε

u ≤ v στο Ω.

Β.) Αν

Lu = Lv στο Ω, u = v στο ∂Ω,

τότε

u = v στο Ω.

Η απόδειξη είναι προφανής.

§ 7. Αρχή του µεγίστου (ισχυρή µορφή)

Λήµµα 7.1. ΄Εστω BR(y) µπάλα µε ακτίνα R και κέντρο στο σηµείο y.
Υποθέτουµε ότι u ∈ C2(BR(y)) ∩ C1(BR(y)) και

Lu(x) ≤ 0, c(x) ≤ 0 για x ∈ BR(y).
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Αν η u λαµβάνει στο x0 ∈ ∂BR(y) το αρνητικό της ελάχιστο και u(x) > u(x0)
∀x ∈ BR(y), τότε

∂u

∂ν
(x0) < 0.

(εδώ ν µοναδιαιο κάθετο ως προς ∂BR(y))
Απόδειξη. Για 0 < ρ < R εισάγουµε την συνάρτηση

w(x) = w(r) = e−δR
2 − e−δr2 < 0

όπου

R2 > r2 = |x− y|2 = (x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 > ρ2

και δ ϑετική σταθερά την οποία ϑα την επιλέξουµε αργότερα. Προφανώς

Lw = −e−δr2
[
4δ2

n∑
i,j=1

aij(xi − yi)(xj − yj)− 2δ
n∑
i=1

(
aii + bi(xi − yi))

]
+ cw

Θεωρούµε τώρα το χωρίο D = BR(y) \ Bρ(y). Επιλέγουµε την σταθερά δ
ε.ω. στο D να ισχύει

Lw < 0.

Αυτό µπορούµε να το κάνουµε διότι

n∑
i,j=1

aij(xi − yi)(xj − yj) ≥ λ|x− y|2 > λρ2

αρα

Lw < −e−δr2
[
4δ2λρ2 − 2δ

n∑
i=1

(
aii + bi(xi − yi))

]
− ce−δr2 ,

επιλέγοντας δ αρκετά µεγάλο παίρνουµε το Ϲητούµενο.

Για την συνάρτηση

u(x)− u(x0) + εw(x)

µε ε > 0 αρκετά µικρό (ϑα το επιλέξουµε παρακάτω) στο D έχουµε

L
(
u(x)− u(x0) + εw(x)

)
≤ −cu(x0) < 0.

Στο σύνορο του D ισχύει

u(x)− u(x0) + εw(x)
∣∣∣
∂D
≥ 0.

Πράγµατι στο ∂BR(y) έχουµε w = 0, στο ∂Bρ(y) ισχύει u(x)−u(x0) > 0 αρα

µπορούµε να επιλέξουµε ε (αρκετά µικρό) ε.ω.

u(x)− u(x0) + εw(x)
∣∣∣
∂Bρ(y)

≥ 0.

Συνεπώς (ϐλ. Λήµµα 6.3, Πόρισµα ϐ.) ) έχουµε

u(x)− u(x0) + εw(x) ≥ 0 στο D.

∆ηλαδή στο D (αφού προφανώς w(R) = 0) ισχύει ότι

u(x)− u(x0) ≥ −εw(x) = ε(w(R)− w(r)) ⇔
u(x0)− u(x) ≤ −ε(w(R)− w(r)) ⇔
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(7.1)
u(x0)− u(x)

|x0 − x|
≤ −εw(R)− w(r)

|x0 − x|
.

Ας πάρουµε το x να ϐρίσκεται πάνω στην ευθεία που ενώνει τα σηµεία y και

x0 (δηλαδή πάνω στην ακτίνα), τότε πρώτων

|x0 − x| = R− r,

δεύτερων

r → R καθώς x→ x0.

΄Αρα η (7.1) γράφεται ως

u(x0)− u(x)

|x0 − x|
≤ −εw(R)− w(r)

R− r
.

Από την τελευταία σχέση, περνώντας στο όριο καθώς x→ x0, παίρνουµε

∂u

∂ν
(x0) ≤ −εw′(R) < 0.

Προφανώς w′(R) = 2δRe−δR
2
> 0.

�
Παρατήρηση. Το ότι

∂u

∂ν
(x0) ≤ 0

είναι προφανές. Το Λήµµα µας δίνει γνήσια ανισότητα.

Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύονται και τα ακόλουθα λήµµατα:

Λήµµα 7.2. ΄Εστω BR(y) µπάλα µε ακτίνα R και κέντρο στο σηµείο y.
Υποθέτουµε ότι u ∈ C2(BR(y)) ∩ C1(BR(y)) και

Lu(x) ≥ 0, c(x) ≤ 0 για x ∈ BR(y).

Αν η u λαµβάνει στο x0 ∈ ∂BR(y) το ϑετικό της µέγιστο και u(x) < u(x0)
∀x ∈ BR(y), τότε

∂u

∂ν
(x0) > 0.

Λήµµα 7.3. ΄Εστω BR(y) µπάλα µε ακτίνα R και κέντρο στο σηµείο y.
Υποθέτουµε ότι u ∈ C2(BR(y)) ∩ C1(BR(y)) και

Lu(x) ≤ 0, c(x) ≡ 0 για x ∈ BR(y).

Αν η u λαµβάνει στο x0 ∈ ∂BR(y) το ελάχιστο της και u(x) > u(x0) ∀x ∈
BR(y), τότε

∂u

∂ν
(x0) < 0.

Λήµµα 7.4. ΄Εστω BR(y) µπάλα µε ακτίνα R και κέντρο στο σηµείο y.
Υποθέτουµε ότι u ∈ C2(BR(y)) ∩ C1(BR(y)) και

Lu(x) ≥ 0, c(x) ≡ 0 για x ∈ BR(y).
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Αν η u λαµβάνει στο x0 ∈ ∂BR(y) το µέγιστο της και u(x) < u(x0) ∀x ∈ BR(y),
τότε

∂u

∂ν
(x0) > 0.

Παρατήρηση. Είναι ευκολο να διαπιστώσει κανείς ότι τα παραπάνω λήµ-

µατα λαµβάνουν χώρα και εις την περίπτωση που αντί για µπάλα παίρνουµε

τυχαίο χωρίο Ω που στο σηµείο x0 ∈ ∂Ω επαληθεύει την συνθήκη της εσωτε-

ϱικής σφαίρας.

Είµαστε τώρα έτοιµοι για να αποδείξουµε την ισχυρή αρχή του µεγίστου.

Θεώρηµα 7.1 (ισχυρή αρχή µεγίστου)

Α. ΄Εστω

c(x) ≤ 0 και Lu ≤ 0 (Lu ≥ 0)στο Ω.

Τότε η u(x) δεν λαµβάνει το αρνητικό της ελάχιστο (ϑετικό µέγιστο ) στο Ω αν

δεν είναι σταθερή.

Β. ΄Εστω

c(x) ≡ 0 και Lu ≤ 0 (Lu ≥ 0)στο Ω.

Τότε η u(x) δεν λαµβάνει το ελάχιστό (µέγιστο) της στο Ω αν δεν είναι σταθερή.

Παρατήρηση. ΄Οπως είχαµε πει το Ω είναι ανοιχτό σύνολο άρα όλα τα

σηµεία του είναι εσωτερικά. Τουτέστιν όταν λέµε π.χ. ¨η u δεν λαµβάνει το

αρνητικό της ελάχιστο στο Ω¨ εννοούµε στα εσωτερικά σηµεία του Ω.

Απόδειξη (του Θεωρήµατος 7.1). Θα περιοριστούµε µε την απόδειξη του

πρώτου ισχυρισµού για το αρνητικό ελάχιστο, τα υπόλοιπα αποδεικνύονται

παροµοίως.

∆ηλαδή έχουµε οτι

c(x) ≤ 0 και Lu ≤ 0 στο Ω

και ας υποθέσουµε ότι η u λαµβάνει το αρνητικό της ελάχιστο έστω m, σε

κάποιο σηµείο του Ω και έστω

E = {x ∈ Ω : u(x) = m} (E − κλειστό συνολο).

Αν η u δεν είναι σταθερή τότε E ⊂ Ω. ΄Εστω Ω+ = Ω \ E ⊂ Ω, δηλαδή Ω+

αποτελείται απο εκείνα τα σηµεία του Ω όπου ισχύει u(x) > m. Υπάρχει

x0 ∈ ∂E και µπάλα Bε(y) ⊂ Ω+
τ.ω.

Bε(y) ∩ E = {x0}.
Αρα ισχύει το Λήµµα 7.1, απο την άλλη, αφου το x0 είναι εσωτερικό σηµείο

του Ω έχουµε

∇u(x0) = 0 ⇒ ∂u

∂ν
(x0) = 0,

άτοπο.

�

Πόρισµα.

Α. ΄Εστω

c(x) ≤ 0 και Lu = 0στο Ω.
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Τότε η u δεν λαµβάνει ούτε το αρνητικό της ελάχιστο ούτε το ϑετικό της µέγιστο

στο Ω αν δεν είναι σταθερή.

Β. ΄Εστω

c(x) ≡ 0 και Lu ≤ 0 (Lu ≥ 0)στο Ω.

Τότε η u δεν λαµβάνει ουτε το ελάχιστό ουτε το µέγιστο της στο Ω αν δεν είναι

σταθερή.

Είναι προφανές ότι από το Πόρισµα προκίπτει και η µοναδικότητα της λύ-

σης του προβλήµατος Dirichlet για την εξίσωση (6.1).

Παρατήτηση. Αν τη συνθήκη (6.2) ϑα την αντικαταστήσουµε µε πιο γενική

0 ≤ λ(x)|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ∀ξ ∈ Rn \ {0}

(η εξίσωση σε αυτήν την περίπτωση ονοµάζεται εκφυλισµένη) τότε εν γένει η

αρχή του µεγίστου (και ως συνέπεια η µοναδικότητα) παραβιάζεται. Πράγµατι,

ϑεωρούµε το εξης πρόβληµα

|x|2∆u− nx · ∇u = 0 για |x| < R, και u
∣∣∣
|x|=R

= 0.

Εδω έχουµε

aii = |x|2, aij = 0 για i 6= j,

συνεπώς

0 ≤ |x|2|ξ|2 =
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ∀ξ ∈ Rn \ {0}.

Προφανώς οι

u(x) ≡ 0 και u(x) = |x|2 −R2

είναι λύσεις το προβλήµατος. Παρατηρούµε οτι η u = |x|2 − R2
λαµβάνει το

ελάχιστό της στο |x| = 0.

§ 8. A priori εκτιµήσεις

Σε αυτή την παράγραφο ϑα εισάγουµε την έννοια της a priori εκτίµησης,

που σηµαίνει εκτίµηση εκ των προτέρων.

A priori εκτίµηση ονοµάζουµε την εκτίµηση της λύσης υπο την προυπό-

ϑεση ύπαρξής της. ∆ηλαδή ϑέλουµε να ϐρούµε µια σταθερά η οποία ϑα

εξαρτάται αποκλειστικά απο τα δεδοµένα του προβλήµατος τ.ω. κάποια νόρµα

της (κλασικής) λύσης εφόσον υπάρχει ϑα ϕράσσεται µε αυτή τη σταθερά.

΄Εχουµε ήδη συναντήση τετοιου είδους εκτιµήσεις. Π.χ. απο το Λήµµα

6.3 (Πόρισµα α.) ) εύκολα προκύπτει το συµπέρασµα ότι αν η λύση του

προβλήµατος

Lu = 0 στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= φ

υπάρχει (που δεν το ξέρουµε προς το παρόν) τότε ισχύει

(8.1) |u| ≤ C0 = sup
∂Ω
|φ|,
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που είναι a priori εκτίµηση.
Το πόσο σηµαντικό ϱόλο παίζουν οι a priori εκτιµήσεις (των παραγώγων

πρώτης και δευτερης τάξης) ϑα το καταλάβουµε λίγο αργότερα στην §10 και

§12.

Εδώ ϑα περιοριστούµε µε την εκτίµηση της λύσης για την γενική περίπτωση

δηλαδή για το πρόβληµα

(8.2) Lu = f στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= φ, c(x) ≤ 0.

Λήµµα 8.1. Για την λύση του προβλήµατος (8.2) (εφόσον υπάρχει) ισχύει η

εκτίµηση

sup
Ω
|u| ≤ sup

∂Ω
|φ|+ C sup

Ω
|f |

όπου η σταθερά C (την οποια ϑα την ϐρουµε σε κλειστή µορφή) εξαρτάται µόνο

απο το µέγεθος του χωρίου Ω σε µια κατεύθυνση.

Απόδειξη. Το χωρίο Ω είναι ϕραγµένο, αρα υπάρχει ενα d ≤ 0 τ.ω.

x1 + d ≥ 0 για όλα τα x ∈ Ω.

Επιλέγουµε ενα γ ε.ω.

γ > x1 + d.

Θεωρούµε τη συνάρτηση

ω(x1) = eβγ − eβ(x1+d) > 0,

όπου την σταθερά β > 0 ϑα επιλέξουµε παρακάτω. Προφανώς ισχύει

Lω(x1) = −eβ(x1+d)
(
a11β

2 + b1β
)

+ c ω.

Λαµβάνοντας υπόψη οτι

a11 ≥ λ, c ≤ 0, ω > 0

έχουµε

Lω(x1) ≤ −eβ(x1+d)
(
λβ2 + b1β

)
.

Προφανώς επιλέγοντας β αρκετά µεγάλο ϑα έχουµε

Lω(x1) ≤ −1.

Επιλέγουµε τέτοιο β και ϑεωρούµε τις συναρτήσεις

v1(x) = h(x1)− u(x) και v2(x) = h(x1) + u(x)

όπου

h(x1) = ω(x1) sup
Ω

|f |+ sup
∂Ω
|φ|.

Για τις συναρτήσεις αυτές ισχύει οτι

Lvi = Lh− Lu = sup
Ω
|f |Lω + c(x) sup

∂Ω
|φ| − f ≤ − sup

Ω
|f | − f ≤ 0,

L vi = Lh+ Lu = sup
Ω
|f |Lω + c(x) sup

∂Ω
|φ|+ f ≤ − sup

Ω
|f |+ f ≤ 0.

Επίσης ισχύει οτι

vi ≥ 0 στο ∂Ω
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αφού

vi

∣∣∣
∂Ω

= ω(x1)
∣∣∣
∂Ω

sup |f |+ sup |φ| ± φ ≥ sup |φ| ± φ ≥ 0.

Συνεπώς (ϐλ. Πόρισµα ϐ.) στο Λήµµα 6.3)

vi ≥ 0 στο Ω ⇔ −h(x1) ≤ u(x) ≤ h(x1).

∆ηλαδή

|u(x)| ≤ h(x1) ≤ sup
∂Ω
|φ|+ C sup

Ω
|f |

όπου

C = supω(x1).

�

Πόρισµα. Η λύση του προβλήµατος Dirichlet (8.2) (εφόσον υπάρχει) είναι

µοναδική

Απόδειξη. Πράγµατι, έστω οτι εκτός απο την λύση u1 υπάρχει και κάποια

άλλη λύση, έστω η u2. ∆ηλαδή

Lu1 = f, L u2 = f στο Ω, u1

∣∣∣
∂Ω

= φ, u2

∣∣∣
∂Ω

= φ.

Για u ≡ u1 − u2 έχουµε

Lu = 0 στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= 0,

άρα απο το Λήµµα 8.1

sup
Ω
|u| ≤ 0 ⇔ u ≡ 0 ⇔ u1 ≡ u2.

�

Ασκήσεις

Στις παρακάτω ασκήσεις το χωρίο Ω επαληθευει τη συνθήκη της εσωτερικής

σφαίρας και το ν µοναδιάιο κάθετο στο S2.

1. Στο χωρίο Ω ϑεωρούµε ενα ελειπτικό τελεστή L µε c(x) ≤ 0. ΄Εστω

∂Ω = S1 ∪ S2. Τι µπορούµε να πούµε για την λύση του προβλήµατος

Lu = 0 στο Ω, u
∣∣∣
S1

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣
S2

= 0.

2. Στο χωρίο Ω ϑεωρούµε ενα ελειπτικό τελεστή L. ΄Εστω ∂Ω = S1 ∪ S2. Τι

µπορούµε να πούµε για την λύση του προβλήµατος

Lu = 0 στο Ω, u
∣∣∣
S1

= 1,
∂u

∂ν

∣∣∣
S2

= 0

αν

α) c(x) ≡ 0, ϐ) c(x) ≤ 0.

3. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα

Lu = f(x) στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= 0.
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Αποδείξτε ότι εαν c(x) ≤ −c0 < 0 στο Ω, τότε ισχύει

min{0,
minΩ

(
− f(x)

)
c0

} ≤ u(x) ≤ max
Ω
{0,

maxΩ

(
− f(x)

)
c0

}.

4. ΄Εστω v(x) λύση του προβλήµατος

Lv = f(x) στο Ω, v
∣∣∣
∂Ω

= φ

και u(x) λύση του προβλήµατος

Lu = g(x) στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= χ.

Αποδείξτε ότι αν f(x) ≥ g(x) στο Ω και φ
∣∣∣
∂Ω
≤ χ

∣∣∣
∂Ω

τότε

v(x) ≤ u(x) στο Ω.

5. ΄Εστω u(x) λύση του προβήµατος

Lu = −1 στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= 2, (c(x) ≤ 0)

Προσδιορίστε τις σταθερές c1 και c2 ετσι ώστε

(∗) c1 ≤ u(x) ≤ c2.

6. Βελτιώστε την εκτίµηση (∗) στο πρόβληµα ιτ 5. αν επιπλέον γνωρίζουµε

οτι c(x) ≡ −1.

7. Αποδείξτε οτι οι συνθήκες (6.3) µπορούν να αντικατασταθούν µε

c(x) < 0, L u ≤ 0
(
Lu ≥ 0

)
.

8. Αποδείξτε οτι αν στις υποθέσεις του Λήµµατος 6.1 επιπλέον u ∈ C(Ω)
τότε u ≥ 0 στο ∂Ω συνεπάγεται u ≥ 0 στο Ω (u ≤ 0 στο ∂Ω συνεπάγεται u ≤ 0
στο Ω).

§ 9. Μερικά στοιχεία απο την Συναρτησιακή Ανάλυση

Θεωρούµε ενα σύνολο στοιχείων V στο οποίο είναι ορισµένες η πράξεις

πρόσθεση ¨+¨ και πολλαπλασιασµός µε πραγµατικό αριθµό ¨·¨ έτσι ώστε αν

α. f1 ∈ V και f2 ∈ V τότε και το άθροισµα f1 + f2 ∈ V,
β. f ∈ V και C ∈ R τότε και το γινόµενο C · f ∈ V.
Το σύνολο αυτό ονοµάζεται γραµµικός χώρος αν ισχύουν τα παρακάτω

1. f1 + f2 = f2 + f1 ∀f1, f2 ∈ V,
2. (f1 + f2) + f3 = f1 + (f2 + f2) ∀f1, f2, f3 ∈ V,
3. στο V υπάρχει µηδενικό στοιχείο o τετοιο ώστε 0 · f = o ∀f ∈ V,
4. (C1 + C2) · f = C1 · f + C2 · f ∀f ∈ V και ∀C1, C2 ∈ R,

5. C · (f1 + f2) = C · f1 + C · f2 ∀f1, f2 ∈ V και ∀C ∈ R,

6. (C1C2) · f = C1 · (C2 · f) ∀f ∈ V και ∀C1, C2 ∈ R,

7. 1 · f = f ∀f ∈ V.
Παραδείγµατα γραµµικών χώρων:
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το σύνολο Ck(Ω) των k ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµων στο Ω ⊂ Rn
συναρ-

τήσεων (k = 0, 1, 2, ...),
το σύνολο Ck0 (Ω) των k ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµων στο Ω συναρτήσεων

που µηδενίζονται στο ∂Ω,

το σύνολο Cα(Ω), α ∈ (0, 1) των H ο̈lder συνεχών στο Ω συναρτήσεων,

το σύνολο Cα0 (Ω), α ∈ (0, 1) των H ο̈lder συνεχών στο Ω συναρτήσεων που

µηδενίζονται στο ∂Ω,

το σύνολο Ck+α(Ω) των k ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµων στο Ω ⊂ Rn

συναρτήσεων, τ.ω. ολες οι παράγωγοι k τάξης να είναι H ο̈lder συνεχείς στο Ω,

το σύνολο Ck+α
0 (Ω) που είναι υποσύνολο του Ck+α(Ω) µε επιπλέον πρου-

πόθεση οτι οι συναρτήσεις που µηδενίζονται στο ∂Ω.

Θυµίζουµε οτι µια συνάρτηση f είναι H ο̈lder συνεχής στο Ω αν υπάρχει

σταθερά K > 0 και α ∈ (0, 1) τ.ω. για κάθε x, y ∈ Ω ισχύει

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|α

µε K και α να µήν εξαρτώνται απο x, y.

Γραµµικός χώρος µε νόρµα (ή µέτρο) ονοµάζεται γραµµικός χώρος στον ο-

ποιον ορίζεται ενα συναρτισοειδές ‖ ‖V δηλαδή µια απεικόνιση απο τον V στον

R:

‖ ‖V : f ∈ V → ‖f‖V ∀f ∈ ‖‖V
τετοια ωστε

1. ‖f‖V ≥ 0 και ‖f‖V = 0 αν και µόνο αν f = o (µηδενικό στοιχείο),

2. ‖C f‖V = |C| ‖f‖V , ∀f ∈ V και ∀C ∈ R,

3. ‖f1 + f2‖V ≤ ‖f1‖V + ‖f2‖V ∀f1, f2 ∈ ‖‖V .
Ο αριθµός ‖f‖V ονοµάζεται νόρµα (ή µέτρο) του στοιχείου f .

Λέµε οτι η ακολουθία {fn}∞n=1 ∈ V συγκλίνει στο στοιχείο f ∈ V αν

‖fn − f‖V → 0 καθώς n→∞.

Λέµε οτι η ακολουθία {fn}∞n=1 ∈ V είναι ακολουθία Cauchy αν

‖fn − fm‖V → 0 καθώς n, m→∞.

Ο χώρος V είναι πλήρης αν το όριο κάθε ακολουθίας Cauchy ανίκει στον

V. Πλήρης γραµµικός χώρος µε νόρµα ονοµάζεται χώρος Banach.

Ο χώρος C0(Ω) (το σύνολο των συνεχών στο Ω συναρτήσεων) γίνεται χώρος

Banach αν ϑα τον εφοδιάσουµε µε την νόρµα

‖f‖C0(Ω) = max
Ω
|f |,

Ο χώρος C1(Ω) (και C1
0 (Ω)) γίνεται χώρος Banach αν ϑα τον εφοδιάσουµε

µε την νόρµα

‖f‖C1(Ω) = ‖f‖C0(Ω) +
n∑
i=1

‖fxi‖C0(Ω).
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Ο χώρος C2(Ω) (και C2
0 (Ω)) γίνεται χώρος Banach αν ϑα τον εφοδιάσουµε

µε την νόρµα

‖f‖C2(Ω) = ‖f‖C1(Ω) +
n∑

i,j=1

‖fxixj‖C0(Ω),

παροµοιως και ο χώρος Ck(Ω) (και Ck0 (Ω)) για k = 3, 4, ....
Ο χώρος Cα(Ω) (και Cα0 (Ω)) γίνεται χώρος Banach αν ϑα τον εφοδιάσουµε

µε την νόρµα

‖f‖Cα(Ω) = ‖f‖C0(Ω) + K̃

όπου

K̃ = sup
x,y∈Ω,x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

Ο χώρος C2+α(Ω) (και C2+α
0 (Ω)) γίνεται χώρος Banach αν ϑα τον εφοδιά-

σουµε µε την νόρµα

‖f‖C2+α(Ω) = ‖f‖C2(Ω) + K,

όπου

K = sup
x′,x′′∈Ω,x′ 6=x′′

n∑
i,j=1

|fxixj (x′)− fxixj (x′′)|
|x′ − x′′|α

.

΄Εστω T τελεστής που δρα από τον V στον V, δηλαδή απεικονίζει τον V στον V
T : V → V.

Ορισµός. Λέµε οτι ο T είναι συστολή αν υπάρχει ενας ϑετικός αριθµός

γ < 1 τ.ω.

‖Tf −Tg‖V ≤ γ‖f − g‖V ,∀f, g ∈ V.
Σταθερό σηµείο της απεικόνισης T ονοµάζουµε ενα στοιχείο f ∈ V τ.ω.

ισχύει

Tf = f.

Θεώρηµα 9.1. ΄Εστω T : B → B συστολή και B χώρος Banach. Τότε ο

τελεστής T έχει µοναδικό σταθερό σηµείο στον B.
Απόδειξη. 1. Υπαρξη (µεθοδος διαδοχικών προσεγγίσεων).

΄Εστω f0 τυχαίο στοιχείο του B. Κατασκευάζουµε την ακολουθία {fn}∞n=1 ∈
B µε την σχέση

fn = Tnf0, n = 1, 2, ....,

δηλαδή

f1 = Tf0, f2 = Tf1 = T(Tf0) ≡ T2f0, f3 = Tf2 = T(T2f0) ≡ T3f0, .....

Για n ≥ m έχουµε

‖fn − fm‖ = ‖fm+1 − fm + fm+2 − fm+1 + ...+ fn−1 − fn−2 + fn − fn−1‖ ≤
n∑

k=m+1

‖Tk−1f1 −Tk−1f0‖ ≤
n∑

k=m+1

γk−1‖f1 − f0‖ =
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‖f1 − f0‖
n∑

k=m+1

γk−1 = ‖f1 − f0‖
γm − γn

1− γ
≤

‖f1 − f0‖
γm

1− γ
→ 0 καθώς m→∞ (n ≥ m)

΄Αρα η ακολουθία {fn} είναι ακολουθία Cauchy και συγκλίνει σε κάποιο

στοιχείο f ∈ B. Προφανώς

lim
n→∞

Tfn = Tf

διοτι

‖Tfn −Tf‖ ≤ γ‖fn − f‖ → 0.

Επίσης

lim
n→∞

Tfn = lim
n→∞

fn+1 = f,

Συνεπώς

Tf = f.

2. Μοναδικότητα.

΄Εστω οτι υπάρχουν δυο σταθερα σηµεία f και g µε f 6= g, δηλαδή Tf = f ,
Tg = g και ‖f − g‖ > 0. ΄Εχουµε

‖f − g‖ = ‖Tf −Tg‖ ≤ γ‖f − g‖ < ‖f − g‖,
άτοπο. ΄Αρα f = g ⇔ ‖f − g‖ = 0.

�

΄Εστω V1 και V2 γραµµικοί χώροι µε νόρµα. Λέµε οτι η απεικόνιση

L : V1 → V2

είναι γραµµικός τελεστής αν

L(C1u1 + C2u2) = C1L(u1) + C2L(u2)

για κάθε u1, u2 ∈ V1 και για κάθε C1, C2 ∈ R.

Το σύνολο των γραµµικών τελεστών ορισµένων σε κάποιο γραµµικό χώρο

µε νόρµα είναι επίσης γραµµικός χώρος. Ορίζουµε την πρόσθεση και τον

πολλαπλασιασµό µε πραγµατικό αριθµό µε προφανή τρόπο:

L = L1 + L2 ⇔ Lu = L1u+ L2u,

(CL)u = C Lu.

Παράδειγµα. Ο τελεστής ∆ είναι γραµµικός τελεστης που δρα απο Ck στο

Ck−2

∆ : u ∈ Ck → f =

n∑
i=1

uxixi ∈ Ck−2.

Ο γραµµικός τελεστής L : V1 → V2 ονοµάζεται ϕραγµένος αν

‖L‖ <∞,
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όπου

‖L‖ = sup
u∈V1,u6=0

‖L(u)‖V2
‖u‖V1

.

Προφανώς ϑεωρούµε οτι ο L είναι ορισµένος σε ολο το V1.

Μπορούµε να διαπιστώσουµε οτι το συναρτισοειδές

‖ · ‖ : L→ ‖L‖ ∈ R

είναι νόρµα και συνεπώς το σύνολο των γραµµικών τελεστών ορισµένων σε

κάποιο γραµµικό χώρο µε νόρµα είναι επίσης γραµµικός χώρος µε νόρµα.

Απο την Συναρτησηακή Ανάλυση γνωρίζουµε ότι ο γραµµικός τελεστής είναι

ϕραγµένος αν και µόνο αν είναι συνεχής.

Ορισµός 1. Λέµε οτι ο τελεστής (ή η απεικόνιση) L : B → V (οπου B και

V γραµµικοί χώροι µε νόρµα) είναι επί αν για κάθε f ∈ V υπάρχει u ∈ B τ.ω.

f = Lu. Με αλλα λόγια για κάθε f ∈ V η εξίσωση Lu = f έχει λύση (που

ανήκει στο B).

2. Λέµε οτι ο τελεστής L : B → V είναι ενα-προς-ενα αν για κάθε f ∈ V
υπάρχει ενα και µόνο ενα u ∈ B τ.ω. f = Lu, και αντιστρόφως.

Θεώρηµα 9.2. ΄Εστω B χώρος Banach, V γραµµικος χώρος µε νόρµα και

L0, L1 γραµµικοί ϕραγµένοι τελεστές

L0 : B → V, L1 : B → V.

Για κάθε t ∈ [0, 1] ορίζουµε τον τελεστή Lt:

Lt = (1− t)L0 + tL1.

΄Εστω οτι υπάρχει µια σταθερά C > 0 τ.ω. για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε

u ∈ B ισχύει

(9.1) ‖u‖B ≤ C‖Ltu‖V .
Τότε ο τελεστής L1 : B → V είναι επί αν και µόνο αν είναι επί ο τελεστής

L0 : B → V .

(Η σταθερά C στην ανισότητα (9.1) είναι ανεξάρτητη του u και του t)
Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι για κάποιο s ∈ [0, 1] (π.χ. για s = 0) ο

τελεστής Ls είναι επί. Τότε ο Ls είναι ένα-προς-ενα λόγω της (9.1) και της

γραµµικότητας τουLs. Πράγµατι έχουµε για κάθε u1, u2 ∈ B
‖u1 − u2‖B ≤ C‖Ls(u1 − u2)‖V = C‖Lsu1 − Lsu2)‖V ,

αρα αν Lsu1 = Lsu2, τότε u1 = u2.

Αφου ο Ls είναι ένα-προς-ενα, ορίζεται ο τελεστής L−1
s (αντίστροφη απει-

κόνιση απο το V στο B) ο οποιος είναι γραµµικός και ϕραγµένος. Θεωρούµε

την εξίσωση

(9.2) Ltu = f

µε τυχαίο t. ϑέλουµε να αποδείξουµε οτι ο Lt είναι επι. Εδω f δοσµένο

στοιχείο (του V ) και η u λύση της εξίσωσης που ϑέλουµε να ϐρούµε (στο B).

ϑέλουµε να αποδείξουµε οτι ο Lt είναι επι. Η (9.2) µπορεί να γραφτει ως

Lsu = f + Lsu− Ltu



45

ή

Lsu = f +
(
Ls − Lt

)
u

ή (αφου Lt = (1− t)L0 + tL1 και Ls = (1− s)L0 + sL1)

Lsu = f + (t− s)L0u− (t− s)L1u.

Εφαρµόσουµε τον L−1
s στην τελευταία σχέση και παίρνουµε

u = L−1
s

(
f + (t− s)L0u− (t− s)L1u

)
και, εφόσον ο L−1

s είναι γραµµικός,

(9.3) u = L−1
s f + (t− s)L−1

s

[
L0 − L1

]
u.

Ορίζουµε τον τελεστή T ως

T ≡ L−1
s f + (t− s)L−1

s

[
L0 − L1

]
,

τότε η εξίσωση (9.3) (ουσιαστικά η (9.2) ) γράφεται ως

(9.4) u = Tu.

Ευκολα διαπιστώνουµε οτι ο T απεικονίζει τον χώρο B στον εαυτό του. Πράγ-

µατι,

Tu = L−1
s f + (t− s)L−1

s

[
L0 − L1

]
u,

το στοιχείο f ∈ V αρα

L−1
s f ∈ B,

το u ∈ B αρα

(L0 − L1)u ∈ V και L−1
s

(
L0 − L1)u ∈ B.

Ας εξετάσουµε τωρα πότε ο T είναι συστολή. ΄Εχουµε

‖Tu1 −Tu2‖B =

‖L−1
s f + (t− s)L−1

s

[
L0 − L1

]
u1 − L−1

s f + (t− s)L−1
s

[
L0 − L1

]
u2‖B =

|t− s|‖L−1
s

[
L0 − L1

]
(u1 − u2)‖B.

Το στοιχείο

w = L−1
s

(
L0 − L1

)
(u1 − u2)

ανήκει στο B και λόγω της (9.1) έχουµε

‖w‖B ≤ C‖Lsw‖V = C‖
[
L0 − L1

]
(u1 − u2)‖V ≤

C‖
[
L0 − L1

]
‖‖(u1 − u2)‖B.

Η τελευταία ανισότητα είναι άµεση συνέπεια του ορισµού της νόρµας του τε-

λεστή. ΄Αρα καταλήγουµε στο οτι

‖Tu1 −Tu2‖B ≤ C|t− s|‖
[
L0 − L1

]
‖‖(u1 − u2)‖B ≤

C|t− s|
(
‖L0‖+ ‖L1‖

)
‖(u1 − u2)‖B.

΄Αρα ο T είναι συστολή όταν

C|t− s|
(
‖L0‖+ ‖L1‖

)
< 1.
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Συνεπώς για ολα τα t ∈ [0, 1] που επαληθευουν την σχέση

|t− s| < δ =
1

(C‖L0‖+ ‖L1‖)
ο T είναι συστολή και η εξίσωση (9.4) έχει λύση άρα και η (9.2) έχει λύση

δηλαδή ο Lt για τετοιες τιµές του t είναι επί.

Τώρα χωρίζουµε το διάστηµα [0, 1] σε διαστήµατα µήκους δ̃ < δ ( δ̃ > 0),

αν ο L0 είναι επι τότε και ο Lt είναι επι για t ∈ [0, δ̃], αφου τωρα ο Lδ̃ είναι

επι ϑα είναι επί και ο Lt για t ∈ [0, 2δ̃]. Συνεχίζοντας ετσι σε πεπερασµένο

πλήθως ϐηµάτων ϑα ϕτάσουµε στον L1. Προφανώς µε την ίδια διαδικασία αν

ο L1 είναι επί τότε και ο L0 ϑα είναι επι.

�

Ασκήσεις

1. Θεωρούµε το σύνολο των συνεχών στο Ω συναρτήσεων. Το συναρτησοει-

δές που ορίζεται µέσω της σχέσης

‖f‖ =

∫
Ω
f2dx

είναι νόρµα ;

2. Θεωρούµε το σύνολο των συνεχών στο Ω συναρτήσεων. Το συναρτησοει-

δές που ορίζεται µέσω της σχέσης

‖f‖ =
(∫

Ω
f2dx

)1/2

είναι νόρµα ;

3. Θεωρούµε το σύνολο των συνεχών στο Ω συναρτήσεων. Το συναρτησοει-

δές που ορίζεται µέσω της σχέσης

‖f‖ =

n∑
i=1

sup
Ω
|fxi |

είναι νόρµα ;

4. Αποδείξτε ότι ο αντίστροφος του γραµµικού είναι γραµµικώς.

§ 10. Εκτιµήσεις Schauder,
προβλήµα Dirichlet στην γενική περίπτωση

΄Εστω Ω ϕραγµένο χωρίο στον Rn
τ.ω. ∂Ω ∈ C2+α

, α ∈ (0, 1). Θεωρούµε

στο Ω το εξής πρόβληµα Dirichlet :
(10.1)

Lu ≡
n∑

i,j=1

ai,j(x)uxixj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = f(x) στοΩ, u
∣∣∣
∂Ω

= φ.
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Υποθέτουµε οτι ισχύει η συνθήκη (6.2) και c(x) ≤ 0. Επίσης υποθέτουµε

οτι οι aij(x), bi(x), c(x) και f(x) είναι Cα(Ω) ενω η φ ∈ C2+α(∂Ω). Τότε

λαµβάνει χώρα η ακόλουθη εκτίµηση της λύσης του προβλήµατος (10.1)

(10.2) ‖u‖C2+α(Ω) ≤ C
(
‖f‖Cα(Ω) + ‖φ‖C2+α(∂Ω)

)
.

η οποία ονοµάζεται a priori εκτίµηση Schauder. Η σταθερά C εξαρτάται

απο το χωρίο Ω, τις νόρµες ‖aij‖Cα , ‖bi‖Cα , ‖c‖Cα και απο την σταθερά

ελλειπτικότητας λ, δηλαδή από τα δεδοµένα του προβλήµατος.

Θα εφαρµόσουµε τωρα το Θεώρηµα 9.2 για να αποδείξουµε την ύπαρξη της

λύσης του προβλήµατος (10.1) χρησιµοποιώντας την εκτίµηση (10.2).

Κατ αρχάς ας υποθέσουµε οτι η συνάρτηση φ είναι ορισµένη σε όλο το χωρίο

Ω και φ ∈ C2+α(Ω). Τότε τη συνοριακή συνθήκη µπορούµε να την ϐλέπουµε

ως

u
∣∣∣
∂Ω

= φ
∣∣∣
∂Ω
.

(Γενικώς το πρόβληµα επέκτασης µιας συνάρτησης ορισµενης στο σύνορο ενός

χωρίου στο εσωτερικό του χωρίου αυτου είναι αρκετά πολύπλοκο, ϑα σηµειώ-

σουµε µόνο οτι αν ∂Ω ∈ C2+α
και φ ∈ C2+α(∂Ω), τότε µπορούµε να την

επεκτείνουµε την φ σε όλο το Ω ε.ω. η φ να ανήκει στο C2+α(Ω).)
Προφανώς η αντικατάσταση u = v + φ ανάγει το πρόβληµα (10.1) στο

Lv = f̃ στοΩ, v
∣∣∣
∂Ω

= 0

όπου

f̃ = f −
n∑

i,j=1

ai,j(x)φxixj +
n∑
i=1

bi(x)φxi + c(x)φ.

Συνεπώς χωρίς ϐλάβη της γενικότητας εξ αρχής µπορούµε να πάρουµε µηδε-

νικές συνοριακές συνθήκες, δηλαδη να ϑεωρούµε το πρόβληµα

(10.3)
n∑

i,j=1

ai,j(x)uxixj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = f(x) στοΩ, u
∣∣∣
∂Ω

= 0.

Πάµε πίσω στο Θεώρηµα 9.2. Ως χώρο B ϑα πάρουµε τον C2+α
0 (Ω) δηλαδή

B = {u ∈ C2+α(Ω), u
∣∣∣
∂Ω

= 0}

και ως V ϑα πάρουµε τον Cα(Ω).
Ορίζουµε τους τελεστές Lt ως εξής

Lt u = tL u+ (1− t)∆u, t ∈ [0, 1].

Προφανώς L0 = ∆, L1 = L και

L0 : C2+α
0 (Ω)→ Cα(Ω), L1 : C2+α

0 (Ω)→ Cα(Ω), Lt : C2+α
0 (Ω)→ Cα(Ω).

Θεωρούµε τις εξισώσεις

L0 u = f, και L1 u = f
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και

Lt u = f (αφού Lt u = tf + (1− t)f = f).

Παρατηρούµε ότι η επιλυσιµότητα του προβλήµατος

Lu = f στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= 0

ανάγεται στο αν η απεικόνιση

L : C2+α
0 (Ω)→ Cα(Ω)

είναι ¨επί¨. ∆ηλαδή αν για κάθε f ∈ Cα(Ω) υπάρχει u ∈ C2+α
0 (Ω) τ.ω. η

f είναι εικόνα της u και προφανώς αυτη η u ϑα είναι λύση του προβλήµατος

(10.3).

Γνωρίζουµε ότι η απεικόνιση

L0(≡ ∆) : C2+α
0 (Ω)→ Cα(Ω)

είναι ¨επί¨. ΄Αρα για να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 9.2 και ως συνέπεια να

έχουµε οτι είναι επί η απεικόνιση L πρέπει να ϐεβαιωθούµε οτι λαµβάνει

χώρα η a priori εκτίµηση (9.1). ∆ηλαδή πρέπει να ισχύει

‖u‖C2+α(Ω) ≤ C‖f‖Cα(Ω)

που είναι η εκτίµηση Schauder. ΄Αρα ισχύει το εξής ϑεώρηµα

Θεώρηµα 10.1.Υποθέτουµε οτι ισχύει η συνθήκη (6.2) και c(x) ≤ 0. Επί-

σης υποθέτουµε οτι οι aij(x), bi(x), c(x), f(x) είναι Cα(Ω) συναρτήσεις και

ϑεωρούµε οτι φ ∈ C2+α(∂Ω), ∂Ω ∈ C2+α
.

Τότε υπάρχει µοναδική λύση u ∈ C2+α(Ω) του προβλήµατος (10.1).

Την µοναδικότητα την έχουµε αποδείξει στην §8.
Πρέπει να τονίσουµε εδώ οτι αν η f είναι µόνο συνεχής συνάρτηση,τότε το

πρόβληµα (10.1) µπορεί να µην έχει κλασική λύση (το ίδιο ισχύει και για τους

συντελεστές). Πράγµατι, ϑεωρούµε το εξής πρόβληµα Dirichlet:
(10.4)

ux1x1 + ux2x2 = f(x1, x2) στην µπάλα BR(0) : |x| =
√
x2

1 + x2
2 < R < 1,

(10.5) u
∣∣∣
|x|=R

=
(
x2

1 − x2
2

)√
− lnR

∣∣∣
|x|=R

,

όπου η συνεχής (όχι όµως H ο̈lder συνεχής) συνάρτηση f όριζεται να είναι

f =


x22−x21
2|x|2

(
4(

−ln |x|)
)1/2 + 1

2
(
−ln |x|)

)3/2), για |x| > 0,

0, για |x| = 0

Με άµεσους υπολογισµούς διαπιστώνουµε ότι η συνάρτηση

(10.6) u(x1, x2) =
(
x2

1 − x2
2

)(
− ln|x|

)1/2
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ανήκει στον χώρο C∞
(
BR(0) \ {0}

)
∩C0

(
BR(0)

)
, επαληθεύει την συνοριακή

συνθήκη και επαληθεύει την εξίσωση στο BR(0) \ {0}. ΄Οµως

ux1x1 =

2
(
− ln |x|

)1/2
+

x2
1(x2

1 − x2
2)

|x|4
(
− ln |x|

)1/2−
2x2

1

|x|2
(
− ln |x|

)1/2 − x2
1 − x2

2

2|x|2
(
− ln |x|

)1/2 − x2
1(x2

1 − x2
2)

4|x|4
(
− ln |x|

)3/2 .
Προφανώς

lim
|x|→0

ux1x1 =∞,

άρα η (10.6) δεν µπορεί να είναι (κλασική) λύση του προβληµατος (10.4),

(10.5). Μπορούµε να αποδείξουµε οτι το πρόβληµα αυτο δεν έχει (κλασική)

λύση.

Τέλος, ας επισηµάνουµε οτι µε πιο λεπτές διαδικασίες είναι δυνατόν να

αποδείξουµε την ύπαρξη της λύσης υπο λιγότερες προυποθέσεις σχετικά µε

την οµαλότητα της φ και του ∂Ω.

§ 11. Μοναδικότητα της λύσης για άλλα συνοριακά προβλήµατα

Κατ αρχάς ϑα επισηµάνουµε οτι η ύπαρξη της λύσης για δευτερο και τρίτο

συνοριακό µπορεί να κατασκευαστεί παρόµοιως µε το πρόβλήµα Dirichlet.
Στο µάθηµα αυτό ϑα περιοριστούµε µε την απόδειξη της µοναδικότητας της

λύσης για αυτά τα προβλήµατα.

Θεωρούµε το πρόβληµα Neumann

(11.1) Lu = f στο Ω,
∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= φ.

Θεώρηµα 11.1. Υποθέτουµε οτι c(x) ≤ 0 και η c(x) σε κάποια σηµεία του Ω
είναι γνησίως αρνητηκή. Τότε η λύση του προβλήµατος (11.1) είναι µοναδική.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε οτι υπάρχει µια άλλη λύση η v, δηλαδή:

Lv = f στο Ω,
∂v

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= φ.

Για την w ≡ u− v έχουµε

Lw = 0 στο Ω,
∂w

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= 0.

Αν η w δεν είναι σταθερά τότε λόγω συνοριακής συνθήκης δεν λαµβάνει στο

∂Ω ουτε το ϑετικό της µέγιστο ούτε το αρνητικό της ελάχιστο, αλλοιώς (ϐλ. §7)
στο σηµείο αυτό ϑα είχαµε

∂w

∂ν

∣∣∣
∂Ω

> 0 ή
∂w

∂ν

∣∣∣
∂Ω

< 0.

Επίσης αν η w δεν είναι σταθερά τότε δεν λαµβάνει ουτε το ϑετικό της µέγιστο

ούτε το αρνητικό της ελάχιστοτο και στα εσωτερικά σηµεία του Ω, συνεπώς η
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w είναι σταθερά. Απο την υπόθεση οτι ο µη ϑετικός συντελεστής c(x) είναι

αρνητικός τουλάχιστον σε κάποια σηµεία προκύπτει οτι η σταθερά αυτή πρέπει

να είναι µηδέν, τουτέστιν w ≡ 0⇔ u ≡ v.
�

Παρατηρούµε ότι αν c(x) ≡ 0 τότε η λύση του προβλήµατος Neumann δεν

είναι µοναδική διότι οποιαδήποτε σταθερά C ϑα είναι λύση του οµογενούς

προβλήµατος. ∆ηλαδή αν η u είναι λύση του προβλήµατος (11.1) µε c(x) ≡ 0,
τότε και η u+ C ϑα είναι επίσης λύση του (11.1).

Θεωρούµε τώρα το πρόβληµα Robin

(11.2) Lu = f στο Ω,
∂u

∂ν
+ hu

∣∣∣
∂Ω

= φ.

Θεώρηµα 11.2. Υποθέτουµε οτι c(x) ≤ 0, h(x) ≥ 0. Επιπλέον Ϲητάµε ή

η c(x) σε κάποια σηµεία του Ω να είναι γνησίως αρνητηκή ή η h(x) σε κάποια

σηµεία του ∂Ω να είναι γνησίως ϑετική. Τότε η λύση του προβλήµατος (11.2)

είναι µοναδική.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε οτι υπάρχει µια άλλη λύση η v, δηλαδή:

Lv = f στο Ω,
∂v

∂ν
+ h v

∣∣∣
∂Ω

= φ.

Για την w ≡ u− v έχουµε

Lw = 0 στο Ω,
∂w

∂ν
+ hw

∣∣∣
∂Ω

= 0.

Αν η w δεν είναι σταθερά τότε δεν λαµβάνει στο ∂Ω ουτε το ϑετικό της µέγιστο

ούτε το αρνητικό της ελάχιστο. Πράγµατι, αν στο σηµείο x0 ∈ ∂Ω το ϑετικό

της µέγιστο (αρνητικό ελάχιστο), τότε σε αυτό το σηµείο έχουµε

∂w

∂ν
+ hw

∣∣∣
x0
> 0

(∂w
∂ν

+ hw
∣∣∣
x0
< 0
)

άτοπο.

Επίσης αν η w δεν είναι σταθερά τότε δεν λαµβάνει ουτε το ϑετικό της

µέγιστο ούτε το αρνητικό της ελάχιστοτο και στα εσωτερικά σηµεία του Ω,

συνεπώς η w είναι σταθερά.

Απο την υπόθεση οτι ή ο c(x) ≤ 0 είναι αρνητικός τουλάχιστον σε κάποια

σηµεία προκύπτει ή οτι η h(x) ≥ 0 είναι ϑετική τουλάχιστον σε κάποια σηµεία

προκύπτει οτι σταθερά αυτή πρέπει να είναι µηδέν, τουτέστιν w ≡ 0.
�

§ 12. Μη γραµµικές εξισώσεις

Η µη γραµµική εξίσωση

n∑
i,j=1

aij(x, u,∇u)uxixj + b(x, u,∇u) = 0,
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όπου χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε οτι aij = aji, ονοµάζεται ελλει-
πτικού τύπου (ή ελλειπτική) στο χωρίο Ω αν υπάρχουν συναρτήσεις λ(x, u,p),
Λ(x, u,p) τ.ω. ισχύει

(12.1)

0 < λ(x, u,p)|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x, u,p)ξiξj ≤ Λ(x, u,p)|ξ|2, ∀ξ ∈ Rn \ {0}

και για όλα τα x ∈ Ω, u ∈ R, p ∈ Rn
. ΄Οπως ϑα δούµε στο παράδειγµα

παρακάτω οι λ και Λ είναι συχνά η µεγαλύτερη και η µικρότερη ιδιοτιµή του

πίνακα A =
(
aij

)
.

Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Dirichlet

(12.2)
n∑

i,j=1

ai,j(x, u,∇u)uxixj + b(x, u,∇u) = 0 στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= φ

Ορισµός. Λέµε ότι ο τελεστής T που απεικονίζει τον χώρο Banach B στον

εαυτό του (δηλαδή T : B → B) είναι συµπαγής αν η είκονα κάθε ϕραγµένου

συνόλου είναι συµπαγές σύνολο.

Θεώρηµα 12.1 (Leray − Schauder). ΄Εστω T συµπαγής τελεστής που

απεικονίζει τον χώροBanachB στον εαυτό του και έστω οτι υπάρχει µια σταθερά

M > 0 τ.ω. για καθε u ∈ B και κάθε σ ∈ [0, 1] που επαληθευουν την εξίσωση

u = σTu

ισχύει η ανισότητα

(12.3) ‖u‖B ≤M.

Τότε η απεικόνισηT έχει σταθερό σηµείο, δηλαδή υπάρχει u ∈ B τ.ω. u = Tu.
Προφανώς εννοούµε ότι η σταθερά M δεν εξαρτάται ούτε απο την u όυτε

απο το σ!
Κατασκευάζουµε την απεικόνιση (τον τελεστή)

T : C1,β(Ω)→ C1,β(Ω)

ως εξής : έστω v τυχαία συνάρτηση απο τον χώρο C1,β(Ω)

T : v → u ⇔ u = T v,

όπου η u µοναδική λύση του γραµµικού προβλήµατος

(12.4)

n∑
i,j=1

ai,j(x, v,∇v)uxixj = −b(x, v,∇v) στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= φ

µε aij , b ∈ C1,α(Ω ×R ×Rn), φ ∈ C2,α(∂Ω), ∂Ω ∈ C2,α
. Λόγω εκτιµήσεων

Schauder έχουµε οτι u ∈ C2,αβ(Ω) αρα ο τελεστής T απεικονίζει

T : C1,β(Ω)→ C2,αβ(Ω).
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Ο τελεστής είναι ϕραγµένος, άρα αν ϑα πάρουµε τον περιορισµό του στον

C1,β(Ω) ϑα είναι συµπαγής. Συνοψίζοντας έχουµε έναν συµπαγή τελεστή ο

οποιος δρα απο τον χώρο Banach C1,β(Ω) στον ίδιο :

T : C1,β(Ω)→ C1,β(Ω).

Είναι προφανές ότι το σταθερό σηµείο της απεικόνισης T είναι λύση του προ-

ϐλήµατος (12.2). Για να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα Leray − Schauder
πρέπει να αποδείξουµε ότι ισχύει η (12.3).

Κατ αρχάς ας καταλάβουµε την εξίσωση

u = σTu.

Εφόσον u = T v προφανώς

σu = σT v,

δηλαδή ο τελεστής σT απεικονίζει κάθε v ∈ C1,β(Ω) στην σu οπου u (όπως

και πρίν) λύση του προβλήµατος (12.4). Πολλαπλασιάζουµε την (12.4) µε σ:

(12.5)

n∑
i,j=1

ai,j(x, v,∇v)(σu)xixj = −σb(x, v,∇v) στο Ω, σu
∣∣∣
∂Ω

= σφ.

Για w = σu η (12.5) γράφεται ως

(12.6)

n∑
i,j=1

ai,j(x, v,∇v)wxixj = −σb(x, v,∇v) στο Ω, w
∣∣∣
∂Ω

= σφ.

Αρα

σT : v → w ⇔ w = σT v

όπου w λύση του προβλήµατος (12.6).

Χρησιµοποιώντας u αντι w µπορούµε να πούµε ότι

σT : v → u ⇔ u = σT v

όπου u είναι λύση του προβλήµατος

n∑
i,j=1

ai,j(x, v,∇v)uxixj = −σb(x, v,∇v) στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= σφ.

΄Αρα η εξίσωση

u = σTu

(ϐλ. (12.3) ) ισοδυναµεί µε το πρόβληµα Dirichlet

n∑
i,j=1

ai,j(x, u,∇u)uxixj + σb(x, u,∇u) = 0 στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= σφ.

Συνεπώς καταλήγουµε στο οτι η απόδειξη της ύπαρξης της λύσης του προ-

ϐλήµατος (12.2) ανάγεται στην a priori εκτήµηση της νόρµας ‖u‖C1,β(Ω) της

λύσης αυτού του προβλήµατος (ϑυµίζουµε οτι σ ∈ (0, 1)). ∆ηλαδή αν υποθέ-

σουµε οτι η (κλασική) λύση υπάρχει και µπορούµε να ϐρούµε µια απόλυτη
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σταθερά C η οποία ϑα εξαρτάται µόνο απο τα δεδοµένα του προβλήµατος

(όπως π.χ. στην § 8) τ.ω.
‖u‖C1,β(Ω) ≤ C,

τότε το ϑεώρηµα Leray−Schauder εξασφαλίζει οτι η (κλασική) λύση υπάρχει.

΄Ισως το πιο γνωστό παράδειγµα µη γραµµικής εξίσωσης είναι η εξίσωση της

ελάχηστης επιφάνειας.

Θεωρούµε µια επιφάνεια η οποια είναι γράφηµα της συνάρτησης u =
u(x, y) µε (x, y) ∈ Ω ⊂ R2

. Το εµβαδόν I της επιφάνειας αυτής δίνεται

απο τον τύπο

(12.7) I(u) =

∫ ∫
Ω

√
1 + u2

x + u2
y dxdy.

΄Εστω τωρα η επιφάνεια αυτή στο ∂Ω παίρνει δοσµένες τιµές

(12.8) u
∣∣∣
∂Ω

= φ

και ϑέλουµε να ϐρούµε την επιφάνεια η οποια επαληθέυει την (12.8) και έχει

ελάχιστο δυνατο εµβαδόν. Πρέπει να ελαχιστοποιήσουµε το συναρτησοειδές

(12.7) µε περιορισµό (12.8). Απο τον Λογισµό Μεταβολών έχουµε ότι το Ϲη-

τούµενο ελάχιστο είναι λύση του προβλήµατος Dirichlet :

(1 + u2
y)uxx − 2uxuyuxy + (1 + u2

x)uyy = 0 στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= φ.

Η σχέση (12.1) για την τελευταία εξίσωση ισχύει µε

λ = 1 και Λ = 1 + u2
x + u2

y.

Παρατηρούµε οτι αυτά είναι η µικρότερη και η µεγαλύτερη ιδιοτιµή του πί-

νακα

A =

(
1 + u2

y −ux uy
−ux uy 1 + u2

x

)
.

Τέλος, ας αναφέρουµε ενα µη γραµµικό πρόβληµα το οποίο εχεί µοναδική

κλάσική λύση αλλα έχει και µια άλλη λύση.

Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Dirichlet:

∆u+ |∇u|2 = 0 για |x| < R < 1, (x = (x1, x2))

u
∣∣∣
|x|=R

= 0.

Η µοναδική κλασική λύση του προβλήµατος είναι u ≡ 0. Ταυτοχρόνως υπάρ-

χει και άλλη λήση η

(12.9) u(x) = u(|x|) = ln ln
1

|x|
− ln ln

1

R
.

Πράγµατι

∇u = −
( x1

|x|2 ln 1
|x|
,

x2

|x|2 ln 1
|x|

)
= − ∇|x|
|x| ln 1

|x|
,

|∇u|2 = |x|−2
(

ln
1

|x|

)−2
.
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Υπολογίζουµε την δευτερη παράγωγο:

uxixi = 2
x2
i

|x|4 ln 1
|x|
− x2

i

|x|4
(

ln 1
|x|
)2 − 1

|x|2 ln 1
|x|
.

΄Αρα

∆u = −|x|−2
(

ln
1

|x|

)−2
= −|∇u|2.

Επίσης

u(x)
∣∣∣
|x|=R

= u(R) = 0.

Προφανώς η συνάρτηση (12.9) δεν είναι ϕραγµένη αρα δεν είναι κλάσική

λύση. Παρατηρούµε οτι η u(x) και το ∇u είναι τετραγωνικά ολοκληρώσηµες

συναρτήσεις.
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Κεφάλαιο ΙΙ. Εξισώσεις παραβολικού τύπου

§1. Αρχή του µεγίστου για παραβολικές εξισώσεις

Εστω QT = (0, T )×Ω κύλινδρος µε κάτω ϐάση Ω- ϕραγµένο χωρίο στο Rn
.

Με ST ϑα συµβολίζουµε την παράπλευρη επιφάνεια του κυλίνδρου, δηλαδη

ST = (0, T ] × ∂Ω και µε ΓT το παραβολικό σύνορο του χωρίου QT δηλαδη

ΓT = Ω ∪ ST .
Στο QT ϑεωρούµε την εξίσωση

(1.1)

n∑
i,j=1

aij(t, x)uxixj +

n∑
i=1

bi(t, x)uxi + c(t, x)u− ut = f(t, x).

Στο εξής

L · ≡
n∑

i,j=1

aij(t, x)
∂2 ·

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(t, x)
∂ ·
∂xi

+ c(t, x) · −∂ ·
∂t

άρα η εξήσωση (1.1) γράφεται σε µορφή

Lu = f(t, x).

Λέµε οτι η εξίσωση (1.1) είναι παραβολικού τύπου (ή παραβολική) αν υπάρ-

χουν σταθερές Λ ≥ λ > 0 στο QT τ.ω.

(1.2) λ|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(t, x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, ∀ξ ∈ Rn \ {0}, και ∀(t, x) ∈ QT .

Υποθέτουµε οτι οι συναρτήσεις aij , bi, c (συντελεστές της (1.1) ) και f (δεύτερο

µέρος) είναι ορισµένες στο QT και τουλάχιστον ϕραγµένες.

Λήµµα 1.1 ΄Εστω u(t, x) ∈ C1,2
t,x (QT ). Εαν στο QT ισχύει

c ≤ 0, Lu < 0
(
Lu > 0

)
ή

c < 0, Lu ≤ 0
(
Lu ≥ 0

)
,

τότε η u δεν λαµβάνει το αρνητικό ελάχιστό (ϑετικό µέγιστο) της στο QT .

Απόδειξη. Θεωρούµε την περίπτωση c ≤ 0, Lu < 0, οι υπόλοιπες

αποδεικνύονται παροµοίως. Αν σε κάποιο σηµείο (t0, x0) ∈ QT (δηλαδή

(t0, x0) ∈ QT \ ∂QT ) η u λαµβάνει αρνητικό ελάχιστο τότε σε αυτό το ση-

µείο έχουµε

n∑
i,j=1

aijuxixj ≥ 0,
n∑
i=1

bi(t, x)uxi = 0, c(t, x)u ≥ 0, −ut = 0

αυτό όµως αντιφάσκει στην υπόθεση

Lu
∣∣∣
t0,x0

< 0.

΄Ατοπο.

�
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Λήµµα 1.2 Αν στο Λήµµα 1.1 έχουµε επιπλέον οτι u(t, x) ∈ C0(QT ) και

u
∣∣∣
ΓT
≥ 0

(
u
∣∣∣
ΓT
≤ 0
)
,

τότε

u ≥ 0 στο QT
(
u ≤ 0 στο QT

)
.

Απόδειξη. Θεωρούµε την περίπτωση

u
∣∣∣
ΓT
≥ 0 και c ≤ 0, Lu < 0 στο QT

ή

u
∣∣∣
ΓT
≥ 0 και c < 0, Lu ≤ 0 στο QT .

Για κάθε ε > 0 ϑεωρούµε την συνάρτηση

v = ε(T − t)−α + u,

για κάποιο α > 0. Προφανώς

Lv = L
(
ε(T − t)−α

)
+ Lu ≤ −αε(T − t)−α−1 < 0.

Συνεπώς η v δεν λαµβάνει το αρνητικό της ελάχιστό στο QT . Αφού είναι

συνεχής στο QT το λαµβάνει στο ∂QT . Επειδή οµως στο ∂QT ισχύει v ≥ 0
καταλήγουµε στο οτι v ≥ 0 στο QT . Αρα

ε(T − t)−α + u ≥ 0 στο QT ∀ε > 0.

Περνώντας στο όριο ε→ 0 παίρνουµε το Ϲητούµενο.

Η περίπτωση u ≤ 0 αποδεικνύεται παροµοίως.

�
Θα συµβολίσουµε

Qt1 = (0, t1)× Ω, St1 = (0, t1]× ∂Ω, Γt1 = Ω ∪ St1 .

Θεώρηµα 1.1 (apriori εκτίµηση) ΄Εστω aij , bi, c, f ∈ C0(QT ) και u(t, x) ∈
C1,2
t,x (QT ) ∩ C0(QT ) είναι λύση της εξίσωσης (1.1) στο QT .

1. Αν c(t, x) ≤ 0, τότε ισχύει

|u(t, x)| ≤ max
Γt1

|u|+ C max
Qt1

|f | ∀t ≤ t1 ∈ (0, T ), x ∈ Ω.

2. Αν c(t, x) ≤ γ (γ > 0 σταθερά), τότε ισχύει

|u(t, x)| ≤ eγ t max
Γt1

|ue−γ t|+ Ceγ t max
Qt1

|fe−γ t| ∀t ≤ t1 ∈ (0, T ), x ∈ Ω.

Εδώ C > 0 είναι µια σταθερά την οποια ϑα την προσδιορίσουµε πιο κάτω.

Απόδειξη. 1. Λόγω της (1.2) έχουµε ότι a11 ≥ λ > 0. Επειδή το χωρίο Ω
είναι ϕραγµένο υπάρχει σταθερά q > 0 τ.ω. q > x1 στο Ω. Θέτουµε

M = max
Γt1

|u|, N = max
Qt1

|f |.

Για α > 0, ρ > 0 ϑεωρούµε τη συνάρτηση

v(t, x) ≡ ε(t1 − t)−α +M + (eρq − eρx1)N ± u(t, x)



57

Για κάθε ε > 0 έχουµε

(1.3) v ≥ 0 στο ∂Qt1

και

Lv = L
(
ε(t1 − t)−α +M + (eρq − eρx1)N

)
± Lu =

−(a11ρ
2 + b1ρ)eρx1N+

c(ε(t1 − t)−α +M + (eρq − eρx1)N)− εα(t1 − t)−α−1 ± f ≤
−(λρ2 + b1ρ)Neρx1 ± f.

Επιλέγοντας το ρ αρκετά µεγάλο (ε.ω. λρ2 + b1ρ > 1) παίρνουµε οτι

(1.4) Lv < 0 στο Qt1 .

Απο (1.3), (1.4) (και Λήµµα 1.2) έχουµε v ≥ 0 στο Qt1 δηλαδή

|u| ≤M + (eρq − eρx1)N + ε(t1 − t)−α ∀ε > 0.

Προφανώς

|u| ≤M + C N + ε(t1 − t)−α ∀ε > 0

όπου

C = max
Ω

(eρq − eρx1).

Στέλνοντας το ε στο µηδέν καταλήγουµε στο Ϲητούµενο.

2. ΄Εστω τώρα c(t, x) ≤ γ. Εισάγουµε τη συνάρτηση

w(t, x) = u(t, x) e−γt,
(
u(t, x) = w(t, x) eγt

)
η οποία επαληθεύει την εξίσωση

n∑
i,j=1

aij(t, x)wxixj +

n∑
i=1

bi(t, x)wxi + c̃(t, x)w − wt = f̃(t, x)

µε

c̃(t, x) = c(t, x)− γ ≤ 0 και f̃(t, x) = f(t, x)e−γt.

Προφανώς c̃(t, x) ≤ 0 αρα ϐρισκόµαστε στην περίπτωση 1. και έχουµε

|w(t, x)| ≤ max
Γt1

|w|+ C max
Qt1

|f̃ | ∀t ≤ t1 ∈ (0, T ), x ∈ Ω.

Επιστρέφοντας στην u καταλήγουµε στο Ϲητούµενο.

�

ϑα δείξουµε τωρα οτι η άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος είναι η µοναδικό-

τητα της λύσης του προβλήµατος Dirichlet για την εξίσωση (1.1).

Πρόβληµα Cauchy − Dirichlet : Στο χωρίο QT να ϐρεθεί η λύση της εξί-

σωσης (1.1) η οποία επαληθεύει την αρχική και την συνοριακή συνθήκη

(1.5) u
∣∣∣
ΓT

= φ,

οπου η συνεχής συνάρτηση φ είναι ορισµένη στο ΓT .

Θεώρηµα 1.2 (µοναδικότητας για το πρόβληµα Cauchy −Dirichlet). Το

πρόβληµα (1.1), (1.5) έχει µοναδική (κλασική) λύση.
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Απόδειξη. ΄Εστω u1 λύση του προβλήµατος (1.1), (1.5) και η u2 µια άλλη

λύση. Προφανώς η είναι λύση του προβλήµατος

Lu = 0 στο QT , u
∣∣∣
ΓT

= 0.

Απο το Θεώρηµα 1.1 έχουµε (αφου f ≡ 0) ότι στο QT

|u| ≤ 0 ⇔ u ≡ 0 ⇔ u1 ≡ u2.

�

Θα δώσουµε τώρα µια αλλή προσέγγιση στην εκτίµηση της λύσης. Στο QT
ϑεωρούµε την εξίσωση (1.1). Εισάγουµε τη συνάρτηση v = u e−γt µε

γ > c0 = max
QT

c,

για την οποια έχουµε

(1.6)
n∑

i,j=1

aij(t, x)vxixj +
n∑
i=1

bi(t, x)vxi + (c(t, x)− γ)v − vt = e−γtf(t, x).

Επιλέγουµε τυχαίο t1 ∈ (0, T ). ∆ιακρίνουµε τρείς περιπτώσεις :

1. v ≤ 0 στο Qt1 ,

2. η v παίρνει το ϑετικό της µέγιστο στο Qt1 σε κάποιο σηµείο του Γt1 ,

3. η v παίρνει το ϑετικό της µέγιστο στο Qt1 σε κάποιο σηµείο του Qt1 \Γt1 .
Θεωρούµε την τρίτη περίπτωση, η v λαµβάνει το ϑετικό της µέγιστο στο

σηµείο (t0, x0) ∈ (0, t1]× Ω. Σε αυτο το σηµείο ισχυεί

n∑
i,j=1

aijvxixj ≤ 0, vxi = 0, −vt ≤ 0

(vt(t
0, x0) = 0 για t0 ∈ (0, t1) και vt(t

0, x0) ≥ 0 αν t0 = t1 = T ).

Συνεπώς, απο την εξίσωση (1.6) έχουµε

(γ − c(t0, x0))v(t0, x0) ≤ −e−γt0f(t0, x0).

δηλαδή

(1.7) v(t0, x0) ≤ −e
−γt0f(t0, x0)

γ − c0
.

Αφου στο σηµείο (t0, x0) η v λαµβάνει (ϑετικό) µέγιστο απο την σχέση (1.7)

προκύπτει

v(t, x) ≤ v(t0, x0) ≤ −e
−γt0f(t0, x0)

γ − c0
≤ max

Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0
, ∀(t, x) ∈ Qt1 .

Συνεπώς

(1.8) v ≤ max
{

0, max
Γt1

v, max
Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0

}
, ∀(t, x) ∈ Qt1
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και

u ≤ max
{

0, eγt max
Γt1

ue−γt, eγt max
Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0

}
, ∀(t, x) ∈ Qt1 .

∆ιακρίνουµε τρείς άλλες περιπτώσεις :

1. v ≥ 0 στο Qt1 ,

2. η v παίρνει το αρνητικό της ελάχιστο στο Qt1 σε κάποιο σηµείο του Γt1 ,

3. η v παίρνει το αρνητικό της ελάχιστο στο Qt1 σε κάποιο σηµείο του

Qt1 \ Γt1 .
Θεωρούµε την τρίτη περίπτωση, η v λαµβάνει το αρνητικό της ελάχιστο στο

σηµείο (t0, x0) ∈ (0, t1]× Ω. Σε αυτο το σηµείο ισχυεί

n∑
i,j=1

aijvxixj ≥ 0, vxi = 0, −vt ≥ 0.

Παροµοίως µε την προηγούµενη περίπτωση καταλήγουµε στην εκτίµηση

v(t0, x0) ≥ −e
−γt0f(t0, x0)

γ − c0
.

Αφου στο σηµείο (t0, x0) η v λαµβάνει (αρνητικό) ελάχιστο έχουµε

v(t, x) ≥ v(t0, x0) ≥ −e
−γt0f(t0, x0)

γ − c0
≥ min

Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0
, ∀(t, x) ∈ Qt1 .

Συνεπώς

u ≥ min
{

0, eγt min
Γt1

ue−γt, eγt min
Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0

}
, ∀(t, x) ∈ Qt1 .

Αρα αποδείξαµε το εξής ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 1.3. Για την κλασική λύση u(t, x) του προβλήµατος (1.1), (1.5)

ισχύει η εκτίµηση

sup
γ>c0

min
{

0, eγt min
Γt1

φe−γt, eγt min
Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0

}
≤

u(t, x) ≤

inf
γ>c0

max
{

0, eγt max
Γt1

φe−γt, eγt max
Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0

}
,

∀(t, x) ∈ Qt1 .

Παρόµοιο ϑεώρηµα λαµβάνει χώρα και για το τρίτο συνοριακό πρόβληµα.

Θεωρούµε την (1.1) µε τις συνθήκες

(1.9) u(0, x) = φ(x), x ∈ Ω, α
∂u

∂ν
+ βu

∣∣∣
ST

= χ, αβ > 0.
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Θεώρηµα 1.4. Για την κλασική λύση u(t, x) του προβλήµατος (1.1), (1.9)

ισχύει η εκτίµηση

sup
γ>c0

min
{

0, eγt min
Ω
φe−γt, eγt min

St1

χe−γt

β
, eγt min

Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0

}
≤

u(t, x) ≤

inf
γ>c0

max
{

0, eγt max
Ω

φe−γt, eγt max
St1

χe−γt

β
, eγt max

Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0

}
,

∀(t, x) ∈ Qt1 .
Η µόνη διαφορά στην απόδειξη είναι στην παράπλευρη επιφάνεια. Για την

v η συνθήκη (1.9) γράφεται ως

v(0, x) = φ(x), x ∈ Ω,
α

β

∂v

∂ν
+ v
∣∣∣
ST

=
1

β
e−γtχ.

Συνεπώς αν σε κάποιο σηµείο της St1 η v λαµβάνει µέγιστο (ελάχιστο), τότε σε

αυτό το σηµείο

v
∣∣∣
St1

≤ 1

β
e−γtχ

(
v
∣∣∣
St1

≥ 1

β
e−γtχ

)
(εδω χρησιµοποιήσαµε το οτι προφανώς στο σηµείο οπου εχουµε µέγιστο ι-

σχύει vν ≥ 0 και στο σηµείο οπου εχουµε ελάχιστο ισχύει vν ≤ 0). Αρα η (1.8)

παίρνει τη µορφή

v ≤ max
{

0, max
Ω

φe−γt, max
St1

1

β
e−γtχ, max

Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0

}
, ∀(t, x) ∈ Qt1

και συνεπώς

u(t, x) ≤

max
{

0, eγt max
Ω

φe−γt, eγt max
St1

χe−γt

β
, eγt max

Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0

}
,

∀(t, x) ∈ Qt1 .
Παροµοίως και η κάτω εκτίµηση

u(t, x) ≥

min
{

0, eγt min
Ω
φe−γt, eγt min

St1

χe−γt

β
, eγt min

Qt1

−e−γtf(t, x)

γ − c0

}
.

Τα υπόλοιπα όπως στο προηγούµενο ϑεωρηµα.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος που ακολουθέι είναι όµοια µε το αντίστοιχο

ϑεώρηµα για της ελλειπτικές εξισώσεις.

Θεώρηµα 1.5. (Αρχή του µεγίστου) 1. ΄Εστω c(t, x) ≡ 0. Αν η συνάρτηση

u(t, x) στο QT επαληθεύει την ανισότητα Lu ≥ 0 (Lu ≤ 0), τότε η u δεν

λαµβάνει το µέγιστό της (το ελάχιστό της) στα σηµεία QT \ ΓT αν δεν είναι

σταθερα.

2. ΄Εστω c(t, x) ≤ 0. Αν η συνάρτηση u(t, x) στο QT επαληθεύει την

ανισότητα Lu ≥ 0 (Lu ≤ 0), τότε η u δεν λαµβάνει το ϑετικό της µέγιστό

(αρνητικό της ελάχιστό) στα σηµεία QT \ ΓT αν δεν είναι σταθερα.
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§2. Πρόβληµα Cauchy

Θεωρούµε το εξής πρόβληµαCauchy: στο (0, T )×Rn
να ϐρεθεί η ϕραγµένη

λύση της εξίσωσης (1.1) η οποια επαλυθευει τη αρχική συνθήκη

(2.1) u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn.

Πρώτα ϑα αποδείξουµε το εξής ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.1 ΄Εστω aij , bi, c, f συνεχέις και ϕραγµένες στο (0, T ) × Rn

συναρτήσεις και u(t, x) είναι (κλασική) λύση του προβλήµατος Cauchy.
1. Αν c(t, x) ≤ 0, τότε ισχύει

(2.2) |u(t, x)| ≤ max
Rn
|φ(x)|+ t max

(0,T )×Rn
|f(t, x)| ∀(t, x) ∈ (0, T )×Rn.

2. Αν c(t, x) ≤ γ (γ > 0 σταθερά), τότε ισχύει

(2.3) |u(t, x)| ≤ eγ t
[

max
Rn
|φ(x)|+ t max

(0,T )×Rn
|f(t, x)|

]
∀(t, x) ∈ (0, T )×Rn.

Απόδειξη. 1. Στον κύλινδρο

QR = (0, T )× {|x| < R}
ϑεωρούµε τη συνάρτηση

v(t, x) = m+Nt+
M

R2

(
|x|2 + CRt

)
± u(t, x).

Εδώ

m = max
Rn
|φ(x)|, N = max

(0,T )×Rn
|f(t, x)|, |u(t, x)| ≤M,

R- τυχαία σταθερα και η σταθερά C > 0 ϑα προσδιοριστει παρακάτω. Στο QR
έχουµε

Lv = L
(
m+Nt+

M

R2

(
|x|2 + CRt

))
± f =

M

R2

(
2

n∑
i=1

aii + 2
n∑
i=1

bixi
)

+ c
(
m+Nt+

M

R2

(
|x|2 +CRt

))
−N −M

R
C ± f ≤

(2.4) −N ± f − M

R2

[
CR− 2

n∑
i=1

aii − 2
n∑
i=1

bixi
)]
.

Επλέγοντας το C > 0 αρκετά µεγαλο (ανεξάρτητο του R !) ϑα έχουµε

CR− 2

n∑
i=1

aii − 2

n∑
i=1

bixi ≥ 0.

συνεπως απο (2.4) έχουµε οτι

Lv ≤ −N ± f ≤ 0 στο QT .

Θεωρουµε τωρα τη v στο παραβολικό σύνορο του QT :

v(0, x) = m+
M

R2
|x|2 ± φ(x) ≥ m± φ(x) ≥ 0,



62

v
∣∣∣
|x|=R

= m+Nt+M +
CMt

R
± u ≥M ± u ≥ 0.

∆ηλαδη

Lv ≤ 0 στο QT , v
∣∣∣
ΓT
≥ 0,

αρα

v ≥ 0 στο QT ,

συνεπώς

|u(t, x)| ≤ m+Nt+
M

R2

(
|x|2 + CRt

)
για κάθε (t, x) ∈ QT .

Περνάµε στο όριο καθώς R→ 0 και παίρνουµε το Ϲητούµενο.

2. Στον κύλινδρο QR = (0, T )× {|x| < R} ϑεωρούµε τη συνάρτηση

v(t, x) = m+Nt+
M

R2

(
|x|2 + CRt

)
± u(t, x)e−γt.

Οπως και πρίν ϑα έχουµε

v
∣∣∣
ΓT
≥ 0.

Ορίζουµε τον τελεστή

L̃ ≡ L− γ.
΄Εχουµε

L̃ v = L̃
(
m+Nt+

M

R2

(
|x|2 + CRt

))
± L̃(ue−γt).

Προφανώς

L̃(ue−γt) = e−γt
( n∑
i,j=1

aijuxixj +
n∑
i=1

biuxi + cu− ut + γu
)
− γe−γtu =

e−γtLu = e−γtf,

και

L̃
(
m+Nt+

M

R2

(
|x|2 + CRt

))
≤ −N για αρκετά µεγάλο C

(οπως και πριν το C µπορούµε να το επιλέξουµε να είναι ανεξάρτητο του R).

Συνεπώς

L̃ v ≤ −N ± fe−γt ≤ 0 στο QT .

Αρα

v ≥ 0 στο QT ,

δηλαδή

|u| ≤ eγt
(
m+Nt+

M

R2

(
|x|2 + CRt

))
στο QT ,

Απο εδω ευκολα προκύπτει το Ϲητούµενο.

�

Θεώρηµα 2.2 (µοναδικότητας για το πρόβληµα Cauchy). Υπάρχει µονο

µία λύση του προβλήµατος Cauchy.

Το Θεωρηµα 2.2 είναι αµεση συνέπεια των εκτιµήσεων (2.2), (2.3).
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Παρατήρηση. 1. Το πρόβληµα (1.1) (στο (0, T )×Rn
), (2.1) µπορεί να έχει

και άλλες λύσεις οι οποίες οµως δεν είναι ϕραγµένες.

Πρόβληµα Cauchy για την εξίσωση ϑερµότητας.

Θέλουµε να προσδιορίσουµε τη λύση u(t, x) της εξίσωσης

(2.5) ut = ∆u στο (0, T )×Rn

∀T > 0, η οποία επαληθεύει την αρχική συνθήκη

(2.6) u = φ(x) για x ∈ Rn.

Προφανώς υποθέτουµε ότι η u(t, x) είναι µια ϕορά συνεχώς παραγωγίσιµη ως

προς t και δυο ϕορές ως προς x (u ∈ C1,2
t,x ).

Για t > τ ϑεωρούµε την εξής συνάρτηση

Γ(t− τ, x− ξ) =
1

2n[π(t− τ)]n/2
e
− |x−ξ|

2

4(t−τ)

εδω x, ξ ∈ Rn
, |x− ξ|2 =

∑n
i=1(xi − ξi)2

.

Η συνάρτηση αυτη ονοµάζεται ϑεµελιώδης λύση της εξίσωσης ϑερµότητας

(2.5) και είναι ευκολο να διαπιστώσει κανείς ότι για t 6= τ έχουµε οτι

Γt −∆xΓ = 0 για σταθεροποιηµένα τ και ξ

και

Γτ + ∆ξΓ = 0 για σταθεροποιηµένα t και x.

Θα δείξουµε τωρα ότι∫
Rn

Γ(t, x− ξ)dξ = 1 ∀t ≥ 0.

Πράγµατι, κάνοντας την αντικατάσταση ξ − x = 2
√
t σ (δηλαδή ξi − xi =

2
√
tσi, i = 1, ..., n) ϑα έχουµε∫

Rn

Γ(t, x− ξ)dξ = π−n/2
∫
Rn

e−|σ|
2
dσ =

π−n/2
(∫ ∞
−∞

e−σ
2
1dσ1

)n
= 2nπ−n/2

(∫ ∞
0

e−σ
2
1dσ1

)n
=

2nπ−n/2
(√π

2

)n
= 1.

Θεώρηµα 2.5. ΄Εστω οτι η φ(x) είναι συνεχής και ϕραγµένη στον Rn
, τότε

η λύση του προβλήµατος Cauchy (2.5), (2.6) δίνεται απο τον τύπο

(2.7) u(t, x) =

∫
Rn

Γ(t, x− ξ)φ(ξ)dξ.

Απόδειξη. Κατ΄ αρχάς παρατηρούµε ότι

|u(t, x)| ≤
∫
Rn

Γ(t, x− ξ)|φ(ξ)|dξ ≤ max
Rn
|φ(ξ)| = M <∞.

αρα η u(t, x) υπάρχει και είναι ϕραγµένη.
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Οι άµεσοι υπολογισµοί δίνουν (για κ = 2−nπ−n/2)

Γt(t, x− ξ) = κe−
|x−ξ|2

4t t
−n−2

2

(
− n

2
+
|x− ξ|2

4t

)
και

Γxixi(t, x− ξ) = κe−
|x−ξ|2

4t t
−n−2

2

(
− 1

2
+

(xi − ξi)2

4t

)
.

Αντικαθιστώντας αυτους τους τύπους στην σχέση (2.7) καταλήγουµε στο οτι

ut −∆u =

∫
Rn

[
Γt(t, x− ξ)−∆xΓ(t, x− ξ)

]
φ(ξ)dξ = 0, ∀t > 0.

΄Εµεινε να αποδείξουµε την επαλήθευση της σχέσης (2.6). Θεωρούµε τη

διαφορά u(t, x)− φ(x), προφανώς

u(t, x)− φ(x) =

∫
Rn

Γ(t, x− ξ)[φ(ξ)− φ(x)]dξ.

Κάνοντας την αντικατάσταση ξi − xi = 2
√
tσi, i = 1, ..., n ϑα έχουµε

u(t, x)− φ(x) = π−n/2
∫
Rn

e−|σ|
2
[φ(x+ 2

√
tσ)− φ(x)]dσ.

΄Εστω

QR = {|σ| < R},
τότε

u(t, x)− φ(x) = π−n/2
∫
QR

e−|σ|
2
[φ(x+ 2

√
tσ)− φ(x)]dσ+

(2.8) π−n/2
∫
Rn\QR

e−|σ|
2
[φ(x+ 2

√
tσ)− φ(x)]dσ.

Απο τον ορισµό του γενικευµένου ολοκληρώµατος ∀ ε > 0 υπάρχει R > 0 τ.ω.

π−n/2
∣∣∣ ∫

Rn\QR
e−|σ|

2
[φ(x+ 2

√
tσ)− φ(x)]dσ

∣∣∣ ≤ ε

2
.

Επειδή η φ(x) είναι συνεχής για δεδοµένο R υπάρχει δ > 0 τ.ω. για 0 < t < δ
ισχύει

π−n/2
∫
QR

e−|σ|
2 |φ(x+ 2

√
tσ)− φ(x)|dσ ≤ ε

2
.

Συνεπώς επιστρέφοντας στην (2.8) ϑα έχουµε οτι για κάθεε > 0 υπάρχει δ > 0
ε.ω.

|u(t, x)− φ(x)| ≤ ε
αν 0 < t < δ, δηλαδή

lim
t→0

u(t, x) = φ(x).

�
Ο τυπος (2.7) ονοµάζεται τυπος Poisson.

Για το µη οµογενές προβληµα Cauchy

ut −∆u = f(t, x) στο (0, T )×Rn
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u = φ(x) για x ∈ Rn

η λύση δίνεται απο τον τύπο

(2.9) u(t, x) =

∫
Rn

Γ(t, x− ξ)φ(ξ)dξ +

∫ t

0

∫
Rn

Γ(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξdτ

αν η συνάρτηση f είναι H ο̈lder συνεχής σε κάθε ϕραγµένο υποσύνολο του

(0, T ) ×Rn
και ϕραγµένη στο (0, T ) ×Rn

. Για f ∈ C1
αυτο αποδεικνύεται

παροµοίως µε την αποδειξη του (5.2) στο πρώτο κεφάλαιο.

Η µοναδική ϕραγµένη λύση του προβλήµατος (2.5), (2.6) δίνεται απο τον

τυπο (2.9).

§3. Εκτιµήσεις Schauder, προβληµα Cauchy −Dirichlet
΄Εστω Ω ϕραγµένο χωρίο στον Rn

τ.ω. ∂Ω ∈ C2+α
, α ∈ (0, 1). Θεωρούµε

στο QT = (0, T )× Ω το εξής πρόβληµα Cauchy −Dirichlet :

(3.1)

n∑
i,j=1

ai,j(t, x)uxixj +

n∑
i=1

bi(t, x)uxi + c(t, x)u− ut = f(t, x),

(3.2) u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω, u
∣∣∣
ST

= φ,

όπου ST = (0, T )× ∂Ω.

Υποθέτουµε οτι ισχύει η συνθήκη (1.2) και οτι

(3.3) aij(t, x), bi(t, x), c(t, x) f(t, x) ∈ Cα/2,αt,x (QT ).

Επίσης ϑεωρούµε οτι

(3.4) φ ∈ C1+α/2,2+α
t,x (ST ), u0(x) ∈ C2+α(Ω)

και

(3.5) u0(x) = φ(0, x), x ∈ ∂Ω,

(3.6)
n∑

i,j=1

ai,j(0, x)u0xixj +
n∑
i=1

bi(0, x)u0xi + c(0, x)u0−φt
∣∣∣
∂Ω

= f(0, x)
∣∣∣
∂Ω
.

Τότε λαµβάνει χώρα η ακόλουθη εκτίµηση της λύσης του προβλήµατος (3.1),

(3.2):

‖u‖
C

1+α/2,2+α
t,x (QT )

≤ C
(
‖f‖

C
α/2,α
t,x (QT )

+ ‖φ‖
C

1+α/2,2+α
t,x (ST )

+ ‖u0‖C2+α(Ω)

)
.

η οποια ονοµάζεται a priori εκτίµηση Schauder. Η σταθερά C εξαρτάται απο

τις νόρµες των aij , bi, c στο C
α/2,α
t,x , απο το χωρίο QT και απο την σταθερά

ελλειπτικότητας λ, δηλαδή απο τα δεδοµένα του προβλήµατος.

Παροµοιως µε την ελλειπτική περίπτωση µπορούµε να αποδείξουµε το εξής

Θεώρηµα 3.1.Υποθέτουµε οτι ισχύει η συνθήκη (1.2) και οι (3.3) - 3(6). Τότε

υπάρχει µοναδική λύση u ∈ C1+α/2,2+α
t,x (QT ) του προβλήµατος (3.1), (3.2).
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Αν η f είναι µόνο συνεχής συνάρτηση,τότε το πρόβληµα (3.1), (3.2) µπορεί

να µην έχει κλασική λύση (το ίδιο ισχύει και για τους συντελεστές).

Ασκήσεις

1. ΄Εστω u(t, x) λύση της εξίσωσης ϑερµότητας (ut−∆u = 0) στο (0,+∞)×
Rn

. Αποδείξτε ότι ∀κ ∈ R η

uκ ≡ u(κ2t, κx)

είναι επίσης λύση της εξίσωσης ϑερµότητας στο (0,+∞)×Rn
.

2. Θεωρούµε το εξής προβληµα Cauchy

ut −∆u+ c u = f(t, x) στο (0, T )×Rn

u = φ(x) για t = 0, x ∈ Rn,

οπου c ∈ R κάποια σταθερα. Να ϐρεθεί τυπος (αντίστοιχος στον (2.9) ) που

ϑα µας δώσει τη λύση σε ¨κλειστή µορφή¨.

3. ∆ιαπιστώστε ότι αν οι

vi(t, xi), i = 1, ..., n

είναι λύσεις των εξισώσεων

vixixi − vit = 0 i = 1, ..., n

αντιστοίχως, τότε η

v ≡ v1v2...vn, (v = v(t, x))

είναι λύση της

∆ v − vt = 0.

4. Για το πρόβληµα Cauchy

ut = uxx στο (0, T )×R,

u(0, x) = φ(x) µε φ(x) = −φ(−x) x ∈ R,

αποδείξτε ότι

u(t, 0) = 0, ∀t ≥ 0.

5. Εστω n = 1 και u(t, x) = v(x2/t), αποδείξτε οτι

ut = uxx

αν και µόνο αν

4zv′′(z) + (2 + z)v′(z) = 0, z = x2/t, t > 0.

Στις ασκήσεις 6 - 10 προσδιορίστε τις σταθερές c1 και c2 ετσι ώστε

c1 ≤ u(t, x) ≤ c2 στο QT .

Υποθέτουµε ότι ισχύει η συνθήκη (1.2).
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6. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα

n∑
i,j=1

aijuxixj +
n∑
i

biuxi − u− ut = f(t, x) στο QT ,

u
∣∣∣
ΓT

= 0.

Τι µπορούµε να πούµε για το πρόσηµο της λύσης αν f ≤ 0 (f ≥ 0).

7. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα

n∑
i,j=1

aijuxixj +
n∑
i

biuxi + u− ut = f στο QT ,

u
∣∣∣
ΓT

= 0.

8. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα

n∑
i,j=1

aijuxixj +
n∑
i

biuxi + u− ut = 0 στο QT ,

u
∣∣∣
ΓT

= φ(x).

9. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα

n∑
i,j=1

aijuxixj +

n∑
i

biuxi + c u− ut = 0 στο QT ,

u(0, x) = φ,
∂u

∂ν
+ u
∣∣∣
ST

= χ

για α.) c = −1, ϐ.) c = 0, γ.) c = 1 (ν εξωτερικό µοναδιαίο κάθετο στο ∂Ω).

10. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα

n∑
i,j=1

aijuxixj +
n∑
i

biuxi − ut = 0 στο QT ,

u(0, x) = φ,
∂u

∂ν

∣∣∣
ST

= 0.
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Κεφάλαιο ΙΙΙ. Εξισώσεις υπερβολικού τύπου

§1. Προβληµα Cauchy για την κυµατική εξίσωση

Η εξίσωση

n∑
i,j=1

aij(t, x)uxixj +
n∑
i=1

bi(t, x)uxi + c(t, x)u− utt = f(t, x)

ονοµάζεται υπερβολικού τύπου αν ισχύει η (1.2) απο το Κεφαλαιο ΙΙ.

Θα περιοριστούµε µε την κυµατική εξίσωση.

Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy

(1.1) utt = ∆u+ f(t, x), |t| < T, x ∈ Rn, n > 1,

(1.2) u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ Rn.

Τη λύση την κατασκευάζουµε ως άθροισµα λύσεων των ακόλουθων τριών προ-

ϐληµάτων Cauchy:

1.

(1.3) utt = ∆u, |t| < T, x ∈ Rn,

(1.4) u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = 0, x ∈ Rn.

2.

(1.5) utt = ∆u, |t| < T, x ∈ Rn,

(1.6) u(0, x) = 0, ut(0, x) = ψ(x), x ∈ Rn.

3.

(1.7) utt = ∆u+ f(t, x), |t| < T, x ∈ Rn,

(1.8) u(0, x) = ut(0, x) = 0, x ∈ Rn.

Θα συµβολίσουµε τη λύση του προβλήµατος (1.3), (1.4) µε ũ, τη λύση του

προβλήµατος (1.5), (1.6) µε ṽ και τη λύση του προβλήµατος (1.7), (1.8) µε w̃.

∆ηλαδή η λύση του αρχικού µας προβλήµατος (1.1), (1.2) ϑα είναι

u = ũ+ ṽ + w̃.

Θεωρούµε την εξίσωση

(1.9) Lku ≡ utt +
k

t
ut −∆u = 0, k = 0, 1, 2, ....

Πιο κάτω (Λήµµα 1.2) ϑα δούµε πως η λήση του προβλήµατος (1.9), (1.4)

σχετίζεται µε την λύση του προβλήµατος (1.3), (1.4).

Θα διατυπώσουµε καποιες ιδιότητες της (1.9). ΄Εστω uk λύση της

Lku = 0

τότε
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Ι) η u = tk−1uk είναι λύση της

L2−ku = 0,

και

ΙΙ) η u = t−1ukt είναι λύση της

L2+ku = 0.

Πράγµατι, η πρωτη ιδιότητα προκύπτει απο το εξής :

(tk−1uk)tt +
2− k
t

(tk−1uk)t −∆(tk−1uk) = tk−1
(
uktt +

k

t
ukt −∆uk

)
= 0.

Η δευτερη απο

(t−1ukt)tt +
2 + k

t
(t−1ukt)t −∆(t−1ukt) =

t−1
(
ukttt + kt−1uktt − kt−2ukt −∆ukt

)
= t−1

(
uktt +

k

t
ukt −∆uk

)
t

= 0.

Πρώτο ϐήµα.

Ξεκινάµε µε το πρόβληµα (1.3), (1.4).

Λήµµα 1.1.΄Εστω οτι η h(x) είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη στον Rn
συνάρ-

τηση. Τότε η µέση τιµή της h(x) στη σφαίρα µε ακτίνα t και κέντρο στο x, την

οποία την συµβολίζουµε µε M(t, x, h), είναι λύση του προβλήµατος

Ln−1M = 0, M(0, x, h) = h(x), Mt(0, x, h) = 0.

Απόδειξη. Θα κάνουµε την απόδειξη για n = 2. Παρατηρούµε οτι για n = 2

M(t, x, h) =
1

2πt

∫
|x−ξ|=t

h(ξ)ds =
1

2π

∫ 2π

0
h(x1 + t cosβ, x2 + t sinβ)dβ

οπου

ξ1 = x1 + t cosβ, ξ2 = x2 + t sinβ, ds = tdβ.

Θέλουµε να αποδείξουµε ότι η συνάρτηση αυτή είναι λύση του προβλήµατος :

Mtt +
1

t
Mt −∆M = 0, M(0, x, h) = h, Mt(0, x, h) = 0.

΄Εχουµε

∂M

∂t
=

1

2π

∫ 2π

0
(hξ1 cosβ + hξ2 sinβ)dβ =

1

2π

∫ 2π

0
∇ξh · (cosβ, sinβ)dβ =

1

2πt

∫
|x−ξ|=t

∇ξh · νds =
1

2πt

∫
|x−ξ|≤t

∆ξhdξ.

Υπολογίζουµε την παραγωγο δεύτερης τάξης ως προς t:

∂2M

∂t2
=
−1

2πt2

∫
|x−ξ|≤t

∆ξhdξ +
1

2πt

∂

∂t

∫
|x−ξ|≤t

∆ξhdξ.
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Για να υπολογίσουµε την παράγωγο του ολοκληρώµατος εφαρµόζουµε τον

ορισµό της παραγώγου:

∂

∂t

∫
|x−ξ|≤t

∆ξhdξ =

lim
∆t→0

1

∆t

∫
t<|x−ξ|<t+∆t

∆ξhdξ = lim
∆t→0

1

∆t

∫ t+∆t

t

∫
|x−ξ|=τ

∆ξhds dτ =

lim
∆t→0

∫
|x−ξ|=τ∗

∆ξhds.

για κάποιο τ∗ ∈ [t, t+ ∆t]. Συνεπώς

∂

∂t

∫
|x−ξ|≤t

∆ξhdξ =

∫
|x−ξ|=t

∆ξhds

και

∂2M

∂t2
=
−1

2πt2

∫
|x−ξ|≤t

∆ξhdξ +
1

2πt

∫
|x−ξ|=t

∆ξhds =

−1

t

∂M

∂t
+

1

2πt

∫
|x−ξ|=t

∆ξhds = −1

t

∂M

∂t
+

1

2πt

∫
|x−ξ|=t

∆xhds

(αφου hxixi(ξ) = hξiξi(ξ)).
Συνεπώς

Mtt +
1

t
Mt −∆M = 0 (∆ = ∆x).

Προφανώς

M(0, x, h) =
1

2π

∫ 2π

0
h(x1, x2)dβ = h(x).

Επίσης

Mt(0, x, h) = 0.

Πράγµατι

∂M

∂t
(t, x, h) =

1

2πt

∫
|x−ξ|≤t

∆ξhdξ ≤

1

2πt

∣∣∆ξh
∣∣∣
ξ=ξ∗

∣∣ ∫
|x−ξ|≤t

dξ =
1

2πt

∣∣∆ξh
∣∣∣
ξ=ξ∗

∣∣πt2 =
t

2

∣∣∆ξh
∣∣∣
ξ=ξ∗

∣∣
γαι κάποιο ξ∗ τ.ω. |x− ξ∗| ≤ t. Αρα

Mt(0, x, h)→ 0 καθώς t→ 0.

Για n = 3 έχουµε

M(t, x, h) =
1

4πt2

∫
|x−ξ|=t

h(ξ)ds.

Χρησιµοποιώντας τις σφαιρικές συντεταγµένες

ξ1 = x1 + t sinβ cos θ,
ξ2 = x2 + t sinβ sin θ,
ξ3 = x3 + t cosβ,
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ds = t2 sinβdβdθ, β ∈ [0, π), θ ∈ [0, 2π).

παίρνουµε

M(t, x, h) =
1

4πt2

∫
|x−ξ|=t

h(ξ)ds =

1

4π

∫ π

0

∫ 2π

0
h(x1 + t sinβ cos θ, x2 + t sinβ sin θ, x3 + t cosβ) sinβ dθdβ.

Πρέπει να αποδείξουµε οτι η συνάρτηση αυτή είναι λύση του προβλήµατος :

Mtt +
2

t
Mt −∆M = 0, M(0, x, h) = h, Mt(0, x, h) = 0

(ϐλ. Ασκηση 3).

�

Θα δώσουµε τωρα τον τύπο που συνδέει τις λύσεις του προβλήµατος (1.3),

(1.4) και του προβλήµατος (1.9), (1.4). Παρατηρούµε οτι τη λύση του προβλή-

µατος (1.9), (1.4) την ξέρουµε από το Λήµµα 1.1 (παίρνουµε φ στη ϑέση της

h).

Λήµµα 1.2. Αν η ũ(t, x) είναι λύση του προβλήµατος (1.3), (1.4), τότε η

un−1(t, x) = γn−1

∫ 1

0
ũ(αt, x)(1− α2)

n−3
2 dα

είναι λύση του προβλήµατος (1.9), (1.4) µε

γn−1 =
(∫ 1

0
(1− α2)

n−3
2 dα

)−1

Απόδειξη. Προφανώς

(1.10) ∆un−1 = γn−1

∫ 1

0
∆ũ(αt, x)(1− α2)

n−3
2 dα, (∆ = ∆x).

Θα υπολογίσουµε την παράγωγο ως προς t:

∂un−1

∂t
= γn−1

∂

∂t

∫ 1

0
ũ(αt, x)(1− α2)

n−3
2 dα.

Θέτουµε ξ = αt και ολοκληρώνουµε κατα µέρη:

(1.11)
∂un−1

∂t
= γn−1

∫ 1

0
ũξ(αt, x)α(1− α2)

n−3
2 dα =

γn−1

2

∫ 1

0
ũξ(αt, x)(1− α2)

n−3
2 dα2 = − γn−1

n− 1

∫ 1

0
ũξ(αt, x)d(1− α2)

n−1
2 =

− γn−1

n− 1
ũξ(αt, x)(1− α2)

n−1
2

∣∣∣α=1

α=0
+
γn−1

n− 1
t

∫ 1

0
ũξξ(αt, x)(1− α2)

n−1
2 dα =

γn−1

n− 1
ũt(0, x) +

γn−1

n− 1
t

∫ 1

0
ũξξ(αt, x)(1− α2)

n−1
2 dα =
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(λόγω αρχικών συνθηκών)

γn−1

n− 1
t

∫ 1

0
ũξξ(αt, x)(1− α2)

n−1
2 dα.

∆ηλαδή

(1.12)
∂un−1

∂t
=

γn−1

n− 1
t

∫ 1

0
ũξξ(αt, x)(1− α2)

n−1
2 dα

και (απο την εξίσωση ũξξ(ξ, x) = ∆xũ(ξ, x))

(1.13)
n− 1

t

∂un−1

∂t
=

γn−1

n− 1

∫ 1

0
∆ũ(αt, x)(1− α2)

n−1
2 dα (∆ = ∆x).

Θα υπολογίσουµε την δευτερη παράγωγο ως προς t, παραγωγίζουµε την (1.11):

∂2un−1

∂t2
= γn−1

∂

∂t

∫ 1

0
ũξ(αt, x)α(1− α2)

n−3
2 dα =

γn−1

∫ 1

0
ũξξ(αt, x)α2(1− α2)

n−3
2 dα = γn−1

∫ 1

0
∆ũ(αt, x)α2(1− α2)

n−3
2 dα.

Προφανώς ισχύει οτι

α2(1− α2)
n−3
2 = (1− α2)

n−3
2 − (1− α2)

n−1
2

άρα

∂2un−1

∂t2
=

(1.14) γn−1

∫ 1

0
∆ũ(αt, x)(1−α2)

n−3
2 dα−γn−1

∫ 1

0
∆ũ(αt, x)(1−α2)

n−1
2 dα.

Από (1.10), (1.13), (1.14) έχουµε οτι

∂2un−1

∂t2
+
n− 1

t

∂un−1

∂t
−∆un−1 = 0.

΄Εµεινε να διαπιστώσουµε οτι η un−1 επαληθεύει τις αρχικές συνθήκες (1.4).

Η δεύτερη επαληθευεται λόγω της (1.12) και η πρώτη επειδή

un−1(0, x) = γn−1

∫ 1

0
ϕ(x)(1− α2)

n−3
2 dα =

ϕ(x)γn−1

∫ 1

0
(1− α2)

n−3
2 dα = ϕ(x).

�

Συνοψίζοντας έχουµε το εξής : από την σχέση

un−1(t, x) = γn−1

∫ 1

0
ũ(αt, x)(1− α2)

n−3
2 dα
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όπου η un−1 είναι γνωστή, ϑέλουµε να προσδιορίσουµε την ũ οποία είναι η Ϲη-

τούµενη λύση του προβλήµατος (1.3), (1.4). Θα ξεκινήσουµε µε την περίπτωση

n = 3 όπου τα πράγµατα είναι απλά. ΄Εχουµε (προφανώς γ2 = 1)

u2(t, x) =

∫ 1

0
ũ(αt, x)dα.

Κάνουµε την αντικατάσταση

α =
τ

t
, dα =

1

t
dτ

και έχουµε

u2(t, x) =
1

t

∫ t

0
ũ(τ, x)dτ.

Παραγωγίζουµε τη σχέση αυτή για να πάρουµε

u2t(t, x) = − 1

t2

∫ t

0
ũ(τ, x)dτ +

1

t
ũ(t, x) = −1

t
u2(t, x) +

1

t
ũ(t, x).

Συνεπώς για n = 3 έχουµε

(1.15) ũ(t, x) = tMt(t, x,ϕ) +M(t, x,ϕ).

Στη γενική περίπτωση κάνουµε την αντικατάσταση

α =

√
τ

t
, dα =

1

2t
τ−1/2dτ, 1− α2 =

t2 − τ
t2

και έχουµε

un−1(t, x) = γn−1
1

2t

( 1

t2

)n−3
2

∫ t2

0
ũ(
√
τ , x)(t2 − τ)

n−3
2 τ−1/2dτ.

Συµβολίζοντας t =
√
y παίρνουµε

(1.16)
2

γn−1
y
n−2
2 un−1(

√
y, x) =

∫ y

0
ũ(
√
τ , x)(y − τ)

n−3
2 τ−1/2dτ.

Από την σχέση (1.16) µπορούµε να προσδιορίσουµε την ũ για καθε n. Θα

περιοριστούµε µε n = 2 (για n = 3 έχουµε ήδη τη λύση).

Για n = 2 γ1 = 2/π και η (1.16) γράφεται ως

u1(
√
y, x) =

1

π

∫ y

0

ũ(
√
τ , x)√

y − τ)
√
τ
dτ.

Για σταθεροποιηµένο x αυτη είναι η γνωστή ολοκληρωτική εξίσωση Abel∫ y

0

Φ(τ)dτ√
y − τ

= Ψ(y)

η οποία έχει µοναδική λύση

Φ(y) =
1

π

d

dy

∫ y

0

Ψ(τ)dτ√
y − τ

.
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Στην περίπτωση µας

Ψ(y) = u1(
√
y, x), Φ(τ) = ũ(

√
τ , x)

1

π
√
τ
.

Από εδώ

ũ(
√
y, x) =

√
y
∂

∂y

∫ y

0

u1(
√
τ , x)dτ√
y − τ

.

Θέτοντας
√
y = t και κάνοντας την αντικατάσταση ζ =

√
τ ϑα πάρουµε∫ y

0
(y − τ)−1/2u1(

√
τ , x)dτ = 2

∫ t

0
(t2 − ζ2)−1/2ζu1(ζ, x)dζ.

Παρατηρούµε ότι αν
√
y = t τότε

d

dy
F (t) =

1

2t

d

dt
F (t)

για κάθε παραγωγίσιµη F . Παίρνοντας

F (t) = 2

∫ t

0
(t2 − ζ2)−1/2u1(ζ, x)dζ,

έχουµε

√
y
∂

∂y

∫ y

0
(y − τ)−1/2u1(

√
τ , x)dτ = t

1

2t

∂

∂t
2

∫ t

0
(t2 − ζ2)−1/2ζu1(ζ, x)dζ.

Συνεπώς

ũ(t, x) =
∂

∂t

∫ t

0
(t2 − ζ2)−1/2ζM(ζ, x,ϕ)dζ.

Προφανώς

∂

∂t

∫ t

0
(t2 − ζ2)−1/2ζM(ζ, x,ϕ)dζ =

∂

∂t

[ ∫ t

0
(1−

(ζ
t

)2
)−1/2 ζ

t
M(t

ζ

t
, x,ϕ)td

ζ

t

]
=

(κάνοντας την αντικατάσταση α = ζ/t)

∂

∂t

[
t

∫ 1

0
(1− α2)−1/2αM(tα, x,ϕ)dα

]
.

Αρα για n = 2 η Ϲητούµενη συνάρτηση είναι η

(1.17) ũ(t, x) =
∂

∂t

[
t

∫ 1

0

αM(tα, x,ϕ)√
1− α2

dα
]
.

∆ευτερο ϐήµα.

Θα κατασκευάσουµε τωρα τη λύση του προβλήµατος (1.5), (1.6) για n = 3
και για n = 2. Θυµίζουµε ότι ψ είναι η αρχική συνθήκη.

΄Εστω n = 3. Η συνάρτηση M(t, x,ψ) επαληθεύει την εξίσωση

LkM = 0 για k = n− 1 = 2
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άρα (απο την ιδιότητα Ι.) η συνάρτηση tM(t, x,ψ) επαληθεύει την εξίσωση

L2−k[tM ] = 0 ⇔ L0[tM ] = 0 ⇔ (tM)tt = ∆(tM).

Επίσης

tM(t, x,ψ)
∣∣∣
t=0

= 0,

(tM(t, x,ψ))t

∣∣∣
t=0

= M(t, x,ψ)
∣∣∣
t=0

+ tMt(t, x,ψ)
∣∣∣
t=0

= ψ(x).

΄Αρα για n = 3 η Ϲητούµενη συνάρτηση είναι η

(1.18) ṽ = tM(t, x,ψ).

΄Εστω τώρα n = 2. Εδώ τα πραγµατα είναι λίγο πιο πολύπλοκα. Μπορούµε

να δείξουµε (µε αντικατάσταση της στην εξίσωση) ότι η συνάρτηση∫ 1

0
M(ty, x,ψ)(1− y2)−1/2ydy

είναι λύση της εξίσωσης (1.9) µε k = 2, συνεπώς, όπως και στην περίπτωση

n = 3, η

(1.19) ṽ(t, x) = t

∫ 1

0
M(ty, x,ψ)(1− α2)−1/2αdα

είναι λύση της εξίσωσης (1.5) για n = 2. Επίσης

ṽ(0, x) = 0

και

ṽt(0, x) = ψ(x)

∫ 1

0

ydy√
1− y2

+ t
∂

∂t

∫ 1

0
M(ty, x,ψ)

y√
1− y2

dy
∣∣∣
t=0

= ψ(x).

Αρα για n = 2 η Ϲητούµενη συνάρτηση δίνεται από τον τύπο (1.19).

Περνάµε τώρα στο τελευταίο τρίτο ϐήµα.

Θα κατασκευάσουµε τη λύση του προβλήµατος (1.7), (1.8).

Λήµµα 1.3 (η αρχή του Duhamel). Αν η συνάρτηση V (t, x, τ) µε τ ∈ (0, T )
είναι λύση της εξίσωσης (1.5) και επαληθεύει τις αρχικές συνθήκες

(1.20) V (0, x, τ) = 0, Vt(0, x, τ) = f(τ, x), x ∈ Rn, τ ∈ (0, T )

τότε η συνάρτηση

(1.21) ω̃(t, x) =

∫ t

0
V (t− τ, x, τ)dτ

είναι λύση του προβλήµατος (1.7), (1.8).

Απόδειξη. 1. Προφανώς

ω̃(0, x) = 0.

2. Παραγωγίζουµε την (1.20) ως προς t:

∂ω̃

∂t
= V (0, x, t) +

∫ t

0
Vt(t− τ, x, τ)dτ =

∫ t

0
Vt(t− τ, x, τ)dτ,
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και συνεπώς

ω̃t(0, x) = 0.

3. Για την δευτερη παράγωγο ως προς t έχουµε

∂2ω̃

∂t2
= Vt(0, x, t) +

∫ t

0
Vtt(t− τ, x, τ)dτ = f(t, x) +

∫ t

0
Vtt(t− τ, x, τ)dτ.

4. Λαµβάνοντας υπόψη οτι η V είναι λύση της (1.5) παίρνουµε

∆ω̃ =

∫ t

0
∆V (t− τ, x, τ)dτ =

∫ t

0
Vtt(t− τ, x, τ)dτ.

Από τα παραπάνω προφανώς προκύπτει ότι

ω̃tt = ∆ω̃ + f(t, x).

�

΄Οπως γνωρίζουµε (από προπτυχιακό µάθηµα) η λύση του προβλήµατος

(1.1), (1.2) για n = 1 δίνεται από τον τύπο

u(t, x) =
1

2
[φ(x+ t) + φ(x− t)] +

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ζ)dζ+

1

2

∫ t

0

(∫ x+(t−τ)

x−(t−τ)
f(τ, ξ)dξ

)
dτ

και αν πάρουµε µηδενικές αρχικές συνθήκες

u(t, x)(= w̃) =
1

2

∫ t

0

(∫ x+(t−τ)

x−(t−τ)
f(τ, ξ)dξ

)
dτ.

΄Αρα εδώ

V (t− τ, x, τ) =
1

2

∫ x+(t−τ)

x−(t−τ)
f(τ, ξ)dξ

Συνεπώς

(1.22) V (t, x, τ) =
1

2

∫ x+t

x−t
f(τ, ξ)dξ.

Ας διαπιστώσουµε ότι η (1.22) είναι λύση της εξίσωσης (1.5) µε αρχικές

συνθήκες (1.20). Προφανώς

V (0, x, τ) = 0,

Vt(t, x, τ) =
1

2

[
f(τ, x+ t) + f(τ, x− t)

]
και συνεπώς

Vt(0, x, τ) = f(τ, x).

Υπολογίζουµε τη δεύτερη παράγωγο ως προς t:

Vtt(t, x, τ) =
1

2

[
fξ(τ, x+ t)− fη(τ, x− t)

]
, ξ = x+ t, η = x− t,
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και

Vxx(t, x, τ) =
1

2

[
fξ(τ, x+ t)− fη(τ, x− t)

]
, ξ = x+ t, η = x− t.

∆ηλαδή

Vtt = Vxx.

Θα δώσουµε τη λύση του προβλήµατος (1.1), (1.2) για n = 2 και n = 3.

Αν το n = 2 η λύση έχει την εξής µορφή (ϐλ. (1.17), (1.19), (1.21) )

u(t, x) =
∂

∂t

[
t

∫ 1

0
M(tα, x,ϕ)

α√
1− α2

dα
]
+

t

∫ 1

0
M(tα, x,ψ)

α√
1− α2

dα+

∫ t

0
V (t− τ, x, τ)dτ

ο τύπος αυτός ονοµάζεται τύπος Poisson.

Για n = 3 η λύση έχει την µορφή (ϐλ. (1.15), (1.18), (1.21) )

u(t, x) = M(t, x,ϕ) + t
∂

∂t
M(t, x,ϕ) + tM(t, x,ψ) +

∫ t

0
V (t− τ, x, τ)dτ

ο τύπος αυτός ονοµάζεται τύπος Kirchhoff .

Παρατήρηση. Χρησιµοποιώντας τους τύπους D′Alembert, Poisson και

Kirchhoff µπορούµε να επιβεβαιώσουµε την αρχή του Huygens.

§2. Πρόβληµα Cauchy για την εξίσωση ϑερµότητας vs
πρόβληµα Cauchy για την κυµατκή εξίσωση

Θα δώσουµε εδώ έναν τύπο που συνδέει την λύση του προβλήµατος Cauchy
για την κυµατική εξίσωση µε την λύση του προβλήµατος Cauchy για την

εξίσωση ϑερµότητας,

Λήµµα 2.1. ΄Εστω u(t, x) ϕραγµένη λύση του προβλήµατος Cauchy

utt = ∆u, |t| < T, x ∈ Rn,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = 0, x ∈ Rn,

τότε η v(t, x)

v =
1

2
√
πt

∫
R
u(τ, x)e−

τ2

4t dτ

είναι λύση του προβλήµατος Cauchy

vt = ∆v, 0 < t < T, x ∈ Rn,

v(0, x) = φ(x), x ∈ Rn.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

vxixi =
1

2
√
πt

∫
R
uxixi(τ, x)e−

τ2

4t dτ
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και προφανώς

(2.1) ∆v =
1

2
√
πt

∫
R

∆u(τ, x)e−
τ2

4t dτ.

Θα υπολογίσουµε την παράγωγο vt:

vt =

∫
R
u(τ, x)

∂

∂t

( 1

2
√
πt
e−

τ2

4t

)
dτ.

Παρατηρούµε ότι

∂

∂t

( 1

2
√
πt
e−

τ2

4t

)
=

1

4
√
π
t−

3
2 e−

τ2

4t

(τ2

2t
− 1
)

και

∂2

∂τ2

( 1

2
√
πt
e−

τ2

4t

)
=

1

4
√
π
t−

3
2 e−

τ2

4t

(τ2

2t
− 1
)

συνεπώς

vt =

∫
R
u(τ, x)

∂2

∂τ2

( 1

2
√
πt
e−

τ2

4t

)
dτ =

1

2
√
πt

∫
R
u(τ, x)

∂2

∂τ2

(
e−

τ2

4t

)
dτ.

Εξ ορισµού∫ ∞
−∞

u(τ, x)
∂2

∂τ2

(
e−

τ2

4t

)
dτ = lim

N1,N2→∞

∫ N2

−N1

u(τ, x)
∂2

∂τ2

(
e−

τ2

4t

)
dτ =

Θεωρούµε το ολοκλήρωµα∫ N2

−N1

u(τ, x)
∂2

∂τ2

(
e−

τ2

4t

)
dτ.

Με ολοκλήρωση κατά µέρη παίρνουµε∫ N2

−N1

u(τ, x)
∂2

∂τ2

(
e−

τ2

4t

)
dτ =

u(τ, x)
∂

∂τ

(
e−

τ2

4t

)∣∣∣τ=N2

τ=−N1

−
∫ N2

−N1

uτ (τ, x)
∂

∂τ

(
e−

τ2

4t

)
dτ =

u(τ, x)
∂

∂τ

(
e−

τ2

4t

)∣∣∣τ=N2

τ=−N1

− uτ (τ, x))e−
τ2

4t

∣∣∣τ=N2

τ=−N1

+

∫ N2

−N1

uττ (τ, x)e−
τ2

4t dτ →∫ ∞
−∞

uττ (τ, x)e−
τ2

4t dτ καθώς N1, N2 →∞.

΄Αρα έχουµε (ϐλ. (2.1) )

vt −∆v =
1

2
√
πt

∫
R

[
uττ (τ, x)−∆u(τ, x)

]
e−

τ2

4t dτ = 0.

Μας έµεινε να αποδείξουµε ότι v(0, x) = φ(x). Κάνοντας την αντικατάσταση

τ → σ =
τ

2
√
t
, (dτ = 2

√
tdσ)
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παίρνουµε

v(t, x) =
1

2
√
πt

∫
R
u(τ, x)e−

τ2

4t dτ =
1

2
√
πt

∫
R
u(2
√
tσ, x)e−σ

2
2
√
tdσ =

1√
π

∫
R
u(2
√
tσ, x)e−σ

2
dσ → 1√

π

∫
R
φ(x)e−σ

2
dσ καθώς t→ 0.

΄Αρα

v(0, x) =
1√
π

∫
R
φ(x)e−σ

2
dσ = φ(x)

1√
π

∫
R
e−σ

2
dσ = φ(x).

�

΄Οπως γνωρίζουµε για n = 1 η λύση του προβλήµατος

utt = uxx, (t, x) ∈ R2, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ R

δίνεται από τον τύπο d′Alembert:

u(t, x) =
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ξ)dξ.

Στη δική µας την περίπτωση

u(t, x) =
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
.

Ας υπολογίσουµε την v έχουµε

v =
1

4
√
πt

∫
R
φ(x− τ)e−

τ2

4t dτ +
1

4
√
πt

∫
R
φ(x+ τ)e−

τ2

4t dτ =

1

4
√
πt

∫
R
φ(ξ)e−

(x−ξ)2
4t dξ +

1

4
√
πt

∫
R
φ(ξ)e−

(x−ξ)2
4t dτ =

1

2
√
πt

∫
R
φ(ξ)e−

(x−ξ)2
4t dξ

που είναι ο τύπος Poisson για n = 1 (ϐλ. (2.7) Κεφάλαιο ΙΙ).

Σηµειώνουµε (χωρίς απόδειξη) οτι η λύση του προβλήµατος Cauchy (1.1),

(1.2) είναι µοναδική.

§3. Πρόβληµα Cauchy −Dirichlet για κυµατική εξίσωση

Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Dirichlet (Cauchy −Dirichlet)

(3.1) utt = ∆u+ f(t, x), |t| < T, x ∈ Ω ⊂ Rn, n > 1,

(3.2) u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ Ω,

(3.3) u
∣∣∣
ST

= χ(s), ST = [−T, T ]× ∂Ω.
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Υπάρχει µοναδική κλασική λύση του προβλήµατος (3.1) - (3.3) υπο πρου-

ποθέσεις σχετικά µε την οµαλότητα των f , φ, ψ και χ, εµείς ϑα περιοριστούµε

µε την απόδειξη της µοναδικότητας της λύσης.

Εστω u1 λύση του προβλήµατος (3.1) - (3.3) και έστω υπάρχει µια άλλη

λύση u2 του ιδιου προβλήµατος. Για

v ≡ u1 − u2

έχουµε

(3.4) vtt = ∆v, |t| < T, x ∈ Ω ⊂ Rn, n > 1,

(3.5) v(0, x) = vt(0, x) = 0, x ∈ Ω,

(3.6) v
∣∣∣
ST

= 0, ST = [−T, T ]× ∂Ω.

Αρκεί να δείξουµε οτι v ≡ 0. Εισάγουµε την συνάρτηση

E(t) =
1

2

∫
Ω

[
v2
t + |∇v|2

]
dx.

Προφανώς

dE

dt
=

∫
Ω

[
vtvtt +∇v · ∇vt

]
dx.

µε παραγοντική ολοκλήρωση (ϐλ. (1.4) από το πρώτο κεφάλαιο µε v στη ϑέση

του u και vt στη ϑέση του v)

dE

dt
=

∫
∂Ω
vνvtds+

∫
Ω

[
vtvtt − vt∆v

]
dx.

Λόγω συνοριακής συνθήκης (3.6) και εξίσωσης (3.4) έχουµε

dE

dt
= 0.

Λαµβάνοντας υπόψη οτι E(0) = 0 καταλήγουµε στο

E(t) = 0, ∀t.
Συνεπώς

vt = |∇v| = 0 ⇒ v ≡ const
και απο (3.5) v ≡ 0.

Παροµοίως αποδεικνύουµε την µοναδικότητα του προβλήµατος Neumann
(Cauchy −Neumann).

΄Οπως γνωρίζετε για n = 1 η ύπαρξη αποδεικνύεται µε την µέθοδο Fourier.
Μπορούµε να επεκτείνουµε την µέθοδο αυτή και για n > 1. Η σειρά Fourier
ϑε είναι ως προς τις ιδιοσηναρτήσεις της Λαπλασιανής, ήτοι ως προς uk(x) µη

µηδενικές λύσεις του προβλήµατος

∆u = λk στο Ω, u
∣∣∣
∂Ω

= 0

όπου λk είναι οι ιδιοτιµές του προβλήµατος.
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Ασκήσεις

1. Αποδείξτε ότι αν η u(t, x) είναι ϕραγµένη λύση του προβλήµατος Cauchy

utt =
n∑

ij=1

aij(x)uxixj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u, |t| <∞, x ∈ Rn,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = 0, x ∈ Rn,

τότε η

v(t, x) =
1

2
√
πt

∫ ∞
−∞

u(τ, x)e−
τ2

4t dτ

είναι λύση του προβλήµατος Cauchy :

vt =

n∑
ij=1

aij(x)vxixj +

n∑
i=1

bi(x)vxi + c(x)v, 0 < t <∞, x ∈ Rn,

v(0, x) = φ(x), x ∈ Rn.

2. Ποιές προυποθέσεις σχετικά µε την οµαλότητα πρέπει να ικανοποιούν οι

συναρτήσεις φ(x), ψ(x), f(t, x) για να είναι νόµιµες οι διαδικασίες που µας

οδήγησαν στον τυπο Kirchhoff και Poisson.

3. Αποδείξτε το Λήµµα 1.1 για n = 3.

4. Χρησιµοποιώντας τον τύπο Poisson προσδιορίστε τη λύση u(t, x), x =
(x1, x2) του προβλήµατος Cauchy:

Ι)

utt = ux1x1 + ux2x2 + t στο (−T, T )×R2,

u(0, x) = x1 − x2, ut(0, x) = 0, x ∈ R2.

ΙΙ)

utt = ux1x1 + ux2x2 + t2x2 στο (−T, T )×R2,

u(0, x) = 1, ut(0, x) = x1x2, x ∈ R2.

5. Χρησιµοποιώντας τον τύπο Kirchhoff προσδιορίστε τη λύση u(t, x),
x = (x1, x2, x3) του προβλήµατος Cauchy:

Ι)

utt = ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 + x3 στο (−T, T )×R3,

u(0, x) = x1 + x2 + x3, ut(0, x) = x1x2, x ∈ R3.

ΙΙ)

utt = ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 + t2x1 στο (−T, T )×R3,

u(0, x) = x3, ut(0, x) = x2, x ∈ R3.
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Κεφάλαιο IV . Μη γραµµικές εξισώσεις πρώτης τάξης

§1. Προβληµα Cauchy για την εξίσωση Hopf

Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy:
να ϐρεθέι η λύση u(t, x) της εξίσωσης

(1.1) ut + uux = 0 στον R2,

η οποια επαληθεύει την αρχική συνθήκη

(1.2) u(0, x) = φ(x) για x ∈ R.

Μας ενδιαφέρουν οι κλασικές λύσεις δηλαδή η λύση πρέπει να είναι C1
συ-

νάρτηση τ.ω.

lim
t→0

u(t, x) = φ(x).

Θα εφαρµόσουµε την µέθοδο των χαρακτηριστικών.

Στο επίπεδο (t, x) ϑεωρούµε µια οικογένεια καµπυλών t(s), x(s) που ορί-

Ϲεται ως

(1.3)
dt(s)

ds
= 1,

dx(s)

ds
= u(t(s), x(s))

οπου s είναι µια παράµετρος. Αυτές οι καµπύλες ονοµάζονται χαρακτηριστι-

κές καµπύλες ή σκετο χαρακτηριστικές. Θεωρούµε την συνάρτηση u πάνω

στην χαρακτηριστική, δηλαδή u(s) = u(t(s), x(s)). Προφανώς η παράγωγως

της u κατα µήκος της χαρακτηριστικής ισούται µε

du(s)

ds
≡ du(t(s), x(s))

ds
=
∂u

∂t

dt

ds
+
∂u

∂x

dx

ds
= ut + uux.

΄Αρα κατα µήκος των χαρακτηριστικών η εξίσωση (1.1) παίρνει την µορφή

du(s)

ds
= 0.

∆ηλαδή κατα µήκος των χαρακτηριστικών η u(t, x) παραµένει αµετάβλητη

τουτέστιν

u(t(s), x(s)) = Constant.

Αν ϑα υποθέσουµε οτι t(0) = 1, δηλαδή οι χαρακτηριστικές ξεκινάνε απο τον

άξονα t = 0 (προς τα πάνω (t > 0) ή προς τα κάτω (t < 0) ), τότε το σύστηµα

(1.3) παίρνει τη µορφή

(1.4) t = s,
dx(t)

dt
= u(t, x(t))

και το πρόβληµα (1.1), (1.2) ανάγεται στο

dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0

(1.5)

du(t)

dt
= 0, u(0) = φ(x0).
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Η ¨u πάνω στην χαρακτηριστική¨ πλέον σηµαίνει u(t, x(t)) (u(t) ≡ u(t, x(t))).
Η αρχική συνθήκη για u είναι φ(x0) και όχι φ(x) διότη είµαστε πάνω στην

χαρακτηριστική και

u(t, x(t))
∣∣∣
t=0

= u(0, x(0)) = φ(x0).

Πάµε να λύσουµε τωρα το πρόβληµα Cauchy (1.5). Απο την δεύτερη εξίσωση

έχουµε

(1.6) u(t) = φ(x0)

δηλαδη η u κατα µήκος της χαρακτηριστικής (u(t) = u(t, x(t))) παραµένει

σταθερή και αναγκαστικά ισούται µε την τηµή της στο t = 0. Αντικαθιστώντας

την u στην πρώτη εξίσωση παίρνουµε

dx(t)

dt
= φ(x0), x(0) = x0

δηλαδή

(1.7) x(t) = t φ(x0) + x0.

Αυτές είναι οι χαρακτηριστικές της εξίσωσης Hopf , παρατηρούµε οτι είναι

οικογένεια ευθειών. Συνεπώς ϐρήκαµε τη λύση σε παραµετρική µορφή (1.6),

(1.7). Από (1.7), (1.6) έχουµε x = t u+ x0 δηλαδή x0 = x− t u και από (1.6)

καταλίγουµε στην σχέση

(1.8) u = φ(x− t u).

Προφανώς

ut = φ′(ξ)(−u− t ut), ux = φ′(ξ)(1− t ux)

εδω ξ = x− t u. Συνεπώς

ut + uux = −t φ′(ξ)(ut + uux),

δηλαδή

(ut + uux)(1 + t φ′(ξ)) = 0.

΄Αρα για να είναι η (1.8) λύση του προβλήµατος (1.1), (1.2) πρέπει να ισχύει

(1.9) 1 + tφ′(x− t u) 6= 0.

Στην ίδια συνθήκη καταλήγουµε αν ϑα προσπαθήσουµε λα λύσουµε την (1.8)

ως προς u. ∆ηλαδή έχουµε µια συνάρτηση δοσµένη σε πεπλεγµένη µορφή:

F (t, x, u) = 0 µε F (t, x, u) ≡ u− φ(x− t u)

και ϑέλουµε να την λύσουµε ως προς u (να την γράψουµε σε µορφή u =
u(t, x)). Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα της πεπλεγµένης συνάρτησης αυτό είναι

εφικτό αν

Fu(t, x, u) 6= 0

δηλαδή αν ισχύει η (1.9).

Αυτή η ¨παράξενη συµπεριφορά¨ του προβλήµατος οφείλεται στο γεγονός

οτι σε αντίθεση µε τις γραµµικές εξισώσεις η χαρακτηριστικές εδω εξαρτώνται
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απο την λύση και µπορούν να τέµνονται ϕέρνοντας διαφορετικές τιµές. Ας

δούµε τρια κατατοπιστικά παραδείγµατα.

Παράδειγµα 1. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy:

ut + uux = 0 στον R2,

u(0, x) = x για x ∈ R.

Το σύστηµα (1.5) γραφεται ως

dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0

du(t)

dt
= 0, u(0) = x0.

΄Αρα u(t) = x0 και

dx(t)

dt
= x0, x(0) = x0 ⇔ x(t) = t x0 + x0.

Συνεπώς u = x− t u και

u(t, x) =
x

t+ 1
.

Η (κλασική) λύση αυτη ορίζεται για t > −1, δηλαδή ξεκινώντας απο το t = 0 η

λύση υπάρχει για όλους τους ϑετικόυς χρόνους και για αρνητικούς µέχρι −1.
Εύκολα διαπιστώνουµε οτι η συνθήκη (1.9) έχει τη µορφή 1 + t 6= 0.
Επίσης εύκολα διαπιστώνουµε οτι οι χαρακτηριστικές x = t x0 +x0 τέµνον-

ται στο σηµείο t = −1, x = 0.
Προφανώς κατα µήκος της x = tx0 + x0 η u είναι σταθερή. Πράγµατι

u(t, x(t)) = u(t, tx0 + x0) =
tx0 + x0

t+ 1
= x0 = u(0, x(0)).

Παράδειγµα 2. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy:

ut + uux = 0 στον R2,

u(0, x) = −x για x ∈ R.

Το σύστηµα (1.5) παίρνει τη µορφή

dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0

du(t)

dt
= 0, u(0) = −x0.

΄Αρα u(t) = −x0 και

dx(t)

dt
= −x0, x(0) = x0 ⇔ x(t) = −t x0 + x0.

Συνεπώς

u = −x+ t u

και

u =
x

t− 1
.
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Η (κλασική) λύση αυτη ορίζεται για t < 1, δηλαδή ξεκινώντας απο το t = 0
η λύση υπάρχει για τους ϑετικόυς χρόνους µέχρι t = 1 και για όλους τους

αρνητικούς.

Η συνθήκη (1.9) έχει τη µορφή 1− t 6= 0.
Επίσης εύκολα διαπιστώνουµε οτι οι χαρακτηριστικές τέµνονται στο σηµείο

t = 1, x = 0.

Παράδειγµα 3. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy:

ut + uux = 0 στον R2,

u(0, x) = x2
για x ∈ R.

Το σύστηµα (1.5) γραφεται ως

dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0

du(t)

dt
= 0, u(0) = x2

0.

΄Αρα u(t) = x2
0 και

dx(t)

dt
= x2

0, x(0) = x0 ⇔ x(t) = t x2
0 + x0.

Από x = tu+ x0 παίρνουµε x0 = x− tu και

u = (x− t u)2.

∆ηλαδή

t2u2 − (2xt+ 1)u+ x2 = 0.

Λύνοντας το τριώνυµο ως προς u παίρνουµε

u± =
1 + 2xt±

√
4xt+ 1

2t2
.

Επίσης παρατηρούµε οτι το χωρίο οπου ¨ζει¨ η πιθανή λύση είναι 4xt+ 1 ≥ 0.
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι αν 4xt+ 1 > 0 τότε

lim
t→0

u− = x2

ενώ

lim
t→0

u+ = +∞,

άρα η λύση του προβλήµατος είναι η

(1.10) u(t, x) =
1 + 2xt−

√
4xt+ 1

2t2
=

2x2

1 + 2xt+
√

4xt+ 1

και ορίζεται στο χωρίο

4xt+ 1 > 0.

Προφανώς εδω

1 + φ′ t = 1 + 2(x− ut)t = 1 + 2xt− 2ut2,
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συνεπώς η σχέση (1.9) παίρνει τη µορφή

u 6= 1 + 2xt

2t2

η οποία ισοδυναµεί (ϐλ. (1.10) ) µε 4xt + 1 6= 0, δηλαδή 4xt + 1 > 0 ή

4xt+ 1 < 0, επιλέγουµε το χωρίο

(1.11) 4xt+ 1 > 0

αφού ϑέλουµε να περιέχει τον άξονα t = 0.

Οι χαρακτηριστικές εδώ είναι

x(t) = x2
0t+ x0.

Κατα µήκος των χαρακτηριστικών η λύση πρέπει να είναι σταθερη. Πράγµατι,

έχουµε

u(t, x(t)) =
1 + 2(x2

0t+ x0)t−
√

4(x2
0t+ x0)t+ 1

2t2
=

1 + 2(x2
0t+ x0)t−

√
(2x0t+ 1)2

2t2
= x2

0 = u(0, x(0)).

Παρατηρούµε ότι αυτό ισχύει µόνο αν

(1.12) 2x0t+ 1 > 0.

Γιατί αυτό συµβαίνει; Ας πάρουµε το ηµιεπίπεδο t > 0. Οι χαρακτηριστικές

που ϐγαίνουν από το x0 ≥ 0 δεν έχουµε κανένα πρόβληµα διότι η (1.12)

ισχύει. Για να ισχύει η (1.12) για τις χαρακτηριστικές που ϐγαίνουν από το

x0 < 0 πρέπει

t <
−1

2x0
.

Τι συµβαίνει στο σηµείο t0 = −1/2x0 ; Πάνω στη χαρακτηριστική έχουµε

x(t0) = −x0

2
+ x0 =

x0

2
δηλαδή το σηµείο που ϐρίσκεται πάνω στην χαρακτηριστική έχει συντεταγµέ-

νες (−x0/2, x0/2) σε αυτό το σηµείο όµως παραβιάζεται η (1.11), πράγµατι

4x0t0 + 1 = 0.

∆ηλαδή οι χαρακτηριστικές που ξεκινάνε από το x0 < 0 (προς τα πάνω) στα-

µατάνε πριν ϕτάσουν στο σηµείο 2x0t0 + 1 = 0 (άρα δεν τέµνουνε αυτές που

ξεκινάνε από το x0 ≥ 0).
΄Ετσι η λύση ορίζεται µονοσήµαντα στο χωρίο 4xt+ 1 > 0.
Παρατηρούµε ότι

ux(t, x) =

√
4xt+ 1− 1

t
√

4xt+ 1
και για 4xt+ 1 = 0 η ux απειρίζεται.

§2. Μη οµογενείς εξισώσεις πρώτης τάξης

Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy:
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να ϐρεθέι η λύση u(t, x) της εξίσωσης

(2.1) ut + a(t, x, u)ux = f(t, x, u) στον R2,

η οποια επαληθεύει την αρχική συνθήκη

(2.2) u(0, x) = φ(x) για x ∈ R.

Παροµοιως µε το πρόβληµα (1.1), (1.2) καταλήγουµε στο σύστηµα

dx(t)

dt
= a(t, x(t), u(t)), x(0) = x0

(2.3)

du(t)

dt
= f(t, x(t), u(t)), u(0) = φ(x0).

Παράδειγµα 1. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy:

ut + uux = 1 στον R2,

u(0, x) = φ(x) για x ∈ R.

Το σύστηµα (2.3) γραφεται ως

dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0

du(t)

dt
= 1, u(0) = φ(x0).

΄Αρα

x(t) =
1

2
t2 + tφ(x0) + x0,

u(t) = t+ φ(x0).

Συνεπώς

x(t) =
1

2
t2 + t(u− t) + x0,

u(t) = t+ φ(x− tu+
1

2
t2).

Π.χ. για φ(x) = x έχουµε

u(t, x) =
2x+ 2t+ t2

2 + 2t

Παρατηρούµε ότι η λύση υπάρχει για t > −1. Αυτό συµβαίνει διότι οι χαρα-

κτηριστικές

x(t) =
1

2
t2 + tx0 + x0,

τέµνονται για t = −1 (στο σηµείο (−1, 1/2)).

Παράδειγµα 2. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy:

ut + uux = u στον R2,

u(0, x) = φ(x) για x ∈ R.
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Το σύστηµα (2.3) παίρνει τη µορφή

dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0

du(t)

dt
= u(t), u(0) = φ(x0).

΄Αρα

u(t) = etφ(x0),

x(t) = etφ(x0) + x0 − φ(x0).

Συνεπώς

u = etφ(x− u+ ue−t).

Π.χ. για φ(x) = −x έχουµε

u(t, x) =
xet

et − 2
.

Τέλος ϑα πούµε δυο λόγια για τις εξισώσειςHamilton−Jacobi της µορφής:

St +H(t, x, Sx) = 0.

Εδώ S(t, x) προσδιοριστέα συνάρτηση,H(t, x, p) δοσµένη C1
συνάρτηση. Πα-

ϱαγωγίζοντας την εξίσωση αυτή ως προς x για

u(t, x) = Sx(t, x)

παίρνουµε

ut +Hu(t, x, u)ux = −Hx(t, x, u)

η οποία είναι η εξίσωση (2.1).

Ασκήσεις

Προσδιορίστε τη λύση u(t, x) του προβλήµατος Cauchy:

1.

ut + uux = f ′′(t) στον R2,

u(0, x) = x, x ∈ R.

2.

ut + uux = −x στον R2,

u(0, x) = 0, x ∈ R.

3.

ut + u2 ux = 0 στον R2,

u(0, x) = φ(x), x ∈ R.

4.

ut + u2
x = 0 στον R2,

u(0, x) = x2, x ∈ R.

5.

ut + uux = 0 στον R2,
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u(0, x) = φ(x), x ∈ R,

όπου

φ(x) =

 −x, γιαx ∈ [−1, 1]
1, γιαx < −1
−1, γιαx > 1

.

Εξετάστε τη συµπεριφορά της λύσης καθώς t→ 1.

6. α.
ut + uux = 1 στον R2,

φ(x) = |x|
β. ΄Εστω ότι η αρχική συνθήκη είναι δοσµένες µόνο στο [−∞, 0]. Βρείτε το

χωρίο όπου η λύση ορίζεται από αυτή τη συνθήκη.

γ. ΄Εστω ότι οι αρχική συνθήκη είναι δοσµένες µόνο στο [1, 2]. Βρείτε το

χωρίο όπου η λύση ορίζεται από αυτή τη συνθήκη.
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