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0 Ιστορική αναδροµή

Η ανακάλυψη των κατανοµών έγινε το 1944 από τον Γάλλο µαθηµατικό Laurent Schwartz.

Το σηµαντικό µαθηµατικό έργο του Schwartz, συµπεριλαµβανοµένων των κατανοµών, του

απέφερε το Fields Medal έξι χρόνια αργότερα. ΄Οπως ο ίδιος ο Schwartz αναφέρει στην

αυτοβιογραφία του 1, ήταν ϑέµα χρόνου να ανακαλυφθούν οι κατανοµές από κάποιον άλλο

µαθηµατικό. Ωστόσο, έστω κι αν ο Schwartz γράφει κάτι τέτοιο από µετριοπάθεια ή συµ-

πάθεια προς τους συναδέλφους του, είναι αδιαµφισβήτητο ιστορικό γεγονός ότι οι κατανοµές

αποτέλεσαν µια κάθε άλλο παρά µετριοπαθή και συµπαθή ιστορία για τους λεγόµενους ‘‘κα-

ϑαρούς’’ µαθηµατικούς, που προηγήθηκαν κάποια χρόνια από την ανακάλυψη αυτή του

Schwartz.

Ιστορικά οι ϱίζες των κατανοµών ϐρίσκονται στην δουλειά του ΄Αγγλου ηλεκτρολόγου µηχα-

νικού και εφαρµοσµένου µαθηµατικού Oliver Heaviside σχετικά µε την µελέτη ηλεκτρικών

κυκλωµάτων. Ο Heaviside ανέπτυξε µια ‘‘µαγική συνταγή’’ για να λύνει τις διαφορικές ε-

ξισώσεις που διέπουν την δυναµική ηλεκτρικών κυκλωµάτων, τον συµβολικό λογισµό. Ο

λογισµός αυτός ήταν αδιανόητος για την πλειοψηφία των µαθηµατικών της ανάλυσης την

εποχή που έζησε ο Heaviside. Πολύ περισσότερο αδιανόητη ήταν η λεγόµενη ‘‘συνάρτηση’’

δ καθώς και οι παράγωγοί της, που είχε εισαγάγει και πάλι ο Heaviside στην µελέτη των

ηλεκτρικών κυκλωµάτων.

Ο Heaviside εφάρµοσε τις µεθόδους τους δίχως τις ευλογίες των µαθηµατικών της εποχής

του και µάλιστα έλυσε δύσκολα προβλήµατα µε µεγάλη επιτυχία. Η πλειοψηφία των µα-

ϑηµατικών δεν αποδέχτηκε τον συµβολικό λογισµό του και την διαβολική συνάρτηση δ που

χρησιµοποιούσε, και έτσι οι µαθηµατικές του ανακαλύψεις απορρίφθηκαν, έστω κι αν έδι-

ναν σωστά αποτελέσµατα. Ο Heaviside για να υπερασπίσει τον συµβολικό λογισµό που είχε

αναπτύξει είπε :

Γιατί ϑα πρέπει να αρνηθώ ένα ωραίο γεύµα απλά και µόνο επειδή δεν µπορώ να

καταλάβω την πεπτική διαδικασία που εµπλέκεται ;

΄Οµως τελικά, έγινε ο ίδιος ϐορά στην αυστηρότητα των ‘‘καθαρών’’ µαθηµατικών και µάλι-

στα το ηθικό του καταβλήθηκε από την µη αποδοχή των ανακαλύψεών του, σε τέτοιο ϐαθµό

που πέθανε διανοητικά ασταθής το 1925. Ο συµβολικός λογισµός που ανέπτυξε ο Heavisi­

de ϐρήκε την µαθηµατική του δικαίωση αργότερα µέσω των µετασχηµατισµών Laplace από

τους Wiener, Carson και Vanderpol. Αλλά το ίδιο δεν ίσχυε ακόµα για την συνάρτηση δ

και τις παραγώγους της. Και για να γίνουν τα πράγµατα ακόµα πιο διαβολικά, σ΄ ένα άρθρο

το 1926 ο ΄Αγγλος ϑεωρητικός ϕυσικός Paul Dirac επανέφερε την συνάρτηση δ, που ϕέρει

πλέον το όνοµά του, δίχως ϐέβαια τότε κανείς να ϑυµηθεί τον µακαρίτη Heaviside! Τα νέα

1L. Schwartz, A Mathematician Grappling with His Century, Birkhäuser, Basel Boston Berlin, 2001.
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αποτελέσµατα έκαναν τους ϕυσικούς να δουλεύουν ακόµα πιο άνετα χρησιµοποιώντας την

συνάρτηση δ του Dirac, χωρίς να είναι σε ϑέση να δικαιολογήσουν από αυστηρή µαθηµατι-

κή σκοπιά τίποτα. ΄Οµως τα αποτελέσµατα που έδιναν ήταν απόλυτα ακριβή, οπότε κάποια

σωστή µαθηµατική αιτιολόγηση ϑα έπρεπε να υπάρχει. Αυτήν ακριβώς αναζήτησε και α-

νακάλυψε τελικά ο Schwartz γύρω στο 1944, εισάγοντας την ϑεωρία των κατανοµών ή των

γενικευµένων συναρτήσεων.

Το ότι η αφετηρία της έννοιας της κατανοµής ϐρίσκεται στην ϕυσική δεν είναι τυχαίο γεγο-

νός. Πολλές ϕορές οι ϕυσικοί πρέπει να περιγράψουν µε µαθηµατικούς όρους µια ϕυσική

οντότητα που είναι εντοπισµένη σε απειροελάχιστα µικρό χωρίο (αν οι ανεξάρτητες µεταβλη-

τές είναι χωρικές), ή µια διεργασία που διαρκεί στιγµιαία (αν ο χρόνος είναι η ανεξάρτητη

µεταβλητή). Το µάταιο της προσπάθειας των ϕυσικών της εποχής εκείνης, και συνάµα το

τόσο τραγικό από την σκοπιά των ‘‘καθαρών’’ µαθηµατικών µπορεί να συνοψισθεί στο εξής.

Στην ύπαρξη µια συνάρτησης δ : R 7→ R που έχει τις ιδιότητες

(i) δ(x) = 0 για x 6= 0 , (ii)

∫ ∞

−∞

δ(x)dx = 1 .

Μια τέτοια συνάρτηση δεν µπορεί να υπάρξει, αφού σύµφωνα µε τα ϐασικά στοιχεία ολο-

κλήρωσης κατά Riemann (ή ακόµα και κατά Lebesgue), δυο συναρτήσεις που είναι ταυ-

τόσηµες παντού εκτός από ένα και µόνο σηµείο, έχουν ακριβώς το ίδιο ολοκλήρωµα. ΄Ετσι,

αφού η δ(x) είναι µηδέν παντού εκτός από το σηµείο x = 0, το ολοκλήρωµά της ϑα πρέπει

να είναι µηδέν και όχι 1! Κι όµως, χάρη στο Dirac και τη δουλειά του Schwartz µια τέτοια

‘‘συνάρτηση’’ υπάρχει, µε µια γενικευµένη έννοια, και µάλιστα έχει και άπειρες παραγώγους.

Τα παρακάτω ϕιλοδοξούν να αποτελέσουν µια σύντοµη - και σίγουρα αρκετά ελλιπή - εισα-

γωγή στην έννοια των κατανοµών και των συναρτήσεων Green µε στόχο να χρησιµοποιηθούν

στην επίλυση απλών µονοδιάστατων προβληµάτων συνοριακών τιµών. Γράφτηκαν για να κα-

λύψουν συµπληρωµατικές ανάγκες διδασκαλίας του µαθήµατος ‘‘Μέθοδοι Εφαρµοσµένων

Μαθηµατικών Ι’’ του προπτυχιακού προγράµµατος σπουδών του Τµήµατος Εφαρµοσµένων

Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Κρήτης. Θέλω να ευχαριστήσω τον συνάδελφο Θεµιστοκλή

Μήτση που είχε την ευγενική καλοσύνη να διαβάσει την διαπραγµάτευση των κατανοµών και

να µου επισηµάνει αβλεψίες και λάθη. Πιθανότατα, υπάρχουν και άλλες αβλεψίες και λάθη

και ϑα χαιρόµουν ιδιαίτερα να µου επισηµανθούν από τον δυνητικό αναγνώστη.

Βιβλιογραφία

I.M. Gelfand and G.E. Shilov, Generalized functions, 5 volumes, Academic Press, New York

London, 1968.

I. Stakgold, Green’s Functions and Boundary Value Problems, (Pure and Applied Mathe­

matics Ser.), John Wiley & Sons, New York, 1979.
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—Κατανοµές—

1 Κατανοµές

1.1 Ελεγκτικές συναρτήσεις

Μια συνάρτηση φ : R 7→ R λέγεται οµαλή στον R αν είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη σε

κάθε σηµείο του R. Αυτό σηµαίνει ότι η φ(x) έχει συνεχείς παραγώγους φ(k)(x) κάθε τάξης

k σε όλα τα σηµεία του R. Το σύνολο όλων των οµαλών συναρτήσεων στον R δηλώνεται µε

C∞(R).

Μια ελεγκτική συνάρτηση φ(x) είναι µια συνάρτηση φ : R 7→ R που είναι

• οµαλή συνάρτηση στον R, και

• η φ(x) µηδενίζεται έξω από κάποιο συµπαγές (≡ κλειστό και ϕραγµένο) υποσύνολο

του R ( το οποίο δεν είναι αναγκαστικά το ίδιο για κάθε ελεγκτική συνάρτηση ).

Ο χώρος όλων των ελεγκτικών συναρτήσεων στον R συµβολίζεται µε C∞
0 (R).

∆εν είναι καθόλου προφανής η ύπαρξη, µη-τετριµµένων, ελεγκτικών συναρτήσεων. ΄Οµως ο

χώρος C∞
0 (R) δεν είναι κενός, όπως δείχνει το επόµενο.

Παράδειγµα: Θεωρούµε την συνάρτηση µε τύπο

φ(x) =





exp

(
1

x2 − 1

)
, |x| < 1 ,

0 , |x| ≥ 1 .

(1.1)

Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση της φ(x) που δίνεται από την σχέση (1.1)

Θα δείξουµε ότι η φ(x) είναι µια ελεγκτική συνάρτηση στον R. Πράγµατι, εύκολα δείχνει

κανείς ότι η φ(x) είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη εκτός πιθανώς στα σηµεία x = ±1.

Η φ(x) είναι συνεχής συνάρτηση στα σηµεία x = ±1 γιατί

lim
x→1−

exp(
1

x2 − 1
) = 0 = φ(1+) ,

3



—Κατανοµές—

και

lim
x→−1+

exp(
1

x2 − 1
) = 0 = φ(−1−) .

Το ότι η φ(x) είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στα σηµεία x = ±1, έπεται από το γεγονός

ότι

lim
x→1−

φ(k)(x) = lim
x→1−

(−2)k

(x2 − 1)2k
exp(

1

x2 − 1
) = 0 = φ(k)(1+) ,

και

lim
x→−1+

φ(k)(x) = lim
x→−1+

2k

(x2 − 1)2k
exp(

1

x2 − 1
) = 0 = φ(k)(−1−) ,

για κάθε k ϑετικό ακέραιο. Επιπλέον, η φ(x) µηδενίζεται έξω από το διάστηµα [−1, 1], οπότε

η φ(x) ∈ C∞
0 (R).

Μηδενικές ακολουθίες ελεγκτικών συναρτήσεων

Μια ακολουθία {φ1(x), φ2(x), . . . , φm(x), . . .} ελεγκτικών συναρτήσεων λέγεται µηδενική α-

κολουθία στον C∞
0 (R) αν

• Υπάρχει ένα κοινό ϕραγµένο υποσύνολο του R έξω από το οποίο όλες οι συναρτήσεις

φm(x) µηδενίζονται.

• Η ακολουθία {φm(x)}∞m=0 συγκλίνει οµοιόµορφα στη µηδενική συνάρτηση, δηλαδή

lim
m→∞

max
x∈R

|φm(x)| = 0 , (1.2)

• Η ακολουθία των παραγώγων {φ
(k)
m (x)}∞m=0 συγκλίνει οµοιόµορφα στη µηδενική συνάρ-

τηση, και αυτό συµβαίνει για κάθε παράγωγο τάξης k, δηλαδή

lim
m→∞

max
x∈R

|φ(k)
m (x)| = 0 ,

για οποιοδήποτε k ϑετικό ακέραιο.

Παράδειγµα: Θεωρούµε την ακολουθία ελεγκτικών συναρτήσεων

φm(x) =
1

m
φ(x) ,

όπου η φ(x) είναι η ελεγκτική συνάρτηση που δίνεται από την σχέση (1.1). Προφανώς οι

φm(x) µηδενίζονται έξω από το [−1, 1] για κάθε m ∈ N. Επειδή

max
x∈R

∣∣∣∣
1

m
φ(x)

∣∣∣∣ = max
x∈[−1,1]

∣∣∣∣
1

m
φ(x)

∣∣∣∣ =
1

m e
,

έχουµε ότι

lim
m→∞

max
x∈R

|φm(x)| = lim
m→∞

1

m e
= 0 .
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—Κατανοµές—

Επιπλέον, επειδή η φ(x) είναι οµαλή συνάρτηση στον R και µηδενίζεται έξω από το διάστηµα

[−1, 1], έπεται ότι η |φ(k)(x)| παίρνει την µέγιστη τιµή της σε κάποιο σηµείο του διαστήµατος

[−1, 1]. Ας πούµε την τιµή αυτή M(k). Οπότε,

max
x∈R

∣∣φ(k)
m (x)

∣∣ = max
x∈[−1,1]

∣∣φ(k)
m (x)

∣∣ =
M(k)

m
,

και συνεπώς έχουµε ότι και

lim
m→∞

max
x∈R

|φ(k)
m (x)| = 0 ,

για οποιοδήποτε k ϑετικό ακέραιο. ΄Αρα η ακολουθία {φm(x)}∞m=0 είναι µια µηδενική ακο-

λουθία στον C∞
0 (R).

1.2 Γραµµικά συναρτησιακά - Κατανοµές

Λέµε ότι η f είναι ένα γραµµικό συναρτησιακό (ή συναρτησοειδές) στον C∞
0 (R), αν υπάρχει

ένα κανόνας που αντιστοιχεί σε κάθε φ(x) ∈ C∞
0 (R) έναν πραγµατικό αριθµό, τον οποίο ϑα

συµβολίζουµε µε < f, φ >, έτσι που

< f, a1φ1 + a2φ2 >= a1 < f, φ1 > +a2 < f, φ2 > ,

για κάθε a1, a2 ∈ R και φ1, φ2 ∈ C∞
0 (R).

΄Ενα γραµµικό συναρτησιακό f στον C∞
0 (R) λέγεται συνεχές αν ισχύει η ακόλουθη πρόταση:

Αν {φm(x)}∞m=0 είναι µηδενική ακολουθία στον C∞
0 (R), τότε lim

m→∞
< f, φm(x) >= 0 .

Ορισµός: ΄Ενα συνεχές, γραµµικό συναρτησιακό στον C∞
0 (R) λέγεται κατανοµή.

Πολλές κατανοµές (αλλά σίγουρα όχι όλες και πολύ σηµαντικές) παράγονται µέσω σχετικά

απλών συνηθισµένων συναρτήσεων, οι οποίες δεν είναι αναγκαίο να είναι ούτε καν συνεχείς

συναρτήσεις στον R. Πιο συγκεκριµένα :

Μια συνάρτηση f (x) στον R λέγεται τοπικά ολοκληρώσιµη αν το ολοκλήρωµα

∫

Ω

|f (x)|dx ,

υπάρχει για κάθε ϕραγµένο διάστηµα Ω του R.

Θεώρηµα: Μια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση f (x) του R ορίζει (παράγει) µια κατανοµή

f µέσω της σχέσης

< f, φ >=

∫

R

f (x)φ(x)dx . (1.3)

Απόδειξη : Είναι εύκολο να δειχθεί ότι η απεικόνιση f : C∞
0 (R) 7→ R όπως ορίζεται από την

σχέση (1.3) είναι γραµµικό συναρτησιακό. Το Ϲήτηµα είναι να δειχθεί ότι είναι και συνεχές.

5



—Κατανοµές—

Πράγµατι, έστω {φm(x)}∞m=0 µηδενική ακολουθία στον C∞
0 (R). Τότε

| < f (x), φm(x) > | =

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

f (x)φm(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Ω

f (x)φm(x)dx

∣∣∣∣

≤

(
max
x∈Ω

|φm(x)|

) ∫

Ω

|f (x)|dx , (1.4)

όπου Ω είναι το διάστηµα έξω από το οποίο οι φm µηδενίζονται. Επειδή η f (x) είναι ολο-

κληρώσιµη στο Ω και η {φm(x)}∞m=0 µηδενική ακολουθία (δες σχέση (1.2) ), έπεται από την

σχέση (1.4) ότι

lim
m→∞

< f (x), φm(x) >= 0

Οπότε η δράση της f που ορίζεται από την σχέση (1.3) ορίζει ένα συνεχές, γραµµικό συναρ-

τησιακό, δηλαδή µε άλλα λόγια, µια κατανοµή. �

Μια κατανοµή που µπορεί να γραφεί στην µορφή (1.3) λέγεται κανονική. ΄Ολες οι υπόλοιπες

κατανοµές καλούνται ιδιόµορφες.

Η κατανοµή δ του Dirac

Η κατανοµή δ του Dirac µε πόλο στο 0, ορίζεται από την σχέση

< δ, φ >= φ(0) . (1.5)

Η κατανοµή δ του Dirac δεν είναι κανονική κατανοµή, γιατί ας υποθέσουµε ότι ήταν. Τότε

ϑα υπήρχε τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση f (x) στον R τέτοια που

∫ ∞

−∞

f (x)φ(x)dx = φ(0) , ∀φ(x) ∈ C∞
0 (R) .

Θεωρούµε την µονοπαραµετρική οικογένεια ελεγκτικών συναρτήσεων

φϸ(x) =





exp

(
ϸ2

x2 − ϸ2

)
, |x| < ϸ ,

0 , |x| ≥ ϸ ,

(1.6)

όπου ϸ ϑετικός, πραγµατικός αριθµός και παίζει το ϱόλο µιας παραµέτρου. Παρατηρούµε

για την οικογένεια των ελεγκτικών συναρτήσεων (1.6) ισχύει ότι

φϸ(0) = 1/e , |φϸ(x)| ≤ 1/e .

Οπότε έχουµε

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

f (x)φϸ(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

|x|<ϸ

f (x) exp

(
ϸ2

x2 − ϸ2

)
dx

∣∣∣∣ ≤
1

e

∫

|x|<ϸ

|f (x)|dx . (1.7)
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Παίρνοντας ϸ → 0, το χωρίο ολοκλήρωσης στον τελευταίο όρο της σχέσης (1.7) τείνει στο

µηδέν, και συνεπώς

lim
ϸ→0

∫ ∞

−∞

f (x)φϸ(x)dx = 0 . (1.8)

Από την άλλη έχουµε ότι ∫ ∞

−∞

f (x)φϸ(x)dx = φϸ(0) = 1/e , (1.9)

ανεξάρτητα από την παράµετρο ϸ. Οι σχέσεις (1.8) και (1.9), αναιρούν η µία την άλλη.

∆ηλαδή, ξεκινώντας τον συλλογισµό µας µε την υπόθεση ότι η κατανοµή Dirac µπορεί να

παραχθεί από µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση στον R, ϕτάσαµε µε άτοπο. Συνεπώς, η

κατανοµή Dirac είναι ιδιόµορφη κατανοµή.

ΠΡΟΣΟΧΗ ! Παρά το γεγονός ότι η κατανοµή Dirac δ δεν προέρχεται µε κανένα τρόπο

από συνηθισµένη συνάρτηση ϑα κάνουµε συστηµατικά δύο λάθη. Το πρώτο είναι ότι ϑα

γράφουµε δ(x) και είναι λάθος γιατί το πεδίο ορισµού της κατανοµής Dirac δεν είναι το

R αλλά το C∞
0 (R). Το δεύτερο λάθος που ϑα κάνουµε είναι ότι ϑα γράφουµε τον αριθµό

< δ, φ > ως

< δ, φ > = φ(0) =

∫ ∞

−∞

δ(x)φ(x)dx

και το λάθος είναι στην δεύτερη ισότητα γιατί η κατανοµή Dirac δεν µπορεί να γραφεί µε τον

τρόπο αυτό, όπως δείξαµε προηγουµένως.

Παραγώγιση κατανοµών

Αν η f (x) είναι διαφορίσιµη συνάρτηση στον R της οποίας η παράγωγος f ′(x) είναι τοπικά

ολοκληρώσιµη, τότε η f ′(x) ορίζει την δική της κατανοµή ως

< f ′, φ >=

∫ ∞

−∞

f ′(x)φ(x)dx = f (x) φ(x)|∞−∞ −

∫ ∞

−∞

f (x)φ′(x)dx = − < f, φ′ > ,

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι η ελεγκτική συνάρτηση φ(x) µηδενίζεται έξω από ένα

ϕραγµένο διάστηµα του R. Αυτό µας υποδεικνύει να ορίσουµε την παράγωγο f ′ οποιασ-

δήποτε κατανοµής f (x) ως εξής

< f ′, φ >= − < f, φ′ > , (1.10)

(προσοχή στο µείον). Πρέπει να ελεγχθεί ότι µε αυτόν τον τρόπο ορίζεται πραγµατικά µια

κατανοµή. Αφού η φ είναι ελεγκτική συνάρτηση το ίδιο ισχύει και για την φ′, και αφού η f

είναι κατανοµή, η δράση της f στην φ′ µπορεί να ορισθεί. Η γραµµικότητα προφανώς ισχύει,

οπότε αρκεί να δείξουµε την συνέχεια. Αν {φm} είναι µια µηδενική ακολουθία στον C∞
0 (R)

το ίδιο ισχύει και για την {−φ′
m}, οπότε η ακολουθία αριθµών − < f, φm > τείνει στο 0 καθώς

το m → ∞, και έτσι τελικά η f ′ ορίζει πραγµατικά µια κατανοµή.

7



—Κατανοµές—

Εφαρµόζοντας επαναληπτικά την παραπάνω διαδικασία ϐρίσκουµε ότι

< f (n), φ >= (−1)n < f, φ(n) > , (1.11)

και συνεπώς ϕτάνουµε στο αξιοπρόσεκτο συµπέρασµα ότι κάθε κατανοµή µπορεί να παραγω-

γισθεί όσες ϕορές ϑέλουµε.

Η παράγωγος της κατανοµής δ του Dirac

Εφαρµόζοντας τον τύπο (1.11) στην κατανοµή δ του Dirac παίρνουµε

< δ′, φ >= − < δ, φ′ >= −φ′(0) . (1.12)

Η κατανοµή του Heaviside και η παράγωγός της ( Ο Heaviside και ο Dirac παρέα ! )

Η κατανοµή του Heaviside ορίζεται από την τµηµατικά συνεχή συνάρτηση

H(x) =

{
1 , x > 0 ,

0 , x < 0 ,
(1.13)

Επειδή η H(x) είναι τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση έχουµε

< H, φ >=

∫ ∞

−∞

H(x)φ(x)dx =

∫ 0

−∞

0 φ(x)dx +

∫ ∞

0

1 φ(x)dx =

∫ ∞

0

φ(x)dx , (1.14)

οπότε η H ορίζει την κατανοµή µε τύπο

< H, φ >=

∫ ∞

0

φ(x)dx . (1.15)

Η παράγωγος H ′ της H ορίζεται από την σχέση (1.10), η οποία γίνεται

< H ′, φ >= − < H, φ′ >= −

∫ ∞

0

φ′(x)dx = −
(
φ(∞) − φ(0)

)
= φ(0) =< δ, φ > , (1.16)

και επειδή ισχύει για τυχαία ελεγκτική συνάρτηση φ συµπεραίνουµε ότι

H ′(x) = δ(x) , (1.17)

µε την έννοια των κατανοµών.
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1.3 Ιδιότητες κατανοµών

Κατ΄ αρχήν ϑα πρέπει να τονισθεί το γεγονός ότι δεν είναι αποδεκτό να πολλαπλασιάζουµε

κατανοµές µεταξύ τους ή να εκτελούµε πιο σύνθετες αλγεβρικές πράξεις. ∆ιατυπώσεις της

µορφής δ(x)2, 1/δ(x), exp δ(x) κλπ, δεν είναι καλά ορισµένες στην ϑεωρία των κατανοµών,

και για τον λόγο αυτό η εφαρµογή τους σε µη-γραµµικά συστήµατα είναι πολύ προβληµατι-

κή.

Πολλαπλασιασµός κατανοµών µε οµαλές συναρτήσεις.

Αν a(x) είναι οµαλή συνάρτηση του R, και f κατανοµή τότε έχουµε

< a f, φ >=

∫

R

a(x)f (x)φ(x)dx =

∫

R

f (x)a(x)φ(x)dx =< f, a φ > . (1.18)

Εφαρµόζοντας την παραπάνω ιδιότητα στην κατανοµή δ καταλήγουµε στο αποτέλεσµα ότι

a(x)δ(x) = a(0)δ(x) , (1.19)

το οποίο αξίζει να προσεχθεί από την άποψη των επιµέρους εφαρµογών. Επίσης, η προ-

σεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού µε κατανοµές γενικά δεν ισχύει. ∆ηλαδή αν

a(x), b(x) ∈ C∞(R) και f κατανοµή τότε

(
a b

)
f 6= a

(
b f

)
. (1.20)

Θα δείξουµε το ότι πράγµατι η σχέση (1.20) ισχύει ϑεωρώντας ένα αντιπαράδειγµα. Θεωρούµε

την κατανοµή δ του Dirac και την γράφουµε ως εξής

δ(x) = (
1

x
x)δ(x) .

Αν ίσχυε η προσεταιριστική ιδιότητα ϑα είχαµε

δ(x) = (
1

x
x)δ(x) =

1

x

(
x δ(x)

)
=

1

x
0 = 0 ,

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι x δ(x) = 0 (δες εξίσωση (1.19) µε a(x) = x). ΄Ατοπο,

γιατί η κατανοµή δ(x) δεν είναι η µηδενική (!) κατανοµή, άρα γενικά ισχύει η (1.20).

Μετατόπιση κατανοµής.

Αν η τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση f (x) στον R µετατοπισθεί κατά x0, παίρνουµε την

τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση f (x − x0) που ορίζει από µόνη της µια κατανοµή µε τύπο

< f (x − x0), φ(x) >=

∫

R

f (x − x0)φ(x)dx =

∫

R

f (x)φ(x + x0)dx =< f (x), φ(x + x0) > .

Εύκολα µπορεί να αποδειχθεί ότι η δράση < f (x), φ(x + x0) > ορίζει πραγµατικά κατανοµή,

οπότε οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η µετατόπιση τυχαίας κατανοµής f ορίζεται από το

τύπο

< f (x − x0), φ(x) >=< f (x), φ(x + x0) > . (1.21)

9
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Ειδικότερα για την κατανοµή δ του Dirac έχουµε

< δ(x − x0), φ(x) > = < δ(x), φ(x + x0) > = φ(x0) , (1.22)

και έτσι µπορεί να ορισθεί η κατανοµή δx0
του Dirac µε πόλο στο x0 ως

δx0
(x) = δ(x − x0) . (1.23)

Στα παρακάτω ϑα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό δ(x − x0) για την κατανοµή του Dirac µε

πόλο στο x0.

Μετασχηµατισµοί οµοιότητας.

Αν η f (x) είναι τοπικά ολοκληρώσιµη το ίδιο ισχύει και για την f (α x), για κάθε πραγµατικό

αριθµό α 6= 0. Η κατανοµή που αντιστοιχεί στη συνάρτηση f (α x) είναι

< f (α x), φ(x) >=

∫

R

f (α x)φ(x)dx =
1

|α|

∫

R

f (x)φ(
x

α
)dx =

1

|α|
< f (x), φ(

x

α
) > , (1.24)

όπου εκτελέσαµε την αλλαγή µεταβλητής x 7→ x/α και λάβαµε υπόψη το γεγονός ότι για

α < 0 τα όρια ολοκλήρωσης αντιστρέφονται και για τον λόγο αυτό εµφανίστηκε η απόλυτη

τιµή |α| στην παραπάνω σχέση. Ο ίδιος τύπος ισχύει και στην περίπτωση που η f είναι

ιδιόµορφη κατανοµή.

Γενική αλλαγή µεταβλητής.

Για να εκτελέσουµε µια γενική αλλαγή µεταβλητής ϑεωρούµε µια τοπικά ολοκληρώσιµη

συνάρτηση f (x) στον R και µια αλλαγή µεταβλητής x 7→ h(x). Η νέα κατανοµή f (h(x))

δίνεται από τον τύπο

< f (h(x)), φ(x) >=< f (x), φ̃(x) > (1.25)

όπου

φ̃(x) =
d

dx

∫

h(u)<x

φ(u)du (1.26)

µε την προϋπόθεση ότι η φ̃(x) είναι ελεγκτική συνάρτηση. Ας δούµε αναλυτικά πως µετα-

σχηµατίζεται η δ(x) εκτελώντας την αλλαγή µεταβλητής x 7→ h(x) = α x − ̙. Αν α > 0

έχουµε ότι

φ̃(x) =
d

dx

∫

h(u)<x

φ(u)du =
d

dx

∫ 1
a
(x+̙)

−∞

φ(u)du =
1

α
φ

(
1

a
(x + ̙)

)
. (1.27)

Οπότε

< δ(α x − ̙), φ(x) > = < δ(x),
1

α
φ

(
1

a
(x + ̙)

)
>=

1

α
φ

(
̙

a

)
=<

1

α
δ

(
x −

̙

a

)
, φ(x) > ,

(1.28)
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και επειδή η σχέση (1.28) ισχύει για τυχαία ελεγκτική συνάρτηση φ(x) έχουµε ότι

δ(α x − ̙) =
1

α
δ
(

x −
̙

α

)
. (1.29)

Για την περίπτωση α < 0, κι εργαζόµενοι µε όµοιο τρόπο ϐρίσκουµε ότι

δ(α x − ̙) = −
1

α
δ
(

x −
̙

α

)
, (1.30)

οπότε και οι σχέσεις (1.29) και (1.30) µπορούν να συνδυαστούν και να γράψουµε

δ(α x − ̙) =
1

|α|
δ
(

x −
̙

α

)
. (1.31)

Θέτοντας στην σχέση (1.31) α = −1, ̙ = 0 παίρνουµε

δ(−x) = δ(x) (1.32)

δηλαδή η κατανοµή δ(x) του Dirac είναι µια ‘‘άρτια συνάρτηση’’ ( µε την συστηµατικά λαν-

ϑασµένη έννοια ϕυσικά ! ).

1.4 ΄Ασκηση εξοικείωσης µε τις κατανοµές

Θεωρούµε a(x) οµαλή συνάρτηση στον R και f τυχαία κατανοµή. Θα δείξουµε πρώτα ότι

ισχύει ο κανόνας παραγώγισης του Leibniz για το γινόµενο οµαλής συνάρτησης µε κατανοµή,

δηλαδή (
a(x) f

)′
= a(x) f ′ + a ′(x) f . (1.33)

Θέλουµε να δείξουµε ότι η κατανοµές
(
a(x) f

)′
και a(x) f ′ + a ′(x) f ταυτίζονται. Αρκεί να

δείξουµε ότι

<
(
a(x) f

)′
, φ(x) >=< a(x) f ′ + a ′(x) f, φ > , (1.34)

για τυχαία ελεγκτική συνάρτηση φ(x). Πράγµατι,

<
(
a(x) f

)′
, φ(x) > = − < a(x) f, φ(x)′ >

= − < f, a(x) φ(x)′ >

= − < f, a(x) φ(x)′ > − < f, a ′(x) φ(x) > + < f, a ′(x) φ(x) >

= − < f,
(
a(x) φ(x)

)′
> + < f, a ′(x) φ(x) >

= < f ′, a(x) φ(x) > + < f, a ′(x) φ(x) >

= < a(x) f ′, φ(x) > + < a ′(x) f, φ(x) >

= < a(x) f ′ + a ′(x) f, φ(x) > , (1.35)

δηλαδή η σχέση (1.34) που ϑέλουµε να αποδείξουµε. Ειδικότερα, αν a(x) = c η σταθερή

συνάρτηση, τότε η σχέση (1.33) δίνει

(
c f

)′
= c f ′ . (1.36)
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Ας ϑυµηθούµε ότι a(x)δ(x) = a(0)δ(x) ( δες σχέση (1.19) ). Τότε έχουµε ότι

(
a(x) δ(x)

)′
=

(
a(0) δ(x)

)′
= a(0) δ′(x) , (1.37)

όπου χρησιµοποιήσαµε την σχέση (1.36) µε c = a(0). Από την άλλη, από τον κανόνα

παραγώγισης (1.33), έχουµε

(
a(x) δ(x)

)′
= a(x) δ′(x) + a ′(x) δ(x) = a(x) δ′(x) + a ′(0) δ(x) . (1.38)

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι a ′(x)δ(x) = a ′(0)δ(x). Τα αριστερά µέλη των σχέσεων

(1.37) και (1.38) είναι ίσα, οπότε ϑα πρέπει και τα δεξιά µέλη να είναι ίσα, δηλαδή

a(0) δ′(x) = a(x) δ′(x) + a ′(0) δ(x) , (1.39)

ή ισοδύναµα

a(x) δ′(x) = a(0) δ′(x) − a ′(0) δ(x) . (1.40)

Αντικαθιστώντας a(x) = x g(x) και f = δ′(x) στην σχέση (1.33) και χρησιµοποιώντας δυο

ϕορές την σχέση (1.40) µε κατάλληλο a(x), ο αναγνώστης καλείται να αποδείξει ότι ισχύει η

σχέση

x g(x) δ′′(x) = 2 g′(0)δ(x) − 2 g(0)δ′(x) , ∀ g(x) ∈ C∞(R) . (1.41)

Μετά, ο αναγνώστης καλείται να αποδείξει την ισχύ της σχέσης (1.41), δίχως την χρήση της

σχέσης (1.33).

1.5 ∆ιαφορικές εξισώσεις κατανοµών

Θεωρούµε τον διαφορικό τελεστή

L = an(x)
dn

dxn
+ an−1(x)

dn−1

dxn−1
+ · · · + a1(x)

d

dx
+ a0(x) , (1.42)

όπου οι συναρτήσεις ai(x), i = 1, . . . , n είναι οµαλές συναρτήσεις στον R, ai(x) ∈ C∞(R).

΄Οπως είδαµε παραπάνω υπάρχει κάθε τάξης παράγωγος µιας κατανοµής f και επιπλέον

µπορεί να ορισθεί ο πολλαπλασιασµός κατανοµής µε οµαλή συνάρτηση. Οπότε η κατανοµή

L f ορίζεται και η δράση της σε τυχαία ελεγκτική συνάρτηση φ(x) δίνει

< L f, φ >=<

n∑

i=0

aif
(i)(x), φ >=

n∑

i=0

< aif
(i)(x), φ >=

n∑

i=0

< f (i)(x), ai φ >= (1.43)

n∑

i=0

(−1)i < f (x),
di

dx i

(
ai φ(x)

)
>=< f,

n∑

i=0

(−1)i di

dx i

(
ai φ(x)

)
>=< f, L∗φ > . (1.44)

Ο διαφορικός τελεστής L∗ που εισήχθηκε µε την παραπάνω διαδικασία, λέγεται ο (τυπικός)

συζυγής του τελεστή L και η δράση του σε τυχαία οµαλή συνάρτηση g(x), ορίζεται από την

σχέση

L∗g(x) =

n∑

i=0

(−1)i di

dx i

(
ai g(x)

)
. (1.45)
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΄Οταν έχουµε L∗ = L λέµε ότι ο L είναι (τυπικά) αυτοσυζυγής. Για παράδειγµα, ο συζυγής

τελεστής του

L = a2(x)
d2

dx2
+ a1(x)

d

dx
+ a0(x) , (1.46)

ϐρίσκεται από την σχέση (1.45), ως εξής

L∗g(x) = (−1)2 d2

dx2

(
a2(x) g(x)

)
+ (−1)

d

dx

(
a1(x) g(x)

)
+ a0 g(x) =

= a2(x)
d2

dx2
g(x) +

(
2 a ′

2 − a1

) d

dx
g(x) + (a ′′

2 − a ′
1 + a0)g(x) , (1.47)

οπότε

L∗ = a2(x)
d2

dx2
+

(
2 a ′

2 − a1

) d

dx
+ (a ′′

2 − a ′
1 + a0) , (1.48)

Αν a ′
2 = a1, τότε παρατηρούµε ότι

L = L∗ =
d

dx

(
a2

d

dx

)
+ a0 , (1.49)

και ο L στην περίπτωση αυτή είναι αυτοσυζυγής.

Θεωρούµε το σύνολο των ελεγκτικών συναρτήσεων που µηδενίζονται έξω από κάποιο κλειστό

και ϕραγµένο διάστηµα του R που περιέχεται σε ένα ανοικτό διάστηµα Ω του R. Το σύνολο

αυτό των συναρτήσεων το συµβολίζουµε µε C∞
0 (Ω). Θεωρούµε κατανοµές u και f για τις

οποίες ϑέλουµε να ισχύει

Lu = f , x ∈ Ω , (1.50)

δηλαδή οι κατανοµές Lu και f να ταυτίζονται στο Ω. Η σχέση < L u, φ >=< u, L∗φ > που

ισχύει για κάθε κατανοµή u, µας υποδεικνύει πότε η κατανοµή u είναι λύση της διαφορικής

εξίσωσης κατανοµών (1.50). Μια κατανοµή u είναι λύση της (1.50) στο Ω αν και µόνο αν

< u, L∗φ >=< f, φ > , ∀φ ∈ C∞
0 (Ω) . (1.51)

Θεµελιώδεις Λύσεις

΄Οταν η f στην σχέση (1.50) είναι η κατανοµή δ(x − x0) του Dirac µε πόλο στο x0, τότε µια

οποιαδήποτε κατανοµή u που ικανοποιεί την σχέση (1.50), λέγεται ϑεµελιώδης λύση του L

και την συµβολίζουµε µε F (x, x0), για να δηλώσουµε την παραµετρική εξάρτησή της από τον

πόλο x0. ∆ηλαδή µια ϑεµελιώδης λύση του L είναι µια κατανοµή F (x, x0) η οποία ικανοποιεί

την σχέση

L F (x, x0) = δ(x − x0) . (1.52)

Από την σχέση (1.51) συνάγεται άµεσα ότι µια κατανοµή F (x, x0) είναι ϑεµελιώδης λύση του

L αν και µόνο αν

< F, L∗φ >= φ(x0) , ∀φ ∈ C∞
0 (Ω) . (1.53)
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2 Συναρτήσεις Green κι εφαρµογές τους στην επίλυση

προβληµάτων συνοριακών τιµών σε µια διάσταση

Σε αυτό το εδάφιο ϑα µελετήσουµε προβλήµατα συνοριακών τιµών (ΠΣΤ) που αφορούν 2ης

τάξης, γραµµικές συνήθεις διαφορικές εξισώσεις (Σ∆Ε). Η επίλυση του δοσµένου ΠΣΤ ϑα

γίνει µέσω της κατασκευής της λεγόµενης συνάρτησης Green. Οι συναρτήσεις Green είναι

ϑεµελιώδεις λύσεις του διαφορικού τελεστή L, οι οποίες ικανοποιούν επιπλέον τις οµογενείς

συνοριακές συνθήκες του δοσµένου ΠΣΤ.

Πριν διατυπώσουµε το πρόβληµα, αναφέρουµε τον τύπο του Green ο οποίος ϑα µας χρειαστεί

αρκετές ϕορές στην παρούσα διαπραγµάτευση. Θεωρούµε τον τελεστή L και τον συζυγή του

τελεστή L∗ που δίνονται από τις σχέσεις (1.46) και (1.48), αντίστοιχα. Ο τύπος του Green

είναι ο εξής

∫ x1

x0

v Lu dx −

∫ x1

x0

u L∗v dx =
[
a2(v u ′ − u v′) + (a1 − a ′

2) u v
]x=x1

x=x0
, (2.1)

όπου u, v τυχαίες συναρτήσεις u, v ∈ C2(R). Ο τύπος (2.1) µπορεί να αποδειχτεί εύκολα

µε ολοκλήρωση κατά παράγοντες σε ένα από τα δύο ολοκληρώµατα που εµφανίζονται στο

αριστερό µέλος της (2.1), έτσι ώστε ο όρος v Lu να γίνει u L∗v, ή αντίστροφα. Οι όροι στο δεξί

µέρος της (2.1) είναι ακριβώς οι ‘‘επιφανειακοί’’ όροι που εµφανίζονται στην διαδικασία της

ολοκλήρωσης κατά παράγοντες.

2.1 ∆ιατύπωση του προβλήµατος

Θεωρούµε την 2ης τάξης, γραµµική Σ∆Ε που δίνεται από την σχέση

a2(x)u ′′ + a1(x)u ′ + a0(x)u = f (x) , x0 < x < x1 , (2.2)

όπου οι συντελεστές ai είναι συνεχείς συναρτήσεις µε a2(x) 6= 0 για κάθε x ∈ [x0, x1], και

f (x) είναι τµηµατικά συνεχής στο [x0, x1]. Η λύση u(x) απαιτείται να ικανοποιεί τις εξής δύο

συνοριακές συνθήκες

Σ1 u
ορς
= p11u(x0) + p12u ′(x0) + q11u(x1) + q12u ′(x1) = r1 ,

Σ2 u
ορς
= p21u(x0) + p22u ′(x0) + q21u(x1) + q22u ′(x1) = r2 ,

(2.3)

όπου τα διάνυσµα (p11, p12, q11, q12) και (p21, p22, q21, q22) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Ανα-

ϕέρουµε τα Σ1 και Σ1 ως τα συνοριακά συναρτησιακά, αφού αντιστοιχούν σε κάθε συνάρτηση

u(x) τους αριθµούς r1 και r2, σύµφωνα µε τις σχέσεις (2.3), αντίστοιχα.

Η Σ∆Ε (2.2) µαζί µε τις συνοριακές συνθήκες που δίνονται από τις σχέσεις (2.3),

απαρτίζουν ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών.
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Παρατηρήσεις

1. Θεωρούµε ότι οι συντελεστές ai(x) και pij, qij, είναι συγκεκριµένες συναρτήσεις και πραγ-

µατικοί αριθµοί, αντίστοιχα, και µας ενδιαφέρει η εξάρτηση της λύσης u(x), σε σχέση µε τα

f (x), r1, r2. Γι΄ αυτό αναφέρουµε την τριάδα {f ; r1, r2} ως τα δοσµένα του προβλήµατος.

2. Αν q11 = q12 = p21 = p22 = 0 στις σχέσεις (2.3), τότε οι συνοριακές συνθήκες λέγονται

αµιγείς (µια συνθήκη ανά άκρο x0, x1), δηλ.

Σ1 u = p11u(x0) + p12u ′(x0) = r1 ,

Σ2 u = q21u(x1) + q22u ′(x1) = r2 .
(2.4)

3. Αν p12 = q11 = q12 = p21 = q21 = q22 = 0 και p11 = p22 = 1 στις σχέσεις (2.3) τότε

έχουµε ένα πρόβληµα αρχικών τιµών (ΠΑΤ), µε αρχικές συνθήκες u(x0) = r1, u ′(x0) = r2.

2.2 Αρχή υπέρθεσης λύσεων

Λόγω της γραµµικότητας της Σ∆Ε (2.2) και των συνοριακών συνθηκών (2.3) ισχύει το εξής :

Αρχή υπέρθεσης λύσεων: Αν η u ικανοποιεί το ΠΣΤ µε δοσµένα {f ; r1, r2} και η ũ

ικανοποιεί το ΠΣΤ µε δοσµένα {f̃ ; r̃1, r̃2} τότε η Au + Bũ ικανοποιεί το ΠΣΤ µε δοσµένα

{A f + B f̃ ; A r1 + B r̃1, A r2 + B r̃2}, όπου A, B πραγµατικοί αριθµοί.

Η αρχή υπέρθεσης λύσεων εκφράζει το γεγονός ότι γραµµικοί συνδυασµοί από µη-οµογένειες

στη Σ∆Ε ή/και στις συνοριακές συνθήκες παράγουν γραµµικούς συνδυασµούς των λύσεων.

΄Αµεση συνέπεια της αρχής υπέρθεσης λύσεων είναι ότι αν u και v ικανοποιούν το ΠΣΤ µε

τα ίδια δοσµένα {f ; r1, r2} τότε η u − v ικανοποιεί το ΠΣΤ µε δοσµένα {0; 0, 0}, δηλαδή το

πλήρως οµογενές ΠΣΤ. Η τελευταία διαπίστωση µας οδηγεί στο το εξής σηµαντικό

Κριτήριο µοναδικότητας λύσης: Αν το ΠΣΤ µε δοσµένα {0; 0, 0} έχει µόνο την

µηδενική λύση, τότε το ΠΣΤ µε δοσµένα {f ; r1, r2} έχει το πολύ µία λύση. Αν το ΠΣΤ

µε δοσµένα {0; 0, 0} έχει µια µη-µηδενική λύση, τότε το ΠΣΤ µε δοσµένα {f ; r1, r2}

ή δεν έχει λύση ή έχει περισσότερες από µια λύσεις.

Στα παρακάτω ϑεωρούµε ότι το ΠΣΤ µε δοσµένα {0; 0, 0} έχει µόνο την µηδενική λύση.

Θα καθορίσουµε την µια και µοναδική λύση του ΠΣΤ µε δοσµένα {f ; r1, r2}, µέσω της ανα-

λυτικής κατασκευής της συνάρτησης Green G(x, y).
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2.3 Συναρτήσεις Green

Ορισµός. Η συνάρτηση Green G(x, y) του ΠΣΤ που απαρτίζεται από τις σχέσεις (2.2) και

(2.3) είναι η λύση του ΠΣΤ µε δοσµένα {δ(x − y); 0, 0}, µε x0 < x, y < x1. Συγκεκριµένα, αν

στην Σ∆Ε (2.2) συµβολίσουµε µε L τον διαφορικό τελεστή

L = a2(x)
d2

dx2
+ a1(x)

d

dx
+ a0(x) ,

η G(x, y) είναι η ϑεµελιώδης λύση του L που ικανοποιεί και τις συνοριακές συνθήκες Σ1G =

Σ2G = 0, δηλαδή

L G(x, y) = δ(x − y) , x0 < x, y < x1 , Σ1G = Σ2G = 0 . (2.5)

Αρχικά παρουσιάζουµε την αναλυτική κατασκευή της συνάρτησης Green για δυο ειδικές

περιπτώσεις ΠΣΤ, τα οποία έχουν ξεχωριστό ενδιαφέρον από τη άποψη των επιµέρους εφαρ-

µογών, και ακολουθεί η κατασκευή της συνάρτησης Green για το ΠΣΤ (2.2), (2.3), δηλαδή

για την πιο γενική περίπτωση συνοριακών συνθηκών.

Α. Κατασκευή της συνάρτησης Green για αµιγείς συνοριακές συνθήκες:

Θα κατασκευάσουµε την λύση του προβλήµατος

a2(x)
d2

dx2
G(x, y) + a1(x)

d

dx
G(x, y) + a0(x)G(x, y) = δ(x − y) , (2.6)

µε τις συνοριακές συνθήκες (2.4), που για ευκολία τις γράφουµε πάλι εδώ

Σ1 u = p11G(x0, y) + p12G′(x0, y) = 0 ,

Σ2 u = q21G(x1, y) + q22G′(x1, y) = 0 .
(2.7)

Βήµα 1ο. Αρχικά, παρατηρούµε ότι στα διαστήµατα x1 ≥ x > y και x0 ≤ x < y η συνάρτηση

Green G(x, y) ικανοποιεί την Σ∆Ε L G(x, y) = 0 οπότε η µορφή της G(x, y) είναι

G(x, y) =

{
c1u1(x) + c2u2(x) , x1 ≥ x > y ,

c3u1(x) + c4u2(x) , x0 ≤ x < y ,
(2.8)

όπου u1(x), u2(x) είναι οι δυο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς Σ∆Ε L u = 0

και c1, c2 είναι δυο αυθαίρετες πραγµατικές σταθερές.

Βήµα 2ο. Επιβάλλουµε στην G(x, y) τις συνοριακές συνθήκες Σ1G = 0 και Σ2G = 0,

αντίστοιχα. Η Σ1 αφορά τις τιµές της G και G′ στο σηµείο x = x0, το οποίο περιέχεται στον

κάτω κλάδο της G(x, y) που δίνεται από τη σχέση (2.8). Αναλυτικά, η Σ1G δίνει

p11

(
c3u1(x0) + c4u2(x0)

)
+ p12

(
c3u ′

1(x0) + c4u ′
2(x0)

)
= 0 . (2.9)
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Επειδή δεν µπορεί ταυτόχρονα p11 = p12 = 0, και επειδή οι u1, u2 είναι γραµµικώς ανεξάρ-

τητες λύσεις της Σ∆Ε L u = 0, από την σχέση (2.9) συµπεραίνουµε ότι οι παράµετροι c3, c4

έχουν αναγκαστικά γραµµική εξάρτηση µεταξύ τους, δηλαδή

c3 = λ c4 , ή c4 = λ c3 ,

όπου ο πραγµατικός αριθµός λ καθορίζεται πλήρως από τις τιµές u1(x0), u2(x0), u ′
1(x0), u ′

2(x0).

Ακριβώς ίδιες διαπιστώσεις ισχύουν και για τις σταθερές c1, c2 µετά την επιβολή της συνθήκης

Σ2G, η οποία αφορά το σηµείο x = x1 που περιέχεται στον πάνω κλάδο της G(x, y). Οπότε

σε κάθε περίπτωση η G(x, y) µετά την επιβολή των συνοριακών συνθηκών Σ1G = Σ2G = 0

παίρνει την µορφή

G(x, y) =

{
A U1(x) , x1 ≥ x > y ,

B U2(x) , x0 ≤ x < y .
(2.10)

Οι συναρτήσεις U1, U2 είναι πλήρως καθορισµένες συναρτήσεις του x που ικανοποιούν την

L U = 0 και επιπλέον είναι γραµµικώς ανεξάρτητες γιατί από την υπόθεση το πλήρως οµογενές

πρόβληµα έχει µόνο την µηδενική λύση. Οι A, B είναι αυθαίρετες σταθερές οι οποίες ϑα

καθορισθούν από τις εξής δυο συνθήκες :

(1) Η G(x, y) είναι συνεχής στο σηµείο x = y.

(2) Η G(x, y) ικανοποιεί την L G(x, y) = δ(x − y).

Βήµα 3ο. Επιβάλλουµε η G(x, y) να είναι συνεχής στο σηµείο x = y και συνεπώς έχουµε

A U1(y) − B U2(y) = 0 . (2.11)

Βήµα 4ο. Για να έχουµε L G(x, y) = δ(x − y), δεδοµένου ότι ο διαφορικός τελεστής L είναι

2ης τάξης, µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η G(x, y) πρέπει να έχει ασυνέχεια στην πρώτη

παράγωγο ως προς x. Το ύψος της ασυνέχειας της παραγώγου έτσι ώστε L G(x, y) = δ(x−y),

ϐρίσκεται ως εξής : Υπολογίζουµε πρώτα την πρώτη παράγωγο της G(x, y) ως προς x και

έχουµε

d

dx
G(x, y) =

{
A U ′

1(x) , x1 ≥ x > y > x0 ,

B U ′
2(x) , x0 ≤ x < y < x1 ,

(2.12)

ή ισοδύναµα

d

dx
G(x, y) =

{
B U ′

2(x) , x1 ≥ x > y > x0 ,

B U ′
2(x) , x0 ≤ x < y < x1 ,

+

{
A U ′

1(x) − B U ′
2(x) , x1 ≥ x > y > x0 ,

0 , x0 ≤ x < y < x1 ,

η οποία χρησιµοποιώντας την συνάρτηση του Heaviside γράφεται

d

dx
G(x, y) = B U ′

2(x) +
(
A U ′

1(x) − B U ′
2(x)

)
H(x − y) .

Στη συνέχεια παίρνουµε την δεύτερη παράγωγο της G(x, y) ως προς x. Χρησιµοποιώντας τον

κανόνα παραγώγισης του Leibnitz και ϕέρνοντας στη µνήµη µας ότι H ′(x − y) = δ(x − y),

έχουµε

d2

dx2
G(x, y) = B U ′′

2 (x) +
(
A U ′′

1 (x) − B U ′′
2 (x)

)
H(x − y) +

(
A U ′

1(x) − B U ′
2(x)

)
δ(x − y) ,
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ή ισοδύναµα

d2

dx2
G(x, y) =

{
A U ′′

1 (x) , x1 ≥ x > y > x0 ,

B U ′′
2 (x) , x0 ≤ x < y < x1 ,

+
(
A U ′

1(x) − B U ′
2(x)

)
δ(x − y) . (2.13)

Σχηµατίζουµε τώρα την διαφορική εξίσωση L u = δ(x − y), που αναλυτικά είναι

a2(x)
d2

dx2
G(x, y) + a1(x)

d

dx
G(x, y) + a0(x)G(x, y) = δ(x − y) . (2.14)

Αντικαθιστώντας τις (2.10), (2.12) και (2.13) στην (2.14), η τελευταία γίνεται ( από το δεξί

µέρος προς το αριστερό )

δ(x −y) =

{
A

(
L U1(x)

)
, x1 ≥ x > y > x0 ,

B
(
L U2(x)

)
, x0 ≤ x < y < x1 ,

+ a2(x)
(
A U ′

1(x)−B U ′
2(x)

)
δ(x −y) . (2.15)

Επειδή όµως L U1 = L U2 = 0 και g(x) δ(x − y) = g(y) δ(x − y), η σχέση (2.15) γίνεται

δ(x − y) = a2(y)
(
A U ′

1(y) − B U ′
2(y)

)
δ(x − y) , (2.16)

από την οποία συµπεραίνουµε ότι ϑα πρέπει

a2(y)
(
A U ′

1(y) − B U ′
2(y)

)
= 1 . (2.17)

Οι εξισώσεις (2.11) και (2.17), τις οποίες για ευκολία τις ξαναγράφουµε πάλι εδώ

A U1(y) − B U2(y) = 0 , (2.18)

A U ′
1(y) − B U ′

2(y) =
1

a2(y)
, (2.19)

αποτελούν ένα γραµµικό σύστηµα ως προς τις παραµέτρους A, B, το οποίο έχει µοναδική

λύση, επειδή οι συναρτήσεις U1 και U2 είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Λύνοντας τις (2.18)

(2.19) ως προς A, B ϐρίσκουµε εύκολα ότι

A =
U2(y)

a2(y) W (U1, U2; y)
, B =

U1(y)

a2(y) W (U1, U2; y)
, (2.20)

όπου W (U1, U2; x) είναι η ορίζουσα Wronski των U1, U2 δηλαδή

W (U1, U2; x) = U ′
1(x) U2(x) − U1(x) U ′

2(x) . (2.21)

Οπότε ϑέτοντας τα A, B που ϐρήκαµε προηγουµένως στην σχέση (2.10), η συνάρτηση Green

παίρνει τη τελική µορφή

G(x, y) =






U1(x) U2(y)

a2(y) W (U1, U2; y)
, x1 ≥ x > y > x0 ,

U1(y) U2(x)

a2(y) W (U1, U2; y)
, x0 ≤ x < y < x1 .

(2.22)
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Β. Κατασκευή της συνάρτησης Green για αρχικές συνθήκες:

Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση Green ικανοποιεί το ακόλουθο ΠΑΤ

L G(x, y) = δ(x − y) , −∞ < y < x < ∞ , G(x, y)|x=y = G′(x, y)|x=y = 0 . (2.23)

Η συνάρτηση Green, γνωστή και ως αιτιώδης ϑεµελιώδης λύση, είναι η

G(x, y) = H(x − y) uG(x; y) , (2.24)

όπου uG(x; y) είναι η µοναδική λύση του ΠΑΤ

L uG(x; y) = 0 , −∞ < y < x < ∞ , uG(x; y)|x=y = 0 , u ′
G(x; y)|x=y = 1/a2(y) . (2.25)

Για λόγους πληρότητας ϑα δείξουµε ότι πράγµατι η G(x, y) που δίνεται από την σχέση (2.24)

ικανοποιεί το ΠΑΤ (2.23). Για να ισχύει ότι L G(x, y) = δ(x − y), αρκεί να δείξουµε ότι για

τυχαία ελεγκτική συνάρτηση φ(x) ∈ C∞
0 (R), ισχύει ότι

< G, L∗φ >= φ(y) , (2.26)

( δες σχέση (1.53) ). ΄Εχουµε

< G, L∗φ >=

∫ ∞

−∞

H(x − y) uG(x; y)
(
L∗φ(x)

)
dx =

∫ ∞

y

uG(x; y)
(
L∗φ(x)

)
dx . (2.27)

Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Green, το δεξί µέλος της (2.27) γίνεται

∫ ∞

y

uG(x; y)
(
L∗φ(x)

)
dx =

∫ ∞

y

(
L uG(x; y)

)
φ(x)dx −

[
J
(
uG(x; y), φ(x)

)]x=∞

x=y
, (2.28)

όπου

J
(
uG, φ

)
= a2(φ u ′

G − uG φ′) + (a1 − a ′
2) uG φ . (2.29)

΄Οµως επειδή LuG(x; y) = 0, το ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος στην σχέση (2.28) µηδενίζεται.

Επιπλέον, επειδή η φ(x) είναι ελεγκτική συνάρτηση, η φ και οι παράγωγοι φ(k) οποιασδήποτε

τάξης, µηδενίζονται έξω από ένα κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα του R. Οπότε η τιµή

της J
(
uG, φ

)
υπολογισµένη στο x = ∞ είναι µηδέν και στο δεξί µέλος της σχέσης (2.28)

επιζεί µόνο η τιµή της J
(
uG, φ

)
υπολογισµένη στο x = y. Από το γεγονός ότι η uG(x; y)

ικανοποιεί το ΠΑΤ (2.23), έχουµε ότι uG(y, y) = 0 και uG(y, y) = 1/a2(y). Συνεπώς η

J
(
uG, φ

)
υπολογισµένη στο x = y δίνει

J
(
uG(y, y), φ(y)

)
= a2(y)φ(y)

1

a2(y)
= φ(y) ,

και επανερχόµενοι στην αφετηρία της ανάλυσης που προηγήθηκε έχουµε ότι

< G, L∗φ >= φ(y) ,
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το οποίο είναι ακριβώς αυτό που ϑέλαµε να δείξουµε. Επιπλέον, η G(x; y) που δίνεται από

τη σχέση (2.24) ικανοποιεί τις οµογενείς αρχικές-συνοριακές συνθήκες. Πράγµατι, εύκολα

συµπεραίνουµε ότι G(y, y) = 0, και παραγωγίζοντας την σχέση (2.24) ως προς x έχουµε ότι

d

dx
G(x, y) = δ(x − y) uG(x; y) + H(x − y)

d

dx
uG(x; y)

= δ(x − y) uG(y; y) + H(x − y)
d

dx
uG(x; y)

= H(x − y)
d

dx
uG(x; y) .

Επειδή H(0) = 0, τότε και G′(y, y) = 0.

Γ. Κατασκευή της συνάρτησης Green για γενικές συνοριακές συνθήκες:

Θα κατασκευάσουµε εδώ την λύση του ΠΣΤ (2.5). Γνωρίζουµε από τα αµέσως προηγούµενα

ότι η αιτιώδης ϑεµελιώδης λύση ικανοποιεί την Σ∆Ε του ΠΣΤ (2.5), αλλά όµως, γενικά, δεν

ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες. Για να ϐρούµε την συνάρτηση Green που ικανοποιεί

και τις συνοριακές συνθήκες του ΠΣΤ (2.5) χρησιµοποιούµε την αρχή υπέρθεσης λύσεων και

γράφουµε την λύση του ΠΣΤ (2.5) ως την παρακάτω γραµµική υπέρθεση

G(x, y) = H(x − y)uG(x; y) + A u1(x) + B u2(x) , x0 < x, y < x1 , (2.30)

όπου u1 και u2 είναι δυο µη-τετριµµένες λύσεις της Σ∆Ε L u = 0, που ικανοποιούν τις

συνθήκες Σ1u1 = 0 και Σ2u2 = 0, αντίστοιχα. Προφανώς για την G(x; y) που δίνεται από

την σχέση (2.30) έχουµε ότι

L G(x, y) = L
(

H(x − y)uG(x; y)
)

+ A L u1 + B L u2 = δ(x − y) . (2.31)

Επιπλέον, αναλύοντας κατά κλάδους την G(x; y), που δίνεται από την σχέση (2.30), η τελευ-

ταία παίρνει την µορφή

G(x, y) =

{
uG(x; y) + A u1(x) + B u2(x) , x1 ≥ x > y > x0 ,

A u1(x) + B u2(x) , x0 ≤ x < y < x1 .
(2.32)

Επιβάλλοντας στην G(x, y) τις συνοριακές συνθήκες Σ1 G(x, y) = Σ2 G(x, y) = 0, ϐρίσκουµε

ότι ϑα πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις

q11 uG(x1; y) + q12 u ′
G(x1; y) + B Σ1 u2 = 0 ,

q21 uG(x1; y) + q22 u ′
G(x1; y) + A Σ2 u1 = 0 .

(2.33)

Στην παραπάνω σχέση

Σ1 u2 = p11u2(x0) + p12u ′
2(x0) + q11u2(x1) + q12u ′

2(x1) ,

Σ2 u1 = p21u1(x0) + p22u ′
1(x0) + q21u1(x1) + q22u ′

1(x1) ,
(2.34)
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και έχουµε χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι η u1 ικανοποιεί την συνθήκη Σ1u1 = 0 και αν-

τίστοιχα η u2 ικανοποιεί την συνθήκη Σ2u2 = 0. Αφού ϑα πρέπει Σ1u2 6= 0 και Σ2u1 6= 0

(από την υπόθεση ότι το πλήρως οµογενές πρόβληµα έχει µόνο την µηδενική λύση) µπορούµε

να λύσουµε το σύστηµα (2.33) ως προς A, B και να προσδιορίσουµε πλήρως την συνάρτηση

Green στην σχέση (2.30).

Παρατηρήσεις :

1. Η G(x, y) που δίνεται από τη σχέση (2.30) είναι αυτόµατα συνεχής στο x = y.

2. Το άκρο x = x1 ϐρίσκεται στον πάνω κλάδο της G(x, y) στη σχέση (2.30) και γι ’ αυτό το

λόγο εµφανίζονται µόνο οι τιµές uG(x1; y) και u ′
G(x1; y) στο σύστηµα (2.33), σε αντιδιαστολή

µε το άκρο x = x0 που ϐρίσκεται στον κάτω κλάδο της G(x, y).

3. Σε πολλά ΠΣΤ µε γενικές (µικτές) συνοριακές συνθήκες είναι προτιµότερο από υπολογιστι-

κής άποψης να κατασκευάσουµε την συνάρτηση Green εφαρµόζοντας τα ϐήµατα κατασκευής

της που παραθέσαµε για την περίπτωση των αµιγών συνοριακών συνθηκών, τροποποιώντας

ϐέβαια το κάθε ϐήµα κατάλληλα.

3. Η περίπτωση των γενικών συνοριακών συνθηκών περιλαµβάνει και αυτήν των αµιγών συ-

νοριακών συνθηκών. Οπότε η µέθοδος κατασκευής της συνάρτησης Green µέσω της εύρεσης

της αιτιώδους ϑεµελιώδους λύσης µπορεί να εφαρµοσθεί και για την περίπτωση των αµιγών

συνοριακών συνθηκών. ΄Οποιον κι από τους δυο τρόπους ακολουθήσει κανείς ϑα οδηγηθεί

στην µια και µοναδική συνάρτηση Green, µε την προϋπόθεση ϐέβαια ότι το πλήρως οµογενές

ΠΣΤ έχει µόνο την µηδενική λύση.

2.4 Παραδείγµατα συναρτήσεων Green

Παράδειγµα 1ο: Αµιγείς συνοριακές συνθήκες

Μας Ϲητείται να κατασκευάσουµε την συνάρτηση Green για το ΠΣΤ

u ′′(x) = f (x) , 0 < x < 1 , u(0) − u ′(0) = r1 , u(1) − u ′(1) = r2 . (2.35)

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, οι συντελεστές του τελεστή L είναι

a2(x) = 1 , a1(x) = a0(x) = 0 ,

και οι συντελεστές στις συνοριακές συνθήκες είναι

p11 = −p12 = 1 , q21 = −q22 = 1 , p21 = p22 = q11 = q12 = 0 .

Το πλήρως οµογενές ΠΣΤ είναι το

u ′′(x) = 0 , 0 < x < 1 , u(0) − u ′(0) = 0 , u(1) − u ′(1) = 0 .

Η γενική λύση της u ′′(x) = 0 είναι η u(x) = k1 + k2 x και επιβάλλοντας τις οµογενείς

συνοριακές συνθήκες u(0) = u ′(0) = 0, u(1) = u ′(1) συµπεραίνουµε ότι ϑα πρέπει k1 =
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k2 = 0. Οπότε το πλήρως οµογενές πρόβληµα έχει µόνο την µηδενική λύση, και συνεπώς η

συνάρτηση Green υπάρχει και είναι µοναδική.

Από το ορισµό, η συνάρτηση Green ικανοποιεί το παρακάτω ΠΣΤ

G′′(x, y) = δ(x − y) , 0 < x, y < 1 , (2.36)

G(0, y) − G′(0, y) = 0 , G(1, y) − G′(1, y) = 0 .

όπου το y το ϑεωρούµε ως παράµετρο και ως συνήθως ο τόνος δηλώνει παραγώγιση ως προς

την µεταβλητή x.

Πρώτος τρόπος : Θα ακολουθήσουµε τα ϐήµατα που αφορούν τις αµιγείς συνοριακές συν-

ϑήκες αφού οι συνοριακές συνθήκες είναι µια για το κάθε άκρο x = 0 και x = 1, ξεχωριστά.

Βήµα 1ο. ∆υο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της Σ∆Ε u ′′(x) = 0, είναι οι u1(x) = 1 και

u2(x) = x. Οπότε η G(x, y) έχει την αρχική µορφή

G(x, y) =

{
c1 + c2 x , 1 ≥ x > y ,

c3 + c4x , 0 ≤ x < y .
(2.37)

Βήµα 2ο. Επιβάλλουµε τις συνοριακές συνθήκες παρατηρώντας ότι το άκρο x = 0 ϐρίσκεται

στον κάτω κλάδο της G(x, y) και αντίστοιχα το x = 1 ϐρίσκεται στον πάνω. Οπότε έχουµε

G(0, y) = G′(0, y)

G(1, y) = G′(1, y)

}
⇒

c3 = c4

c1 + c2 = c2

}
⇒

c3 = c4

c1 = 0

}
.

Αντικαθιστώντας c1 = 0 και c3 = c4, η συνάρτηση Green (2.37) γίνεται

G(x, y) =

{
c2x , 1 ≥ x > y ,

c4(1 + x) , 0 ≤ x < y ,
(2.38)

Συγκρίνοντας την πιο πάνω σχέση µε την σχέση (2.10) έχουµε ότι U1 = x, U2 = x + 1, οι

οποίες είναι γραµµικώς ανεξάρτητες αφού η ορίζουσα Wronski είναι διάφορη του µηδενός,

πράγµατι

W (U1, U2; x) = 1 (x + 1) − 1 x = 1 6= 0 .

Βήµα 3ο και 4ο. Λύνουµε το γραµµικό σύστηµα (2.18), (2.19), που προκύπτει µετά την

αντικατάσταση U1 = x, U2 = x + 1, όπου ϐέβαια a2(x) = 1. Αναλυτικά, έχουµε ότι οι

σταθερές c2 και c4 ικανοποιούν το γραµµικό σύστηµα

c2y − c4(y + 1) = 0

c2 − c4 = 1

}
⇒

(c2 − c4)y = c4

c2 − c4 = 1

}
⇒

y = c4

c2 − c4 = 1

}
⇒

c4 = y

c2 = 1 + y

}

Τέλος, αντικαθιστώντας τις σταθερές c2 και c4 που µόλις ϐρήκαµε στην σχέση (2.38), η

συνάρτηση Green είναι

G(x, y) =

{
x(y + 1) , 1 ≥ x > y ,

y(1 + x) , 0 ≤ x < y .
(2.39)
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∆εύτερος τρόπος : Θα κατασκευάσουµε την συνάρτηση Green µέσω της εύρεσης της αιτιώδους

ϑεµελιώδους λύσης g(x, y), η οποία είναι η λύση του ΠΑΤ

g′′(x, y) = δ(x − y) , 0 < y < x < 1 , g(y, y) = g′(y, y) = 0 . (2.40)

΄Οπως αποδείξαµε στο αντίστοιχο εδάφιο η λύση αυτή δίνεται από την τύπο

g(x, y) = H(x − y) ug(x; y) ,

όπου, για το συγκεκριµένο παράδειγµα, η συνάρτηση ug(x; y) ικανοποιεί το ακόλουθο ΠΑΤ

u ′′
g (x, y) = 0 , 0 < y < x < 1 , ug(y, y) = 0 , u ′

g(y, y) = 1 .

Η Σ∆Ε u ′′
g (x, y) = 0 λύνεται εύκολα και έχει γενική λύση

ug(x; y) = c1 + c2 x .

Επιβάλλοντας τις αρχικές συνθήκες ug(y, y) = 0, u ′
g(y, y) = 1, οι σταθερές c1, c2 προσδιο-

ϱίζονται πλήρως και είναι c1 = −y, c2 = 1. Οπότε

ug(x; y) = x − y . (2.41)

Συνεπώς, η συνάρτηση Green είναι της µορφής

G(x, y) = H(x − y) (x − y) + A u1(x) + B u2(x) , (2.42)

όπου οι u1 και u2 είναι δυο µη-τετριµµένες λύσεις της Σ∆Ε u ′′(x) = 0 που ικανοποιούν τις

συνθήκες u1(0) = u ′
1(0) και u2(1) = u ′

2(1), αντίστοιχα. Εύκολα ϐρίσκουµε ότι δυο τέτοιες

λύσεις είναι οι u1(x) = x + 1 και u2(x) = x. Οπότε, έχουµε ότι

Σ1 u2(x) = u2(0) − u ′
2(0) = −1 , Σ2 u1(x) = u1(1) − u ′

1(1) = 1 .

Επιπλέον, για την ug(x; y) που δίνεται από τη σχέση (2.41) έχουµε ότι ug(1; y) = 1 − y και

u ′
g(1; y) = 1. Οπότε αντικαθιστώντας όλα τα προηγούµενα στο σύστηµα (2.33), το τελευταίο

παίρνει την µορφή

q11 uG(x1; y) + q12 u ′
G(x1; y) + B Σ1 u2 = 0 ,

q21 uG(x1; y) + q22 u ′
G(x1; y) + A Σ2 u1 = 0 ,

}
⇒

B = 0 ,

A = y .

}

Αντικαθιστώντας τα A, B που µόλις ϐρήκαµε στην (2.42), η συνάρτηση Green είναι η

G(x, y) = H(x − y) (x − y) + y(x + 1) , (2.43)

ή αναλύοντάς την κατά κλάδους παίρνουµε

G(x, y) =

{
x − y , 1 ≥ x > y ,

0 , 0 ≤ x < y ,
+

{
y(x + 1) , 1 ≥ x > y ,

y(x + 1) , 0 ≤ x < y ,
=

{
x(y + 1) , 1 ≥ x > y ,

y(x + 1) , 0 ≤ x < y ,
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Σχήµα 2: Η γραφική παράσταση της G(x, y) που δίνεται από την σχέση (2.39).

που είναι ακριβώς η συνάρτηση Green (2.39) που ϐρήκαµε µε τον πρώτο τρόπο (δεν ϑα

µπορούσε να ήταν διαφορετική άλλωστε αφού είναι µία και µοναδική !).

Παράδειγµα 2ο: Μικτές συνοριακές συνθήκες

Στο παράδειγµα αυτό µας Ϲητείται να κατασκευάσουµε την συνάρτηση Green για το ΠΣΤ

u ′′(x) = f (x) , 0 < x < 1 , u ′(0) − u(1) = r1 , u ′(1) = r2 .

Οι συντελεστές του τελεστή L είναι

a2(x) = 1 a1(x) = a0(x) = 0 ,

και οι συντελεστές των συνοριακών συνθηκών είναι

p12 = −q11 = q22 = 1 , p11 = p21 = p22 = q12 = q21 = 0 . (2.44)

Το πλήρως οµογενές ΠΣΤ είναι το

u ′′(x) = 0 , 0 < x < 1 , u ′(0) − u(1) = 0 , u ′(1) = 0 .

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι το πιο πάνω πλήρως οµογενές πρόβληµα έχει µόνο την µηδενική

λύση, και συνεπώς η συνάρτηση Green υπάρχει και είναι µοναδική.

Από το ορισµό, η συνάρτηση Green ικανοποιεί το παρακάτω ΠΣΤ

G′′(x, y) = δ(x − y) , 0 < x, y < 1 , (2.45)

G′(0, y) − G(1, y) = 0 , G′(1, y) = 0 .

Πρόκειται για ένα ΠΣΤ όπου οι συνοριακές συνθήκες είναι µικτές, δηλαδή εµπλέκουν τιµές

της G(x, y) και της παραγώγου της G′(x, y) και στα δύο άκρα. Αρχικά ϑα ακολουθήσουµε τα

ϐήµατα κατασκευής της συνάρτησης Green που αφορούν τις αµιγείς συνοριακές συνθήκες

έστω κι αν οι συνοριακές συνθήκες δεν είναι αυτού του τύπου, ϕυσικά εφαρµόζοντας κα-

τάλληλες τροποποιήσεις. ΄Επειτα ϑα εφαρµόσουµε την µέθοδο κατασκευής της συνάρτησης

Green µέσω της εύρεσης της αιτιώδους ϑεµελιώδους λύσης.
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Πρώτος τρόπος :

Βήµα 1ο. ∆υο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της Σ∆Ε u ′′(x) = 0, είναι οι u1(x) = 1 και

u2(x) = x. Οπότε η G(x, y) έχει την αρχική µορφή

G(x, y) =

{
c1 + c2 x , 1 ≥ x > y ,

c3 + c4 x . 0 ≤ x < y ,
(2.46)

Βήµα 2ο. Επιβάλλουµε τις συνοριακές συνθήκες παρατηρώντας ότι το άκρο x = 0 ϐρίσκεται

στον κάτω κλάδο της G(x, y) και αντίστοιχα το x = 1 ϐρίσκεται στον πάνω. Οπότε έχουµε

G′(0, y) = G(1, y)

G′(1, y) = 0

}
⇒

c4 = c1 + c2

c2 = 0

}
⇒

c4 = c1

c2 = 0

}
.

Αντικαθιστώντας c2 = 0 και c4 = c1, η συνάρτηση Green (2.46) γίνεται

G(x, y) =

{
c1 1 ≥ x > y ,

c3 + c1 x . 0 ≤ x < y ,
(2.47)

Βήµα 3ο. Επειδή η συνάρτηση Green πρέπει να είναι συνεχής στο σηµείο x = y έχουµε ότι

c1 = c3 + c1 y ⇒ c3 = c1(1 − y) . (2.48)

Βήµα 4ο. Το ύψος της ασυνέχειας της πρώτης παραγώγου έτσι ώστε G′′(x, y) = δ(x − y),

ϐρίσκεται ως εξής : Υπολογίζουµε πρώτα την πρώτη παράγωγο της G(x, y) ως προς x και

έχουµε

d

dx
G(x, y) =

{
0 , x1 ≥ x > y ,

c1 , x0 ≤ x < y ,
(2.49)

ή ισοδύναµα

d

dx
G(x, y) =

{
c1 , 1 ≥ x > y ,

c1 , 0 ≤ x < y ,
−

{
c1 , 1 ≥ x > y ,

0 , 0 ≤ x < y .

Η τελευταία σχέση χρησιµοποιώντας την συνάρτηση του Heaviside γράφεται

d

dx
G(x, y) = c1 − c1 H(x − y) .

Στη συνέχεια παίρνουµε την δεύτερη παράγωγο της G(x, y) ως προς x και έχουµε

d2

dx2
G(x, y) = −c1δ(x − y) .

Οπότε για να ισχύει G′′(x, y) = δ(x − y) ϑα πρέπει c1 = −1 και άρα στην (2.48) ϑα πρέπει

c3 = y − 1. Αντικαθιστώντας τις τιµές των c1, c3 που µόλις ϐρήκαµε στην (2.47) έχουµε ότι η

συνάρτηση Green είναι η

G(x, y) =

{
−1 1 ≥ x > y ,

y − x − 1 , 0 ≤ x < y .
(2.50)
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∆εύτερος τρόπος : Θα κατασκευάσουµε την συνάρτηση Green µέσω της εύρεσης της αιτιώδους

ϑεµελιώδους λύσης g(x, y), η οποία είναι η ίδια µε αυτή που ϐρήκαµε στο προηγούµενο

παράδειγµα, δηλαδή

g(x, y) = H(x − y)(x − y)

Συνεπώς, η συνάρτηση Green είναι της µορφής

G(x, y) = H(x − y) (x − y) + A u1(x) + B u2(x) (2.51)

όπου οι u1 και u2 είναι δυο µη-τετριµµένες λύσεις της Σ∆Ε u ′′(x) = 0 που ικανοποιούν τις

συνθήκες u ′
1(0) = u1(1) και u ′

2(1) = 0, αντίστοιχα. Εύκολα ϐρίσκουµε ότι δυο τέτοιες λύσεις

είναι οι u1(x) = x και u2(x) = 1. Οπότε, έχουµε ότι

Σ1 u2(x) = u ′
2(0) − u2(1) = −1 , Σ2 u1(x) = u ′

1(1) = 1 .

Επιπλέον, για την ug(x; y) = x − y (δες προηγούµενο παράδειγµα) έχουµε ότι ug(1; y) =

1 − y και u ′
g(1; y) = 1. Οπότε αντικαθιστώντας όλα τα προηγούµενα στο σύστηµα (2.33), το

τελευταίο παίρνει την µορφή

q11 ug(x1; y) + q12 u ′
g(x1; y) + B Σ1 u2 = 0 ,

q21 ug(x1; y) + q22 u ′
g(x1; y) + A Σ2 u1 = 0 ,

}
⇒

B = (y − 1) ,

A = −1 .

}

Αντικαθιστώντας τα A, B που µόλις ϐρήκαµε στην (2.51) η συνάρτηση Green γίνεται

G(x, y) = H(x − y) (x − y) − x + y − 1 , (2.52)

ή αναλύοντάς την κατά κλάδους παίρνουµε

G(x, y) =

{
x − y , 1 ≥ x > y ,

0 , 0 ≤ x < y ,
+

{
y − x − 1 , 1 ≥ x > y ,

y − x − 1 , 0 ≤ x < y ,
=

{
−1 , 1 ≥ x > y ,

y − x − 1 , 0 ≤ x < y ,

που είναι ακριβώς η συνάρτηση Green (2.50) που ϐρήκαµε µε τον πρώτο τρόπο.

Σχήµα 3: Η γραφική παράσταση της G(x, y) που δίνεται από την σχέση (2.50).
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Παράδειγµα 3ο: Πρόβληµα αρχικών τιµών

Μας Ϲητείται να ϐρούµε την συνάρτηση Green για το ΠΑΤ

u ′′(x) + u(x) = f (x) u(0) = r1 , u ′(0) = r2 .

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι το πλήρως οµογενές ΠΑΤ έχει µόνο την µηδενική λύση, οπότε

η συνάρτηση Green υπάρχει και είναι µοναδική. Η συνάρτηση Green G(x, y) (δες το σχετικό

εδάφιο) είναι η

G(x, y) = H(x − y)uG(x; y) .

όπου η uG(x; y) είναι η µοναδική λύση του ΠΑΤ

u ′′
G + uG = 0 , uG(y) = 0 , u ′

G(y) = 1 .

Αφού το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της προηγούµενης Σ∆Ε είναι το r2 + 1 = 0, εύκολα

διαπιστώνουµε ότι η λύση του προηγούµενου ΠΑΤ είναι γραµµικός συνδυασµός ηµίτονων

και συνηµίτονων του x , δηλ.

uG = c1 cos x + c2 sin x .

Η επιβολή των αρχικών συνθηκών uG(y) = 0, u ′
G(y) = 1, δίνει το παρακάτω σύστηµα

uG(y) = 0

u ′
G(y) = 1

}
⇒

c1 cos y + c2 sin y = 0

−c1 sin y + c2 cos y = 1

}
⇒

c1 = − sin y

c2 = cos y

}
.

Οπότε

uG = − sin x cos x + cos y sin x = sin(x − y) ,

και συνεπώς η συνάρτηση Green είναι η

G(x, y) = H(x − y) sin(x − y) . (2.53)

Σχήµα 4: Η γραφική παράσταση της G(x, y) που δίνεται από την σχέση (2.53).
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2.5 Επίλυση ΠΣΤ µε την χρήση της συνάρτησης Green

΄Οπως έχουµε επισηµάνει η αρχή υπέρθεσης των λύσεων εκφράζει το γεγονός ότι οι γραµµι-

κοί συνδυασµοί από µη-οµογενείς όρους παράγουν γραµµικούς συνδυασµούς των λύσεων.

Εφαρµόζοντας την αρχή αυτή, η γενική λύση του ΠΣΤ που απαρτίζεται από την Σ∆Ε (2.2) και

τις συνοριακές συνθήκες (2.3), είναι η γραµµική υπέρθεση (i) της λύσης του ΠΣΤ µε δοσµένα

{f (x); 0, 0}, δηλαδή της µη-οµογενούς Σ∆Ε µε οµογενείς συνοριακές συνθήκες, και (ii) της

λύσης του ΠΣΤ µε δοσµένα {0; r1, r2}, δηλαδή της λύσης της οµογενούς Σ∆Ε µε µη-οµογενείς

συνοριακές τιµές, ή αλλιώς έχουµε

u(x) = u{f (x);0,0} + u{0;r1,r2} . (2.54)

Οπότε, η λύση του ΠΣΤ ανάγεται στην εύρεση των παραπάνω δυο λύσεων. Για την εύρεση

της κάθε µιας ξεχωριστά ϑα εφαρµόσουµε και πάλι την αρχή υπέρθεσης των λύσεων.

Πρώτα ϑα επικεντρώσουµε την προσοχή µας στην u{f (x);0,0}. Ας υποθέσουµε ότι γνωρίζαµε

την λύση του ΠΣΤ στο τυχαίο σηµείο y, x0 < y < x1, µε όρο µη-οµογένειας f (y). Στο

συνεχές όριο, καθώς το y διατρέχει όλο το διάστηµα x0 < y < x1, ϑα ϑέλαµε να έχουµε

µια αναπαράσταση του όρου µη-οµογένειας η οποία να εκφράζει το συνολικό άθροισµα των

όρων µη-οµογένειας που είναι εντοπισµένοι στο τυχαίο y. Στο συνεχές όριο τα αθροίσµατα

αντικαθίστανται από ολοκληρώµατα και µια τέτοια ολοκληρωτική αναπαράσταση µας παρέχει

η ‘‘συνάρτηση’’ δ(x − y) του Dirac µε πόλο στο y. Πράγµατι έχουµε ότι

f (x) =

∫ x1

x0

δ(x − y) f (y) dy .

Οπότε είναι λογικό να υποθέσουµε ότι η λύση του ΠΣΤ µε δοσµένα {f (x); 0, 0} παράγεται

από µια όµοια σε µορφή γραµµική υπέρθεση συναρτήσεων Green, οι οποίες είναι λύσεις για

καθένα ξεχωριστά ΠΣΤ εντοπισµένο στο x = y µε όρο µη-οµογένειας δ(x − y), δηλαδή

u{f (x);0,0} =

∫ x1

x0

G(x, y) f (y) dy . (2.55)

Αντί να δώσουµε µια αυστηρή απόδειξη ότι πράγµατι η u{f (x);0,0} που δίνεται από την σχέση

(2.55), ικανοποιεί το ΠΣΤ µε δοσµένα {f (x); 0, 0}, ϑα δώσουµε µια ϕορµαλιστική απόδειξη

που αναδεικνύει την παραπάνω επιχειρηµατολογία. Πράγµατι, έχουµε

f (x) =

∫ x1

x0

δ(x − y) f (y) dy =

∫ x1

x0

(
L G(x, y)

)
f (y) dy =

= L

(∫ x1

x0

G(x, y) f (y) dy

)
= L u{f (x);0,0} .

Επιπλέον, από τον ορισµό της συνάρτησης Green, η G(x, y) ικανοποιεί τις οµογενείς συνο-
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ϱιακές συνθήκες, οπότε όταν επιβάλλουµε τις συνοριακές συνθήκες στην u{f (x);0,0}, έχουµε

Σ1 u{f (x);0,0} =

∫ x1

x0

(
Σ1 G(x, y)

)
f (y) dy = 0 ,

Σ2 u{f (x);0,0} =

∫ x1

x0

(
Σ2 G(x, y)

)
f (y) dy = 0 .

Συνεπώς, αν η G(x, y) ικανοποιεί το ΠΣΤ µε δοσµένα {δ(x − y); 0, 0}, τότε η u{f (x);0,0} ικα-

νοποιεί το ΠΣΤ µε δοσµένα {f (x); 0, 0}.

Από την άλλη, η λύση του ΠΣΤ µε δοσµένα {0; r1, r2} γράφεται ως

u{0;r1,r2}(x) = A u1(x) + B u2(x) ,

όπου u1 είναι µια µη-τετριµµένη λύση της οµογενούς Σ∆Ε L u = 0, που ικανοποιεί την

συνοριακή συνθήκη Σ1 u1 = 0, και αντίστοιχα η u2 είναι µια µη-τετριµµένη λύση της οµο-

γενούς Σ∆Ε L u = 0, που ικανοποιεί την συνοριακή συνθήκη Σ2 u1 = 0. Τα A, B είναι δυο

αυθαίρετες πραγµατικές σταθερές που ϑα προσδιοριστούν από την επιβολή των συνοριακών

συνθηκών. Πράγµατι, επιβάλλοντας την συνοριακή συνθήκη Σ1 u{0;r1,r2} = r1 παίρνουµε

Σ1 u{0;r1,r2} = r1 ⇒ A Σ1 u1 + B Σ1 u2 = r1 ,

⇒ B Σ1 u2 = r1 ,

⇒ B =
r1

Σ1 u2

.

Με όµοιο τρόπο, από την επιβολή της συνοριακής συνθήκης Σ2 u(x) = r2 ϐρίσκουµε ότι

A =
r2

Σ2 u1

.

Ανακεφαλαιώνοντας, αν το πλήρως οµογενές ΠΣΤ

a2(x)u ′′ + a1(x)u ′ + a0(x)u = 0 , x0 < x < x1 ,

Σ1 u = 0 , Σ2 u = 0 ,

έχει µόνη λύση την µηδενική, τότε η µοναδική λύση του ΠΣΤ

a2(x)u ′′ + a1(x)u ′ + a0(x)u = f (x) , x0 < x < x1 ,

Σ1 u = r1 , Σ2 u = r2 ,

είναι η

u(x) =

∫ x1

x0

G(x, y) f (y) dy +
r2

Σ2 u1

u1(x) +
r1

Σ1 u2

u2(x) .
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Εφαρµογές στα παραδείγµατα της παραγράφου 2.4

Παράδειγµα 1ο: Αµιγείς συνοριακές συνθήκες

Θεωρώντας το 1ο παράδειγµα της παραγράφου 2.4, µας Ϲητείται να λύσουµε το ακόλουθο

ΠΣΤ

u ′′(x) = f (x) , 0 < x < 1 , u(0) − u ′(0) = r1 , u(1) − u ′(1) = r2 , (2.56)

χρησιµοποιώντας την συνάρτηση Green (2.39), που για ευκολία την γράφουµε πάλι εδώ

G(x, y) =

{
x(y + 1) , 1 ≥ x > y > 0 ,

y(1 + x) , 0 ≤ x < y < 1 .
(2.57)

Λύση : Η γενική λύση της οµογενούς Σ∆Ε u ′′(x) = 0 είναι η u(x) = c1+c2 x. Επιβάλλοντας τις

συνοριακές συνθήκες u(0)−u ′(0) = r1, και u(1)−u ′(1) = r2, οι σταθερές c1, c2 καθορίζονται

µονοσήµαντα και έτσι έχουµε

u{0;r1,r2}(x) = (r2 − r1) x + r2 .

Από την άλλη, η λύση u{f (x);0,0}, σύµφωνα µε την προηγούµενη παράγραφο, δίνεται από την

σχέση (2.55), όπου G(x, y) είναι η (2.57). Αναλυτικά,

u{f (x);0,0} =

∫ 1

0

G(x, y) f (y) dy =

∫ x

0

x (y + 1) f (y) dy +

∫ 1

x

y (x + 1) f (y) dy .

Οπότε η γενική λύση του ΠΣΤ (2.56) είναι το άθροισµα των u{f (x);0,0} και u{0;r1,r2}, και παίρνει

την ϱητή έκφραση

u(x) =

∫ x

0

x (y + 1) f (y) dy +

∫ 1

x

y (x + 1) f (y) dy + (r2 − r1) x + r2 . (2.58)

Για δοσµένη συγκεκριµένη συνάρτηση f (x), εκτελώντας τα ολοκληρώµατα στην σχέση (2.58),

ϐρίσκουµε την λύση του ΠΣΤ (2.56). Για παράδειγµα όταν ο όρος µη-οµογένειας στη Σ∆Ε

είναι f (x) = ex , η (2.58) δίνει

u(x) = ex + (r2 − r1) x + r2 ,

ενώ αν f (x) = cos(π x) ϐρίσκουµε ότι

u(x) = −
1

π2

(
2 x + 1 + cos(π x)

)
+ (r2 − r1) x + r2 .
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Παράδειγµα 2ο: µικτές συνοριακές συνθήκες

Στο 2ο παράδειγµα µας Ϲητείται να λύσουµε το ακόλουθο ΠΣΤ

u ′′(x) = f (x) , 0 < x < 1 , u ′(0) − u(1) = r1 , u ′(1) = r2 . (2.59)

µε την ϐοήθεια της συνάρτησης Green (2.50), που είναι η

G(x, y) =

{
−1 1 ≥ x > y > 0 ,

y − x − 1 , 0 ≤ x < y < 1 .
(2.60)

Λύση : Η γενική λύση της οµογενούς Σ∆Ε u ′′(x) = 0 είναι η u(x) = c1 + c2 x. Επιβάλλοντας

τις συνοριακές συνθήκες u ′(0) − u(1) = r1, και u ′(1) = r2, οι σταθερές c1, c2 καθορίζονται

µονοσήµαντα και έχουµε

u{0;r1,r2}(x) = r2 x − r1 .

Η λύση u{f (x);0,0}, σύµφωνα µε την προηγούµενη παράγραφο, δίνεται από την σχέση (2.55),

όπου G(x, y) είναι η (2.60). Αναλυτικά,

u{f (x);0,0} =

∫ 1

0

G(x, y) f (y) dy =

∫ x

0

(−1) f (y) dy +

∫ 1

x

(y − x − 1) f (y) dy .

Η γενική λύση του ΠΣΤ (2.59) είναι το άθροισµα των u{f (x);0,0} και u{0;r1,r2}, και παίρνει την

ϱητή έκφραση

u(x) =

∫ x

0

(−1) f (y) dy +

∫ 1

x

(y − x − 1) f (y) dy + r2 x − r1 . (2.61)

Αν ο όρος µη-οµογένειας στη Σ∆Ε είναι f (x) = ex , η (2.61) δίνει

u(x) = −e (x + 1) + ex + 1 + r2 x − r1 ,

ενώ αν f (x) = cos(π x) ϐρίσκουµε ότι

u(x) = −
1

π2

(
cos(π x) + 1

)
+ r2 x − r1 .

Παράδειγµα 3ο: Πρόβληµα αρχικών τιµών

Τέλος, ϑεωρούµε το ΠΑΤ του 3ου παραδείγµατος

u ′′(x) + u(x) = f (x) u(0) = r1 , u ′(0) = r2 . (2.62)

Μας Ϲητείται να λύσουµε το πιο πάνω ΠΑΤ, µε την ϐοήθεια της συνάρτησης Green που έχουµε

ϐρει και είναι η G(x, y) = H(x − y) sin(x − y), ή ισοδύναµα

G(x, y) =

{
sin(x − y) x > y > 0 ,

0 , 0 < x < y .
(2.63)
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Η γενική λύση της Σ∆Ε της οµογενούς Σ∆Ε είναι η u(x) = c1 cos x + c2 sin x. Επιβάλλοντας

τις αρχικές συνθήκες u(0) = r1 και u ′(0) = r2, οι σταθερές c1, c2 καθορίζονται µονοσήµαντα

και έχουµε

u{0;r1,r2}(x) = r1 cos x + r2 sin x .

΄Οπως στα προηγούµενα, η λύση u{f (x);0,0}, δίνεται από την σχέση (2.55), όπου τώρα G(x, y)

είναι η (2.63). Αναλυτικά,

u{f (x);0,0} =

∫ x

0

sin(x − y) f (y) dy .

Η γενική λύση του ΠΑΤ είναι το άθροισµα των u{f (x);0,0} και u{0;r1,r2}, και παίρνει τη µορφή

u(x) =

∫ x

0

sin(x − y) f (y) dy + r1 cos x + r2 sin x . (2.64)

Αν ο όρος µη-οµογένειας στη Σ∆Ε είναι f (x) = ex , η (2.64) δίνει

u(x) =
1

2
(ex − cos x − sin x) + r1 cos x + r2 sin x ,

ενώ αν f (x) = x sin x, η (2.64) δίνει

u(x) = −
x

4

(
x cos x − sin x

)
+ r1 cos x + r2 sin x .

2.6 Ασκήσεις

Αφού κατασκευαστεί η συνάρτηση Green για καθένα από τα ακόλουθα ΠΣΤ

1. u ′′(x) = x , 0 < x < 1 , u(0) = u(1) = 0 .

2. u ′′(x) = x , 0 < x < 1 , u(0) = u ′(1) = 0 .

3. u ′′(x) − u ′(x) = ex , 0 < x < 1 , u(0) = 0 , u ′(1) − u(1) = 1 .

4. u ′′(x) − k2 u(x) = x , 0 < x < 1 , u(0) = u(1) = 0 , k ∈ R, σταθερός αριθµός .

5. u ′′(x) + u(x) = cos x , 0 < x <
π

2
, u(0) = u(

π

2
) = 0 .

6. u ′′(x) + u(x) = x cos x , 0 < x < 1 , u(0) = 0 , u(1) = 1 .

7. u ′′(x) + u(x) = x cos x , 0 < x < 1 , u(0) = 1 , u ′(1) = 0 .

να ϐρεθεί η µια και µοναδική λύση τους.
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2.7 Το συζυγές πρόβληµα

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει, για κάθε διαφορικό τελεστή L

L = a2(x)
d2

dx2
+ a1(x)

d

dx
+ a0(x) , (2.65)

µε συντελεστές στο C2(x0, x1), ο τυπικά συζυγής τελεστής L∗ ορίζεται από την σχέση

L∗ = a2(x)
d2

dx2
+

(
2 a ′

2(x) − a1(x)
) d

dx
+ (a ′′

2(x) − a ′
1(x) + a0(x)) , (2.66)

έτσι ώστε για κάθε u, v ∈ C2(x0, x1), ισχύει ο τύπος του Green

∫ x1

x0

(
v Lu − u L∗v

)
dx =

[
J(u, v)

]x=x1

x=x0
, (2.67)

όπου

J(u, v) = a2(v u ′ − u v′) + (a1 − a ′
2) u v , (2.68)

Αν a ′
2(x) = a1(x), τότε ο L είναι αυτοσυζυγής (L = L∗) και οι σχέσεις (2.65) και (2.68)

παίρνουν την πιο απλή µορφή

L = L∗ =
d

dx

(
a2(x)

d

dx

)
+ a0 , J(u, v) = a2(v u ′ − u v′) . (2.69)

αντίστοιχα.

Συζυγείς συνοριακές συνθήκες

Εισάγουµε τώρα την έννοια των συζυγών συνοριακών συνθηκών. Θεωρούµε το σύνολο των

συναρτήσεων u ∈ C2(x0, x1) οι οποίες ικανοποιούν τις οµογενείς συνοριακές συνθήκες (2.3),

Σ1 u = p11u(x0) + p12u ′(x0) + q11u(x1) + q12u ′(x1) = 0 ,

Σ2 u = p21u(x0) + p22u ′(x0) + q21u(x1) + q22u ′(x1) = 0 ,
(2.70)

Συµφωνούµε να συµβολίζουµε το σύνολο αυτό µε Σ, δηλαδή

Σ =
{

u ∈ C2(x0, x1); Σ1 u(x) = Σ2 u(x) = 0
}

.

Λόγω της γραµµικότητας των συνοριακών συναρτησιακών Σ1, Σ2, το σύνολο Σ είναι ένας

γραµµικός χώρος, δηλαδή αν u1(x), u2(x) δυο τυχαία στοιχεία του Σ τότε και το a1 u2(x) +

a2 u2(x), ανήκει στο Σ για κάθε πραγµατικούς αριθµούς a1, a2. Το συζυγές σύνολο Σ∗

ορίζεται από το σύνολο των v ∈ C2(x0, x1) οι οποίες ικανοποιούν την σχέση
[
J(u, v)

]x=x1

x=x0
= 0,

για κάθε u ∈ Σ, δηλαδή

Σ∗ =
{

v ∈ C2(x0, x1);
[
J(u, v)

]x=x1

x=x0
= 0 , ∀u ∈ Σ

}
.
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Τα στοιχεία του Σ∗ χαρακτηρίζονται από δυο συνοριακές συνθήκες Σ∗
1 v = Σ∗

2 v = 0, του

τύπου (2.70), αλλά γενικά µε διαφορετικούς συντελεστές pi j, qi j. Αν και το σύνολο Σ∗ καθο-

ϱίζεται µονοσήµαντα από το σύνολο Σ, οι συζυγείς συνοριακές συνθήκες Σ∗
1 , Σ∗

2 δεν καθο-

ϱίζονται µονοσήµαντα. Για παράδειγµα, µπορούµε να ϑεωρήσουµε οποιονδήποτε γραµµικό

συνδυασµό των Σ∗
1 , Σ∗

2 για να περιγράψουµε το σύνολο Σ∗. Η παρατήρηση αυτή µας οδηγεί

στον ορισµό του αυτο-συζυγούς ΠΣΤ.

Ορισµός: Το ΠΣΤ που αφορά τον τελεστή L και τις συνοριακές συνθήκες Σ1 , Σ2 λέγεται

αυτο-συζυγές αν και µόνο αν L = L∗ και Σ = Σ∗. Η συνθήκη Σ = Σ∗ σηµαίνει ότι είναι

δυνατόν να επιλέξουµε τα Σ∗
1 , Σ∗

2, έτσι ώστε Σ∗
1 = Σ1 και Σ∗

2 = Σ2.

Παραδείγµατα εύρεσης των συζυγών συνοριακών συνθηκών:

1. Ας ϑεωρήσουµε το ΠΣΤ του 2ου Παραδείγµατος της παραγράφου 2.4

u ′′(x) = f (x) , 0 < x < 1 , u ′(0) − u(1) = r1 , u ′(1) = r2 . (2.71)

µε µικτές συνοριακές συνθήκες. Θέλουµε να ϐρούµε το συζυγές σύνολο Σ∗. Υπολογίζουµε

την ποσότητα
[
J(u, v)

]x=1

x=0
, η οποία για τον συγκεκριµένο τελεστή L = d2

d x2 είναι

[
J(u, v)

]x=1

x=0
=

(
v(1) u ′(1) − u(1) v′(1)

)
−

(
v(0) u ′(0) − u(0) v′(0)

)
. (2.72)

Το σύνολο Σ∗ αποτελείται από όλες εκείνες τις συναρτήσεις v ∈ C2(0, 1) τέτοιες που η πο-

σότητα
[
J(u, v)

]x=1

x=0
µηδενίζεται για κάθε συνάρτηση u τέτοια που ικανοποιεί τις συνθήκες

u ′(0) − u(1) = 0, u ′(1) = 0. Αντικαθιστώντας u(1) = u ′(0) και u ′(1) = 0 στην (2.72)

ϐρίσκουµε [
J(u, v)

]x=1

x=0
= u(0) v′(0) − u ′(0)

(
v(0) + v′(1)

)
. (2.73)

Ο µηδενισµός της
[
J(u, v)

]x=1

x=0
, για αυθαίρετες τιµές u(0), u ′(0), µας οδηγεί στο συµπέρασµα

ότι ϑα πρέπει

v(0) + v′(1) = 0 , v′(0) = 0 .

Οπότε τα στοιχεία του συζυγούς συνόλου Σ∗ καθορίζονται από τις συζυγείς συνοριακές συν-

ϑήκες

Σ∗
1 v(x) = v(0) + v′(1) , Σ∗

2 v(x) = v′(0) ,

του ΠΣΤ (2.71). Φυσικά, οποιοσδήποτε γραµµικός συνδυασµός των Σ∗
1, Σ∗

2 ορίζει το ίδιο

συζυγές σύνολο Σ∗.

2. Θεωρούµε τώρα το 1ο Παράδειγµα της παραγράφου 2.4

u ′′(x) = f (x) , 0 < x < 1 , u(0) − u ′(0) = r1 , u(1) − u ′(1) = r2 . (2.74)

µε αµιγείς συνοριακές συνθήκες. Επειδή ο τελεστής L είναι ο ίδιος µε το προηγούµενο

παράδειγµα, η ποσότητα
[
J(u, v)

]x=1

x=0
είναι και πάλι

[
J(u, v)

]x=1

x=0
=

(
v(1) u ′(1) − u(1) v′(1)

)
−

(
v(0) u ′(0) − u(0) v′(0)

)
. (2.75)
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Τώρα όµως, το σύνολο Σ∗ αποτελείται από όλες εκείνες τις συναρτήσεις v ∈ C2(0, 1) τέτοιες

που η ποσότητα
[
J(u, v)

]x=1

x=0
µηδενίζεται για κάθε συνάρτηση u τέτοια που u ′(0) = u(0),

u ′(1) = u(1). Αντικαθιστώντας τις τελευταίες στην (2.75) έχουµε

[
J(u, v)

]x=1

x=0
=

(
v(1) − v′(1)

)
u(1) −

(
v(0) − v′(0)

)
u(0) . (2.76)

Ο µηδενισµός της
[
J(u, v)

]x=1

x=0
, για αυθαίρετες τιµές u(0), u(1), µας οδηγεί στο συµπέρασµα

ότι ϑα πρέπει

v(0) − v′(0) = 0 , v(1) − v′(1) = 0 .

Οπότε τα στοιχεία του συζυγούς συνόλου Σ∗ καθορίζονται από τις συζυγείς συνοριακές συν-

ϑήκες

Σ∗
1 v(x) = v(0) − v′(0) , Σ∗

2 v(x) = v(1) − v′(1) .

Σε αυτή την περίπτωση είναι δυνατόν Σ∗
1 = Σ1 και Σ∗

2 = Σ2, και συνεπώς Σ∗ = Σ. Επιπλέον,

επειδή το τελεστής L είναι αυτοσυζυγής έχουµε ότι το ΠΣΤ (2.74) είναι αυτοσυζυγές. Γενι-

κότερα αν L = L∗ και οι συνοριακές συνθήκες είναι αµιγείς, τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι

Σ∗ = Σ και συνεπώς όλα τα αντίστοιχα ΠΣΤ είναι αυτοσυζυγή.

3. Σε αντιδιαστολή µε το προηγούµενο παράδειγµα, τα προβλήµατα αρχικών τιµών δεν

µπορεί µε κανένα τρόπο να είναι αυτοσυζυγή, έστω κι αν L = L∗. Αυτό συµβαίνει για

τον λόγο ότι ισχύει πάντα Σ∗ 6= Σ. Πράγµατι, ας ϑεωρήσουµε τον γενικό τελεστή L =

a2(x) d2

dx2 + a1(x) d

dx
+ a0(x) και τις αρχικές συνθήκες u(x0) = u ′(x0) = 0. Υπολογίζουµε την

ποσότητα
[
J(u, v)

]x=x1

x=x0
, η οποία λαµβάνοντας υπόψη ότι u ∈ Σ, γίνεται

[
J(u, v)

]x=x1

x=x0
=

((
a1(x1) − a ′

2(x1)
)

v(x1)− a2(x1) v′(x1)
)

u(x1) + a2(x1) v(x1) u ′(x1) . (2.77)

Ο µηδενισµός της
[
J(u, v)

]x=1

x=0
, για αυθαίρετες τιµές u(0), u(1), µας οδηγεί στο συµπέρασµα

ότι ϑα πρέπει

v(x1) = 0 , v′(x1) = 0 .

Οπότε τα στοιχεία του συζυγούς συνόλου Σ∗ καθορίζονται από τις συζυγείς συνοριακές συν-

ϑήκες

Σ∗
1 v(x) = v(x1) , Σ∗

2 v(x) = v′(x1) .

Αφού οι συζυγείς συνθήκες είναι υπολογισµένες στο σηµείο x = x1, που είναι διαφορετικό

από το αρχικό σηµείο x = x0, δεν είναι δυνατόν µε κανένα τρόπο οι αρχικές συνθήκες ενός

ΠΑΤ να είναι αυτοσυζυγείς.
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2.8 Η συζυγής συνάρτηση Green

Θεωρούµε το ΠΣΤ που ικανοποιεί η συνάρτηση Green

L G(x, y) = δ(x − y) , x0 < x, y < x1 , Σ1 G = 0 , Σ2 G = 0 , (2.78)

Ας συµβολίσουµε µε G∗(x, y) την λύση του συζυγούς ΠΣΤ, δηλαδή

L∗ G∗(x, y′) = δ(x − y′) , x0 < x, y′ < x1 , Σ∗
1 G∗ = 0 , Σ∗

2 G∗ = 0 . (2.79)

Εφαρµόζοντας τον τύπο του Green για τις συναρτήσεις G(x, y) και G(x, y′), έχουµε

∫ x1

x0

G∗(x, y′)
(
L G(x, y)

)
dx −

∫ x1

x0

G(x, y)
(
L∗G∗(x, y′)

)
dx =

[
J(G, G∗)

]x=x1

x=x0
⇒

∫ x1

x0

G∗(x, y′) δ(x − y) dx −

∫ x1

x0

G(x, y) δ(x − y′) dx =
[
J(G, G∗)

]x=x1

x=x0
⇒

G∗(y, y′) − G(y′, y) =
[
J(G, G∗)

]x=x1

x=x0
. (2.80)

Αφού όµως η G∗ ικανοποιεί τις συζυγείς συνοριακές συνθήκες έχουµε ότι
[
J(G, G∗)

]x=x1

x=x0
= 0

και συνεπώς

G∗(y, y′) = G(y′, y) . (2.81)

Εκτελώντας τις αντικαταστάσεις y → x και y′ → y στην σχέση (2.81) έχουµε ότι

G∗(x, y) = G(y, x) , (2.82)

που σηµαίνει ότι αν γνωρίζουµε την συνάρτηση Green του ΠΣΤ (2.78), γνωρίζουµε αυτόµατα

και την λύση του συζυγούς ΠΣΤ (2.79) (όπου y′ = y ). Αρκεί να εναλλάξουµε τα ορίσµατα στη

συνάρτηση Green G(x, y) και παίρνουµε την λύση G∗(x, y). Η συνάρτηση G∗(x, y) λέγεται η

συζυγής συνάρτηση Green.

΄Αµεση συνέπεια της σχέσης (2.82) είναι ότι αν το ΠΣΤ που αφορά τον τελεστή L µε συνοριακές

συνθήκες Σ1, Σ2 είναι αυτοσυζυγές, τότε η συνάρτηση Green είναι συµµετρική ως προς τα

ορίσµατά της, δηλαδή

G(x, y) = G(y, x) .

Η προηγούµενη σχέση είναι γνωστή ως αρχή της αµοιβαιότητας, και εκφράζει το γεγονός ότι

η απόκριση στο x που προκαλείται από µια δ-πηγή συγκεντρωµένη στο y, είναι ίδια µε την

απόκριση στο y που προκαλείται από µια δ-πηγή συγκεντρωµένη στο x.
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Χρησιµότητα της συζυγούς συνάρτησης Green

Για ένα γενικό ΠΣΤ (όχι απαραίτητα αυτοσυζυγές), µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το γεγο-

νός ότι η G∗(x, y) ικανοποιεί την σχέση (2.82) για να εκφράσουµε την λύση u{0;r1,r2} του ΠΣΤ

µε οµογενή Σ∆Ε και µη-οµογενείς συνοριακές συνθήκες

L u(x) = 0 , x0 < x < x1 , Σ1 u = r1 , Σ2 u = r2 , (2.83)

µέσω της αντίστοιχης συνάρτησης Green. Πράγµατι, εφαρµόζοντας τον τύπο του Green για

τις συναρτήσεις u(x), G∗(x, y), έχουµε
∫ x1

x0

G∗(x, y)
(
L u(x)

)
dx −

∫ x1

x0

u(x)
(
L∗G∗(x, y)

)
dx =

[
J(u(x), G∗(x, y))

]x=x1

x=x0
⇒

−

∫ x1

x0

u(x) δ(x − y) dx =
[
J(u(x), G(y, x))

]x=x1

x=x0
⇒

−u(y) =
[
J(u(x), G(y, x))

]x=x1

x=x0
. (2.84)

Εναλλάσσοντας τις µεταβλητές x, y (x ↔ y), η σχέση (2.84) γίνεται

u(x) = −
[
J(u(y), G(x, y))

]y=x1

y=x0
, (2.85)

όπου ϑα πρέπει να προσεχθεί το γεγονός ότι οι παραγωγίσεις για τον υπολογισµό της πο-

σότητας
[
J(u(y), G(x, y))

]y=x1

y=x0
είναι ως προς y. Επιπλέον, η ποσότητα

[
J(u(y), G(x, y))

]y=x1

y=x0

εµπλέκει µόνο την συνάρτηση Green και τις συνοριακές τιµές της συνάρτησης u. Συνεπώς,

µπορούµε να ισχυριστούµε ότι η γενική λύση ενός ΠΣΤ της µορφής που µελετάµε µπορεί να

εκφρασθεί µέσω της συνάρτησης Green και των συνοριακών τιµών της u. Ανακεφαλαιώνοντας

την παρούσα διαπραγµάτευση έχουµε ότι

Αν το πλήρως οµογενές ΠΣΤ

a2(x)u ′′ + a1(x)u ′ + a0(x)u = 0 , x0 < x < x1 ,

Σ1 u = 0 , Σ2 u = 0 ,

έχει µόνη λύση την µηδενική, τότε η µοναδική λύση του ΠΣΤ

a2(x)u ′′ + a1(x)u ′ + a0(x)u = f (x) , x0 < x < x1 ,

Σ1 u = r1 , Σ2 u = r2 ,

είναι η

u(x) =

∫ x1

x0

G(x, y) f (y) dy −
[
J(u(y), G(x, y))

]y=x1

y=x0
.
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Παράδειγµα για την χρησιµότητα της σχέσης (2.85) :

Ας ϑεωρήσουµε το ΠΣΤ του 2ου Παραδείγµατος της παραγράφου 2.4 µε οµογενή Σ∆Ε και

τις µη-οµογενείς συνοριακές συνθήκες, δηλαδή το

u ′′(x) = 0 , 0 < x < 1 , u ′(0) − u(1) = r1 , u ′(1) = r2 , (2.86)

Η συνάρτηση Green του ΠΣΤ που δίνεται από την (2.86) είναι η

G(x, y) =

{
−1 1 ≥ x > y ≥ 0 ,

y − x − 1 , 0 ≤ x < y ≤ 1 .
(2.87)

Υπολογίζουµε την παράγωγο της G(x, y) ως προς y και έχουµε

d

d y
G(x, y) =

{
0 1 ≥ x > y ≥ 0 ,

1 , 0 ≤ x < y ≤ 1 .
(2.88)

Από τις σχέσεις (2.87), (2.88), παρατηρώντας σε ποιόν κλάδο παίρνει η y τις τιµές 0 και 1,

υπολογίζουµε τις τιµές

G(x, 0) = −1 , d G
d y

(x, 0) = 0 ,

G(x, 1) = −x , d G
d y

(x, 1) = 1 .

(2.89)

Για το συγκεκριµένο παράδειγµα η σχέση (2.85) γίνεται

u(x) = −
[
G(x, y) u ′(y) − u(y)

d G

d y
(x, y)

]y=1

y=0
, (2.90)

η οποία χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.89) και τις συνοριακές τιµές της u(x) στα άκρα x = 0

και x = 1 δίνει

u(x) = −
(

G(x, 1) u ′(1) − u(1)
d G

d y
(x, 1) −

(
G(x, 0) u ′(0) − u(0)

d G

d y
(x, 0)

) )

= −
(
− x u ′(1) − u(1) + u ′(0)

)

= r2 x − r1 . (2.91)

2.9 Ασκήσεις

1. Για καθένα ΠΣΤ που δίνεται στις ασκήσεις 1-7 της παραγράφου 2.6 να ϐρεθούν οι

αντίστοιχες συζυγείς συνοριακές συνθήκες. Ποια ΠΣΤ είναι αυτοσυζυγή και ποια όχι ;

2. Χρησιµοποιώντας την σχέση (2.85) να ϐρεθεί η λύση των ΠΣΤ µε οµογενή Σ∆Ε και τις

δοσµένες µη-οµογενείς συνοριακές συνθήκες, που δίνονται στις ασκήσεις 3, 6 και 7

της παραγράφου 2.6 .
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